Tentamen SF1632 27e Maj 2019

Tentamen bestar av sex uppgifter dir vardera uppgift ger maximalt fyra poing.
Preliminara betygsgrianser: A-21 poiang, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.
Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx, information om detta publiseras pa Kurshemsidan for SF1683.

Inga hjélpmedel dr tillatna vid tentamen.
Pa skrivningens baksida finns det dock ett antal formler som ni far anviinda.

OBS: For full poédng kravs fullstindiga, tydligt presenterade och vilmotiverade 16sningar som &r ldtta att folja. Markera
dina svar tydligt.

Del 1.

1. a) Hitta a,b € R sa att f6ljande uttryck minimeras

1
/ lax 4 ba® + 2°|*dx (1)
1

[2 poding]
b) Antag att po(x), p1(x), ..., pn(x) dr polynom si att

1
/ lpj(x)? =1 forj=0,1,...,n
-1
och
1
/ pi(z)pj(x)dx  for i # j.
-1
Givet en funktion f(z), ge ett uttryck fér ag, ay, ..., a, sé att foljande integral minimeras

/.

2
dx.

n

fl@) =" arpr(x)
k=0

[2 poing]

Losningsforslag fraga 1: a) Vi skulle kunna anvénda formeln fran fraga b). Men for att gora det s& skulle vi forst
behéva genomféra en Gram-Schmidt process pa = och x3. Det forefaller enklare att anviinda att derivatan med avseende
pa a och b maste vara noll vid minimum.

Forst sa observerar vi att (1) ar ett kvadratiskt polynom i a och i b och eftersom vérdet av integralen gar till odndligheten
da (a,b) gar till odndligheten sa existerar det ett unikt minimum.

Om vi deriverar integralen m.a.p. a och b och sitter att det dr lika med noll sa far vi att:

1
b 1
2/ m(am+bx3+x5)dx=0:9+7:_,

1 3 5 7
och .
b 1
2 3 b 3 5 d = 0 —— g - = ——,
/_133((196—1—3:—1—3:)30 5—|—7 5
Det linjira ekvationssystemet 16ses latt och vi far foljande

_10
9 -

b) Om vi gor en projektion av f, i L?, pa delrummet som spinns upp av py far vi att

. _Lm@f@de ot
Proi(f,p) = T3 T et = ([ morss)mo).

dar vi anvinde Proj(f, px) for att indikera projektionen av f pa delrummet som spianns upp av py.
Eftersom att alla pg, ..., p, r orthogonala sd kommer projektionen pa delrummet som spinns upp av pg, ..., p, att bli

Svar delfraga la): a = 2 och b=

n

>(f 1 @) @) ) ).

k=0 /1

Eftersom projektionen &r den funktion g i det linjéra holjet av po, ..., p, som minimerar normen || f — g|| sa kan vi identifiera
koefficienter och fa foljande svar.

Svar delfraga b): a; = filpk(x)f(x)dz



2. a) Berikna Fouriertransformen av g(x) = e *H(x) dir H ar Heaviside funktionen.

[1 poéng]

b) Anvind Fouriertransformen for att hitta en funktion f(z) som uppfyller

/ T (g — vyt = e,

dar g ar funktionen fran delfraga a).
[3 poiing]

Losningsforslag fraga 2: a) Vi anvinder definitionen av fouriertransformen (formel 4 pa tentamensbladet) och

beraknar:
o0

F(e "H(x))(w) = / "W H(z)dx =

— 00

:/ 67(1+iw)$d1,: ]' )
0 1+iw

Svar delfraga 2a): F(e “H(z))(w) = -

1+iw”

b) Om vi tar Fouriertransformen pa bada led och anvinder faltningsformeln (formel 7 pa tentamensbladet) sa far vi,
dér vi anvénder standardnotationen f = F(f) et.c.,

dér vi dven anvinde formel 5 for att utvirdera Fouriertransformen av hogerledet.

Det foljer att
A 1
flw)=

T 1l—dw’

1

Om vi tar inverstransformen av bada led sa far vi f. For det s maste vi hitta en funktion som har Fouriertransform ——.

Lite enkelt laborerande leder till att

0
.F(eIH(—z))(w):/ ey, _ L

— 00

1—iw’
Detta ger oss vart
Svar delfraga 2b: f(z) = e*H(—x), dir H ar Heavisidefunktionen.



3. Lat f(x) vara 2m periodisk och f(z) = |z| — § for —m <2 < .
Hitta en 16sning u(x,t) till foljande vagekvation

Pu(wt) _ 82%&’;” forx € Roch t >0

Ox?
u(z,0) =0 for z € R
aug; 0 — f(z) for r € R.

[4 poéing]

Losningsforslag fraga 3: Vi borjar med att gora en Fourierserieutveckling av f(x). For det anvinder vi formel 9 pa
tentamensbladet samt att f dr jimn pa [—m,7]:

™

ag = 2/Ow(x—7r/2)dx=O

och forn =1,2,3, ...
2 (7 2 [T dsi
an:f/ (x — w/2) cos(nx)dx = —/ xwdm:
0 ™ Jo

s n dz
2 (" 2 n =4 omn=2k+1
=0- — sin(nx)dz = e (=" -1)= { K om 1 — 2k,

Eftersom f &r jimn sa blir alla b,, = 0. Vi far alltsa att

o0

flx) ~ ,;O 77(#11)2 cos((2k + 1)x).

For att 16sa differentialekvationen sa gor vi en ansdttning om variabelseparation: u(z,t) = X (z)T(t) och far, genom
att sdtta in anséttningen i vagekvationen, att
X//(x) T//(t)

= = = k .
X(2) 0 n onstant

Eftersom u(x,t) maste vara 27 perjodisk i z si ser vi att u = —n? for n = 0,1,2,.... Vi far siledes att foljande funktioner
ar 16sningar till vagekvationen

X(2)T(t) = ((an cos(nzx) + by, sin(nx)) (¢, cos(nt) + dy, sin(nt)) .

Vi ansétter darfor att l6sningen till vagekvationen &r

u(z,t) = Z ((an, cos(nz) + by, sin(nz)) (¢, cos(nt) + dy, sin(nt)) .
n=0

Eftersom u(z,0) = 0 s maste ¢, = 0, vi kan dven ansétta att d,, = 1 (genom att skriva a,, och b, for a,d, respektive
bnd, 1 uttrycket for u).
Vidare si ska 2459 = f(z) vilket leder till

Z (an, cos(nx) + by, sin(nx)) ~ Z i cos((2k; + 1)x).
k=0
Genom att identifiera koefficienter s foljer det att
=y - % — cos((2k + 1)z) sin((2k + 1)t)
k=0
ar en 16sning till initialvirdesproblemet.
Svar fraga 3:

2 Wj—lﬁ cos((2k + 1)x) sin((2k + 1)t).

k=0



4. Lat u(x) vara en funktion s& att u(z) = 0 for x < —1, u(z) = 4+ 1 f6r =1 < z < 0 och u(z) l6ser foljande
differentialekvation for z > 0:

u'(z) —3u(z) =0 forxz>0

u(0) = 2.

Berikna derivatan av u(z) i distributionsmening.
[4 poting]

Losningsforslag Fraga 4. Den ordinira differentialekvationen #ir elementir och har 16sningen 2e3*. Vi ska alltsa

hitta distributionsderivatan till
0 omz < —1

ulz)=¢ z+1 om —1<z<0
237 om 0 < .

Vi anvénder definitionen av distributionsderivata, d.v.s. fér varje C*°—funktion med kompakt stéd ¢ () si u'[p] = —ulp’].
Vi berdknar

WIel= - [ ulo)el eyt =

— 00

= - /0 0o’ (z)dx — /O (x4 1)¢ (z)dz — /000 2e37¢ (x)dx =

= Jere@)] "+ [ e o]+ [ o ptee =
—(0) + 2¢(0) + /01 o(x)dz + /000 6e3%p(z)dr =

0 %)
= ¢(0) +/ (z)dz —|—/ 6e3*p(x)dz.
-1 0
Vi kiéinner igen hogerledet som en distribution som kan skrivas

u'(x) = 6(x) + H(x +1) — H(z) + 6e3” H(x)

vilket ar vart svar.



Del 2.

5. Beriikna viirdet u(0,1/2) dir u(z,y) loser foljande randviirdesproblem pa enhetsdisken D = {(z,y); 22 + 3% < 1}

Au(z,y) =0 pa D
u=f pa T = {(z,y); z* +y* =1)}.

I poléra koordinater (x = rcos(¢) och y = rsin(¢)) sa ges f av
1
f(r,¢) = sin(3¢) +Z2—k s((4k +1)9).
k=0

[4 poing]

Losningsforslag fraga 5: Om vi ansétter en variabelseparation i poldra koordinater u(r, ¢) = R(r)®(¢) s far vi att
(fran formel 10 pa tentamensbladet)
T,QR// + TR/ (I)//
R o
dér vi redan anvinde att A = —n? for n =0, 1,2, ... eftersom ® #r 27 periodisk.
Fran (2) sa far vi att

=)A= —n2, (2)

R(r)®(¢p) = r"(an cos(ng) + by, sin(ng)).

Sa 16sningen till den partiella differentialekvationen &r paformen
o0
t) = Z r" (an, cos(ng) + by, sin(ng)).
n=0

Om vi sétter r = 1 och jamfor koefficienter med givna randdata sa ser vi att

_f & forn=4k+1
=10 omn # 4k +1

och

b 1 forn=3
"1 0 ommn#3.

Vi ska berdkna virdet av u dd = 0 och y = 1/2, vilket i poléra koordinater motsvaras av r = 1/2 och ¢ = /2. Vi

far darfor att
ak+1

u(r =1/2,6 = 7/2) = (;)3 sin(37/2) + ni @) 2% cos(2km + 7/2) = —+

Svar fraga 5: u(0,1/2) = —3.



6. Antag att f : T — R, dar T ar enhetscirkeln identifierad med (—, 7], & Riemannintegrerbar och ¢ > 0. Visa att det
finns ett trigonometriskt polynom

p(z) = Z ay, cos(kz) + Z by, sin(kx)
k=0 k=1

sa att

| @) - plo)d <.

—T

Du far anvinda Stone-Weierstrass Sats utan bevis.

[4 poiing]
Losningsforslag fraga 6: Eftersom f &r Riemannintegrerbar sa kan vi approximera f med en trappfunktion

s1 om —m=x9<x< 2]
So omuxy <x < X9

t(z) =
Sy, omx, 1 <xr< T, =T
sa att

/ 7(a) ~ tw)lde < &

T

Harnést hivdar vi att vi kan approximera t(z) med en kontinuerlig funktion g(x) s att

[ 1) - g(wlan < 5.

—T

For att se detta si observerar vi att vi kan definiera g(x) = ¢(z) forutom i ett litet omrade kring punkterna xg, z1, ..., ,,
dar vi later g(x) vara linjar. Specifikt s& kan vi lata, for 0 < § < 3 <

maxger [t(z)]?

gla) = D ) oy st o
for ) )
xe(xi2(n+1)’zi+2(n+1)> 3)

och g(x) = t(x) annars. Hér viljer vi ¢ sé litet att intervallen i (3) inte Gverlappar.

Figur: Ovanstdende figur visar en schematisk graf av t (réd) och g (streckad bla). Vi later g och t sammanfalla férutom
kring diskontinuiteterna kring x; dér vi later g vara linjir med véldigt stor lutning.

Med det valet av g sa far vi att varje diskontinuitet, maximalt n + 1 stycken, bidrar till fT [t — g|dx med

o (n+1)(si+1 — si) Sit+1 — Si
/z‘i ) 3 (x —x;) + 5 dr+
b TCES))
xi+ﬁ (n+1)(5-+1754) Si — Sit+1 €
i D — gy g BTS¢
+/Ii 5 (=@ + = TS 3+

Eftersom ¢ har (maximalt) n + 1 diskontinuitetspunkter s foljer det att

[ 1) - gwlan < 5.

—T

Wl m



Slutligen sa kan vi anvénda att de trigonometriska funktionerna ar en funktionsalgebra som, innehaller konstanten och
separerar punkter si Stone-Weierstrass Sats implicerar att det finns ett trigonometriskt polynom p(x) s att

€
— < —.
sup lg(z) — p(z)| < o

Genom att anvinda triangelolikhetern sa far vi att

/7r |f(z) = p(z)|dz = /ﬂ [f(z) = t(z) + (t(z) — g(2)) + (9(x) — p(x))|dz <

—T —T

s/ﬂU@»fumux+/wu@yfmmuz+/wm@»—mwux<f+f+awwmm@—mun<e

-7 -7 -7 3 3 zeT

Detta avslutar vart bevis.

Formler.

Foljande formler ar tillatna att anvdnda utan bevis i era 16sningar:

L L(f(x))(s) = [~ f(z)e~®*dt, dir L &r Laplace transformen.
2. L(cos(ax))(s) = 22

s2+4a?

3. Lat 0(z) = { 0o gfg da iir L(f(x — T)0(x — T))(s) = e~ T=L(f(x))(s).

4. Fouriertransformen definieras: F(f(t))(w) = [, f(t)e™ " dt
5. Fle ) (w) = ﬁ fora >0
7. F(f xg)(w) = F(w)F(w) dér f g ar faltningen (convolution pa engelska) mellan f och g.

8. Riemann-Lebesgue Lemma: For [ ett intervall (mojligtvis obegrénsat)

lim /If(m) sin(Az)dz = 0.

A—0o0

9. Om f(x) &r periodisk med period L da kommer

ag > 2mnx . 2mnx
f(x)~2+;ancos( 7 )—l—bnmn( T )

2 /L/2 (27rmc> 2 (L2 . [ 2mnx
an = — f(x)cos | —— dmochbn:—/ f(x)sin dx.

dar

10. Laplace ekvation Au = 0 kan skrivas i poldra koordinater

1@0@mm>+1%mm_

fulnd) = o " ar 2 agr

Lycka Till!



