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Losningsforslag till tentamen i SF1683,
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Tentamen bestar av sex uppgifter dir vardera uppgift ger maximalt fyra podng.

Preliminéra betygsgrinser: A-21 poidng, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontakta i s& fall Maria Saprykina.
Inga hjdlpmedel ér tilldtna vid tentamen.

OBS: For full poing krivs fullstindiga, tydligt presenterade och vidlmotiverade l6sningar som dr
latta att folja. Markera dina svar tydligt.

1. Anvind separation av variabler for att 10sa randvirdesproblemet

ug(x,y) = uy(z,y) +u(z,y), u(z,0)=4e > + 5e37.
Y y\ T Y Y

Losning. Vi soker 16sningar pa formen u(z,y) = X (z)Y (y). Insittninng i ekvationen ger:
X'(2)Y(y) = X(2)Y'(y) + X(2)Y (y).
Dividera med X (z)Y (y) (vi antar att denna faktor ar skilld fran 0):
X'(z) _ Y'(y)
X(x)  Y(y)

didr A\ dr en (godtycklig) konstant, eftersom HL i likheten dr oberoende av y, och VL dr oberoende
av x. Detta ger oss ett system av ordinera differentialekvationer:

X'(z) = \X(2)
Y'(y) = (A= 1Y (y).

+1:=A

For varje A ges dess 10sning av
X(z) = AeM®
Y (y) = BeX 1y,

Produkten u(qg, y) = Cer A=Y 4r alltsd en 16sning till den ursprungliga ekvationen (for valfri
konstant C'). Aven linjdra kombinationer pa formen

N
ulw,y) =) | Crer
j=1

dr 10sningar till samma ekvation (for valfria konstanter N € Noch \;, C; € R, j =1,..., N).
Om u(x,0) = 4e™2* 4+ 5e3*, sd har vi \; = —2, \y = 3, C} = 4, Cy = 5, och den sokta
16sningen dr
U(l’,y) — 46—2x—3y =+ 563:0—5—23/'
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2. Lat H(t) vara Heaviside funktion, dvs

H(t) = {0 fort <0,

1 fort>0.

Beteckna H,.(t) = H(t — ¢).
Laplacetransformen definieras av

cuu»@w—émf@wswt

Tabellen i [BdP] ger:
. a
E{Sln Clt} = m, s > 0

a). Visaatt L{H.(t)f(t —c)} = e “L{f(t)}. 1p.
Losning. Se Theorem 6.3.1 1 kursboken [BdP] eller [BAPM]. Direkt utrdkning:

LU f(E— )} = / T H (= et = / "
Variabelbytet x = ¢ — c ger svaret. 0 '
b). Anvind Laplacetransform-metoden for att I6sa begynnelsevirdesproblemet

Y 9y = f(t), y(0) =0, y(0) =0
dir f(t) = sint for 0 <t < 27, and f(¢) = 0 annars.
Losning. Funktionen ovan kan skrivas som
f(t) =sint(Ho(t) — Haox(t)) = Ho(t) sint — Ho(t) sin(t — 2m)

(vi har anvint att sin ¢ = sin(¢ — 27)). Laplace-transformerar ekvationen:
1 1 1

2Y )% — _ —27s _ 1 — —2ms ]
s7Y (s) +9Y (s) 211 ¢ a1 52—1—1( e )
Detta ger
1 1 1 1 3
Y = 1 — —2ms\ _ _ 1 — —27s )
) =FErneEret = ) 8(s2+1 3s2+9)< )

Inverstransformering ger (for ¢ > 0):

y(t) = % (sint — Hax(t) sin(t — 1)) — i (sin 3t — Hoy(£) sin 3(t — 27))

3. a). Funktionen

r for0<az <1,
g(x) =

3 forl<ae<m

utvecklas i en sinus-serie S(x) pa intervallet [0, 7]. Ange S(1), S(2) och S(7). Formulera satsen
som du har anvint.

Losning. Lat oss definiera funktionen g pa foljande sitt:



g(x) = g(z) foralla x € [0, 1],

¢ dr udda pa intervallet (—m, ),

g ar 2m-periodisk pa R.

Den nya funktionen g kan utvecklas till en Fourier-serie S(z), och denna serie dr en sinus-serie
(dvs alla dess termer har form ¢, sin nx). Enligt sats 4.5 i Vretblads bok (Formulering krivs!),

S(a) = 5(5(e) +gla)).

Vi beriiknar: S(1) = $(g(1-) + g(14)) = 3(1 +3) =2,
S(2) = %(9(2_) +9(24)) = %(3 + 3) = 3 (serien konvergerar till funktionen i funktionens
kontinuitetskunkter);

S(r) =3(G(z_) + g(z4)) = 3(3—3) =0.

b). Lat f vara en kontinuerlig 27-periodisk funktion som uppfyller f(z + 7) = f(x) for x €
[—7, w]. Visa att alla de udda Fourierkoefficienterna av f &r noll, dvs cop 11 = 0, k € Z.

Losning. Foureier-serien av f har form > | ¢,e™* dir

Cp = /_7; f(z)e ™ dy = /_i f(z)e ™ dx + /07r f(z)e ™ dy = /07r f(z)e™™ (1 + e ™) dx.

Om n ér udda, har vi 1 + e~ = (0, och dirfor ir ¢,, = 0.

4. Fouriertransformen definieras av F{f(t)}(w) = [~ f(t)e ™'dt.
a). Bevisa skalningsformeln for Fouriertransform: 1p.

Flf@n)w) = - /(5), >0,

Losning. For xz = at har vi:

Firaw) = [ sane =< [ e enian - L

ﬂ)’ a > 0.
a

b). Tabellen for Fourier-transformer i [V] ger: F [\/Lz?e_ﬂ/ 2] = ¢~*/2, Anviind Fourier-transform
for att 16sa 3p.

e :/ e~ =27 £ (2)dw

—00

Losning. Planen dr att Fourier-transformera ekvationen. Vi kan tolka integralen i hogerled som
faltning

e f(t)
och anvinda att

Flf =gl = F[f]- Flgl.



Vi ska behdva transformera funktioner pa formen f(t) = e=**, k > 0. Fran formeln ovan samt
skallningsformeln foljer:

Fle ] = Flem V2 = /7

o~ (W/V2k)? /2 _ (ﬂ/k)e—wQ/Mk)'

Med denna formeln far vi:
Fle™) = vae < Fle ] = /(w/a)e /.
Fourier-transformerar ekvationen:
Ve = \/(x[4)e O Ff].
Det foljer att
Flf] = 2e7%/15,
och inverstransformen (med & = 4/3) ger

f(t) _ \/(_3_7T>€4t2/3.

5. a). Vad menas med att (¢,,),, utgor en fullstindig ON mingd i ett inre produktrum V?  1p.

Losning. En foljd av funktioner (¢,,),, utgor en fullstindig mingd i ett inre produktrum V' om
for varje u € V och varje € > 0 finns en linjdr kombination fo:l Cn®p sadan att

N

U — chqﬁn

n=1

<e.

Mingden dr ON (ortonormerad) om funktionerna ¢,, uppfyller:

<¢n7 ¢m> = {

1, m=n,
0, m#n.

b). Formulera Parsevals formel (som relaterar normen av funktionen till dess
Fourierkoefficienter); 1p.

Losning. Om (¢,,), ir en fullstindig ON mingd i ett inre produktrum V, och v € V har
Fourier-koefficienter ¢,, = (u, ¢,,), sé

lal® = 1w da) P = leal®.
n=1 n=1
c). Antag att f(x) &r en kontinuerlig funktion, och

1
/ f(@)z"dr =0, n=0,1,2,....
-1

Anvind b) for att visa att f(x) = 0 forallaxz € [—1, 1].
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Losning. Vi vet att méngden av Legendre-polynom P, (n = 0,...) utgor en fullstindig orto-
gonal médngd i rummet av kontinuerliga funktioner med inre produkt

(f. ) = / @it

Antagandet i uppgiften medfor att
1
/ F@)Pudz = (P =0, n=0,12,....
—1

Enligt Parsevals formel, || f|| = fjl |f(z)|*dz = 0. Eftersom f(x) &r kontinuerlig, medfor detta
att f(z) ar identiskt lika med 0.

6. a). Verifiera enligt definition att funktionen

zxfor0 <z <1,
-
annars,

definierar en tempererad distribution enligt formeln f[g] = [ f(x)g(x)dx. 1p.

Losning. Vi sédger att en funktion ¢ tillhor Schwartz klass S om ¢ har derivator av alla ordningar
och for alla icke-negativa heltal n, k& finns konstant C,, ;, sddan att for alla z € R giller

(14 |z)"[6™ (2)] < Cope
En foljd av funktioner ¢;, j = 1,2,..., konvergerar i S till en funktion ¢ € S om for alla
icke-negativa heltal n, £ géller:

lim max(1 + [2])"]¢!" (z) — v® (z)] = 0.

j—oo z€R

En tempererad distribution dr en linjir kontinuerlig avbildning fran Schwartz klass till C.
Vi verifierar att f definierar en tempererad distribution. Forst, om ¢ € S, sa dr ¢ kontinuerlig,
och f[¢] = fol r¢(x)dz dr definierad.

' Sedan, flerpr+cads] = fol z(c101(x)+capo(x))dr = 1 fp1]+cof[do], alltsd dr funktionalen
11nJAafl'tag att en f6ljd funktioner ¢; € S konvergerari S till ¢ € S. Da
1
6= £101 = | [ 2(6a) = wla))de] < max [oy(o) = (2)] = 0
da j — 0, och det betyder att avbildningen ovan dr kontinuerlig.
b). Beridkna f’ i distributionsmening. Forkorta sa langt som mojligt. 2p.
Losning. Vi uttrycker f i termer av Heaviside funktionen:
fx) = x(H(z) = H(x = 1)),
Vifar f/(x) = H(x) — H(x — 1) + 20(z) —20(x — 1) = H(z) — H(x — 1) — §(x — 1). I sista
steget har vi anvént formeln
9(x)o(z — a) = g(a)d(x — a).



c). Berikna virdet av f [e‘x2]. Svaret skall inte innehalla intergraler. 1p.

Losning. Enligt definitionen,

Pl = =flle ™)) = ~fl-ze ™) = [ ate e

1

Det har tyvérr uppstatt ett fel i uppgiftformuleringen, och denna integral gar inte att berdkna med
enkla metoder. Alla forsok kommer att belonas.



