Tentamen: Losningsforslag

Fredag 8 juni 2018 08:00-13:00
SF1674 Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel ar tillatna.
Max: 40 poang

1. (4 poing) Rita foljande mingder i R?:

a) A = {(z,y) € R?| max(jal, |yl) < 1}.

b) B ={(z,y) € R? |22 + 4> <2< —4 — 4w — 4y — 2® — y*}.
c) C ={(z,y) € R?|x < 1}.

d) D ={(z,y) e R*|y = 1}.

Svar:
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(
(

2. (4 podng) Antag att funktionen z = z(z,y) ar implicit definierad néra punkten
(z,y,2) = (3,1,1) genom ekvationen F(z,y,z) = x2? — 2yz — 1 = 0. Beriikna
2:(3,1) och z(3,1).

Loésning: Vi har VF = (22, —22,2z2 — 2y) och siledes VF(3,1,1) = (1,-2,4).
Implicit derivering ger nu

0z _F, 1 0z F, 1
9z (31 1) Folaiy 47 W l(3.1.1) Flsay 2



yEy/ z+y?

Alternativ 16sning: Om vi léser ut z fran 222 —2yz—1 = 0 finner vi z = =

Villkoret att 2(3,1) = 1 ger att z(z,y) = LY ”;erz for (z,y) nara (3,1). Vanlig
derivering ger nu de sokta partiella derivatorna.
Svar: 2,(3,1) = —1/4 och z,(3,1) = 1/2.

3. (4 podng) Bestam det storsta och det minsta virdet som funktionen

2_
flzyy) = (y—z)e” 7Y
antar i omradet 22 < y < z.

Lésning: Lat D vara omradet bestamt av 22 < y < 2. Stationira punkter bestims
av ekvationssystemet

fi = Qa(y —z) - 1)e” ¥ =0,
fo=(@—-y+ 1)e**~v = 0.

Den andra ekvationen ger y = x + 1 och efter inséttning i den forsta ekvationen
finner vi 2z — 1 = 0. Alltsa ar (1/2,3/2) den enda stationdra punkten och den
ligger inte i D. Det foljer att max och min véirdena antas pa randen av D. Randen
av D bestar av kurvorna

m:y=x, 0<x<1, och 721y2$2, 0<z <1,

P4 vy dr f identiskt lika med noll. P& v, har vi f(z,2%) =2 —z = (z — 1) — 1
sa max vardet ar 0 min vardet ar —%. Det foljer att max och min véardena pa hela
D ocksa ar 0 respektive —%.

Svar: Storsta vardet dr 0 och minsta vérdet ar —i.

4. (4 poéng) Berékna integralen
/ 3ydx + cos(z)ydy
.

dar kurvan v ges av
v (t,\/{f), 0<t<m.

Lésning: Anvindning av parametriseringen (z(t),y(t)) = (¢,vt), 0 < t < 7, ger

B 2t9/2+sint T 2n9/2
L9 2 |, 9

271'9/2

Svar: 9

5. (4 poiang) Temperaturen i en punkt (z,y, z) i rummet ges av funktionen

T(x,y,z2) = 2> — xy.



Varmeflodet beskrivs av vektorfaltet v = —kVT, dar k > 0 ar en konstant. Bestam
takten med vilken varme flodar genom ytan ¥, dvs bestdm vérdet av dubbelinte-

gralen
/ v - dS,
¥

dir ¥ &r ytan i R? som ges i cylindriska koordinater (r, ¢, 2) av
Y:0<r<1, 0<¢p<2m, =z=9,

orienterad sa att normalen har positiv z-koordinat.

Losning: Ytan Y har parametriseringen
(x,y,2) =r(r,¢) = (rcosp,rsinp, ¢), 0<r<1,0<¢<2m,
dar vi anvander (r,¢) som parametrar. Eftersom
r.. = (cos g, sin p, 0), rio = (—rsing,rcosp,1),

finner vi
ds = (r] x r;)drdcp = (sin g, — cos @, r)drde.

A andra sidan ir v = —kVT = —k(—y, —,22) sa
v(r(r,¢)) = v(rcose,rsinp, @) = k(rsin g, r cos g, —2¢p).
Detta ger

2w 1
/ v-dS = / / k(rsin g, rcos g, —2¢p) - (sin g, — cos p, r)drdp
by o Jo

2w 1
= k:/ / (rsin? p — rcos? ¢ — 2¢r)drdy
0 0

= k</01 rdr) (/:W(sm? @ — cos p — 230)d<,0)

_ _g ( /0 7 (cos(20) + 2@)d¢>

E [sin(2¢) 17"
2[ y ¥

= —2km?.

0

Svar: —2km2.

. (4 poéng) Berdkna for s > 0 derivatan av funktionen

F(s) = /1 " sinsz)

/s T

Lésning: Detta dr uppgift 5.4 i évningsboken. Integranden sin(sz)/z &r C! for
s> 0och z > 0. For s > 0 kan vi dérfor derivera under integraltecknet vilket ger

sin(sz) _ sin(s) d1 N ° 0 sin(s)

d
w1548 J1ys 05w ’

F'(s) =

T T

Tr=s



. 9 1 .
_ sin(s?) n sin(1) +/ cos(sz)d.
5 s 1/s
Eftersom . ) . |
/s cos(sz)d = [sm(saz)] _ sin(s*)  sin(1)
1/3 S CEZI/S s s )
finner vi efter forenkling F’(s) = 2sin(s?)

Svar: F'(s) = 25%(52)

. (4 poéng) Berdkna [, (x + /y)ds dir D C R? &r det begrinsade omradet mellan
linjen y = x och kurvan y = x2.

Lo6sning: Vi har 0D = ~; — v déar

Yitori(t) = (%), 0<t<1,

och
Y2 ora(t) = (1), 0<t<1
Eftersom
1 1
/ (2 + /5)ds = /0 (t + V) K, (1)) dt = /0 2)(1, 20)|dt
1 (1+ 4t2)3/2 1 53/2 _q
:/O 2t\/1 + 42dt = [6]0 =—
och
1 1
[ @ vinds= [ e+ Vorsola = [ ¢+ viia
1 2 3/271
= \/5/0 (t+Vt)dt = \/5[7;+ 2t3 L
1 2 V2
=2 (2 + 3> =5
finner vi
532 -1 -17V2
/(9D(x+\/§)ds:(Ll—L2>(x+ﬁ)ds:6 .
Svar: 753/2_(13_7‘/5

. (4 poéing) FE ar ellipsoiden

2

2

Yy z
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med utatriktad normalvektor och F ar filtet (1,2x,y). Berdkna

//(VxF)-NdS

4



over

(a) 6vre halvan av E,

Lésning: Detta ér uppgift 10.58 i 6vningsboken. Lat vy vara ellipsen 5 + &z = 1
i zy-planet orienterad moturs. Stokes’ sats ger

// (VxF)-NdS:/F-dr.
En{z>0} 5

Med hjalp av parametriseringen r(t) = (acost,bsint,0), 0 < t < 27, av 7 erhaller
vi

/F dr—/ (1,2acost,bsint) - (—asint,bcost, 0)dt
0

:/ (—asint + 2abcos? t)dt
0

2w 27
1 2t
= 2ab/ cos? 2ab/ - costet) cos( )dt
0 0

2
2t 27
sin( ] = 2mab.

Svar: 2mab.
(b) undre halvan av E,

Losning: Stokes’ sats ger

// (VxF)~NdS:—/F-dr:—27rab,
En{z<0} ¥

dar vi har anvént rékningen fran (a) i andra steget.
Svar: —2mab.

(c) hela E,

Losning: Summering av svaren fran (a) och (b) ger

P = (] [ )8

= 2mab — 2mab = 0.

Svar: 0.
(d) hela E med hjélp av divergenssatsen.
Losning: Eftersom V- (V xF) =V (1,0,2) =0, sa ger divergenssatsen

//VXF - NdS = /// vy V- (V x F)dadydz = 0.

Svar: 0.



9.

10.

(4 poing) Lat D C R? vara triangeln med hérn i (0,0), (1,0) och (0,1). Ar den
generaliserade integralen

dxdy

1
/ /D Vi]z =yl
konvergent? Bestam i sa fall dess vérde.

Losning: Vi har D = D; U Dy dar D; é&r triangeln med hérn i (0,0), (1,0),
(1/2,1/2) och Dy ar triangeln med horn i (0,0), (0,1), (1/2,1/2). Det foljer att

// d:Cdy // dxdy + // da:dy
\/]x— Dy VT =Y D, VY — T
Eftersom
finner vi
I, = [ [ = [
rdy = rdy = 2y/x — Y
Dy VT — Y 0 y r—y 0

12 4

:/l/zzmcly_ [— (1-2 )3/2] =3

Av symmetriskél f6ljer att dubbelintegralen [/ Do \/—dxdy ocksa &r lika med 2/3;
alternativt kan dubbelintegralen 6ver Dy beraknas direkt med hjalp av parametris-
eringen

Dy: 0<x2<1/2, z2<y<1l-—u.
Det foljer att [, 7ﬁli_yld:cdy ar konvergent och har vardet 4/3.
Svar: 4/3.

(4 poéing) Bestdm arean av den ellips som cylindern 2 4 y? = 2z skir ut ur planet
2z + 3y + 62 = 60.

Lésning: Ekvationen 22 + y% = 22, dvs (z — 1)? + y? = 1, beskriver en cirkel med
radie 1 centrerad i (1,0). S& om vi later D beteckna disken (z — 1) +y? < 1
zy-planet, sa har ellipsskivan E vars area vi soker parametriseringen

60 — 2 — 3y
E: r(‘ray>_<x7y76>7 (x7y)€D

Eftersom

r, = (1,0,-1/3), r, = (0,1,-1/2), r, xr, = (1/3,1/2,1),

finner vi
S = |rl, x 1} |dvdy = L + ! + ldzdy = zdacd
= |ry xryldzdy = /5 + 5 y = gdudy.
Alltsa ar . . .
Area(E) = // ds = // —dzdy = ~Area(D) = .
5 b6 6 6
Svar: 77/6.



