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Inga hjalpmedel ar tillatna.

Max: 40 poang

1. (4 podng) Avgor om foljande gransvirde existerar och berdkna gransviardet om det
existerar:
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Losning: Vi har
1 |
2vy  ay(z+2)  2y(x+2)

sa till exempel genom att anvéanda uppskattningen
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2y(z +2)| — 6yl

vilken &r giltig for alla x néra 0, ser vi att gransvardet da (z,y) — (0,0) inte
existerar.
Svar: Griansvardet existerar inte.

2. (4 poéng) Bestdm alla andra ordningens partiella derivator till
f(z,y,2) = sin(z? + %) + zyz.
Losning: Detta ar uppgift 2.50 i 6vningsboken. Kedjeregeln ger forstaderivatorna
fr=cos(x® +y*)22 +yz, f) =cos(a® +y*)2y+az, fL=uxy.

och ytterligare derivering ger andraderivatorna

fro=— sin(a:2 + y2)(2ac)2 + 2(:05(3@2 + y2),
= —sin(z® +y%)(2y)% + 2cos(z® + ), [ =0,

fiy = foe = —sin(@® + ") 2y)22) + 2, flL.=fL=y, fl.=fl,==

V.= —da?sin(z? + y?) + 2 cos(z? + y?),

xrx

Svar: { f, = —4y’sin(z® +y?) + 2cos(a® +¢?), fLL =0,
14 1

= B = —daysin? £ ) £ 5 S fh=v Sl fh=a
3. (4 poing) Bestém alla skiirningspunkter mellan kurvorna x> —y? = 4 och xy = /5.
Bestdm ocksa vinkeln mellan kurvorna i varje skdrningspunkt.

Losning: Skarningspunkterna ar losningar till ekvationssystemet



Om 2z = 0 sa finns ingen l6sning. Antag darfor att © # 0. Andra ekvationen
ger da att y = \/5/x, vilket insatt i forsta ekvationen ger 22 — 5272 = 4, dvs
z* — 422 — 5 = 0. Detta ar en andragradsekvation for 22 med 16sning 22 = 5
(16sningen 22 = —1 kasseras eftersom —1 < 0). Alltsd #r z = £+/5, vilket ger de
tva skirningspunkterna +(1/5, 1).
For att bestimma vinkeln mellan kurvorna, later vi f(x,y) = 22 —y? och g(x,y) =
xy. Vi har

Vf(x,y) - (2%, _2y)7 Vg(x,y) = (y,.%'),
sa

Vf(:v,y) ) Vg(x,y) = (2377 _2y) ’ (y7x) =0.

Eftersom gradienterna &ar ortogonala till nivakurvorna foljer det att kurvorna ar
ortogonala.
Svar: Kurvorna skiir varandra i (v/5,1) och (—v/5, —1). I bada fallen &r kurvorna
ortogonala.
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. (4 poéng) Bestdm vérdet av / / xze*deydx.
0 Ja3

Losning: Byte av integrationsordning ger
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Svar: S

. (4 poéing) Ar avbildningen
u=ax?—y?
v =22y,
ou Oz

bijektiv i en omgivning av (1,1)? Berékna %(1, 1) och a—u(O7 2).

Losning: Detta ar uppgift 3.37 i 6vningsboken. Funktionalmatrisen for avbildnin-
gen F': (z,y) — (u,v) ges av

% o 2r =2
Flz,y) =19 9| = .
(2,) % % (Qy 2x )

det F'(1,1) = det @ _22> =840,

Eftersom

foljer det av inversa funktionssatsen att avbildningen ar bijektiv i en omgivning av
(1,1). Denna rékningen ger ocksa att
ou

oL =2



For att berdkna 2—2(0, 2) anvander vi formeln
(FY (Fa,y) = F'(z,y) 7,

vilken for (x,y) = (1,1) ger (notera att F'(1,1) = (0,2))

) 20,2\ (2(11) 20D\ 2~ 11 1
(gg(o,z) 5(0’2)>_<§5<1’1> %(171) _<2 2) _4(—1 1)'
Alltsa ar %(0, 2) = 1/4.

Svar: Ja, avbildningen dr bijektiv i en omgivning av (1,1) eftersom funktionalde-

terminanten i (1,1) &r nollskild. Partiella derivatorna ges av %(1, 1) = 2 och

92(0,2) = 1/4.
. (4 poéng) Bestam kurvintegralen av vektorféltet
F(z,y,2) = (22, ™17 o 4+ 2?)

lings cirkeln z2 + 22 = 1 i planet y = 1, dér cirkeln &r orienterad medurs sedd fran
origo.

Losning: Den givna cirkeln éar lika med randen 05 av S, dér S &r den vertikalt
staende disken
S={(zx,1,2) e R®| 22 + 22 <1}

med normal N = (0,1,0) pekandes i positiva y-riktningen. Enligt Stokes’ sats

galler
/ F-dr://rotF-NdS.
oS S

rot F = (—e™ 212 1, (y — 1)e™ 2= — 3222,

En rékning ger

vilket innebéar att
rotF-N = —1.

/ F.dr= // —1dS = —Area(S) = —7.
oS S

. (4 podng) Avgor om foljande pastaendena &r sanna eller falska. Motivering krévs
inte. Det rdcker att svara “sant” eller “falskt” pa varje pastaende.

Alltsa finner vi

Svar: —m.

(a) Om a,b € R3, a # b, dr tva punkter i rummet sa ar
r(t):a—i—t(a—b), te [071]7

en parametrisering av det raka linjesegmentet fran a till b.

Svar: Falskt. Den givna kurvan r(¢) ar en parametrisering av linjesegmentet fran
a till 2a — b.



(b) Om F = (P, Q) &r ett C?-vektor filt definierat i en 6ppen delmiingd D av R?
sadant att

Qx(z,y) = Py(z,y), (z,y) €D,
sa ar F ett potentialfilt i D.
Svar: Falskt. Pastaendet géller om D &r ett enkelt sammanhéngande omrade, men
inte i allménhet. Till exempel ar (P,Q) = (¥:2) ott filt som dr C2 i R2 \ {(0,0)}

332+ 2
och uppfyller Q/, = y, men Far inte ett potentialfalt eftersom cirkulationen kring
varje sluten kurva som gar en gang runt origo i positiv led &r 27 # 0.

(c¢) Dubbelintegralen
1+ 22
———dxd
//{x2+y2§1} (2 +y?)3/2 Y

Svar: Falskt. Den &r divergent eftersom

ar konvergent.

1+22 1 :
($2+y€)3/2 > T och integralen

1 o
—————=dxdy =27 —dr
//{x2+y2<1} (22 4 y2)3/2 Y /o r?
ar divergent.

(d) Antag att funktionerna f(s, z) och 1i(s, :U) ar kontinuerliga for (s, z) € Rx[0, 1].
Da é&r den s-beroende integralen F'(s fo s, x)dz deriverbar pa R och

-/ (s 0)da
0

Svar: Sant. Se Sats 1 pa s. 184 i boken.

. (4 poang) Lat D vara en liksidig triangel med ena hornet i origo sadan att
7{ (zy? + 2%e")dx + (vy + 62)dy = 9.
oD

Vilken area har D?

Losning: Greens sats ger
?{ (zy? + 23e®)dx + (22y + 62)dy = // ( (2%y + 6z) — 0 —(zy? + x3em)>d:vdy
oD dy
= // (2zy + 6 — 22y)drdy = 6 Area(D).
D

Alltsa &r Area(D) = 9/6 = 3/2 oberoende av vilken form och position D har.
Svar: 3/2.

. (4 po#ing) Beriikna flodet av vektorfiltet F(z,y, z) = (23y,yz, ) ut genom sfiren
med centrum i (1,0, 1) och radie 1.

Lo6sning: Lat B beteckna ett klot med centrum i (1,0, 1) och radie 1. Med hjélp
av divergenssatsen kan det sokta flodet skrivas

/ / F.dS = / / div Fdzdydz = / / (z + 32%y + 2)dxdydz.
OB B B

4



10.

Vi har [ 32%ydadydz = 0 av symmetriskél. Byte till de sfériska koordinaterna
x=1+rsinfcosy, y =rsinfsinyp, z =14 rcosd, ger

2r pm 1
// (x + 2)dxdydz = / / / (1 + rsinfcos + 1 + 7 cos 0)r? sin Odrdfdy
B o Jo Jo
2r  pw 1
= / / / (2r% sin 6 + 3 sin? 6 cos ¢ + r® cos 0 sin 0)drdfdp
o Jo Jo

Termerna 73 sin? f cos ¢ och 72 cos @ sin @ ger inga bidrag eftersom f027r cos pdp = 0

och foﬂ cos fsin 8df = % foﬂ sin 20df = 0. Alltsa finner vi flédet

2r 1 87
// F.dS = 2/ / / r? sin @drdfdy = 2 x Volym av enhetsklotet = —.
OB o Jo Jo 3

Svar: 87/3.

(4 poiing) Lat a, b, c € R? vara tre punkter i planet och betrakta funktionen

f(x)=|x—a|+|x—b|+|x—c|, x € R2.

(a) Visa att f #r kontinuerlig i hela planet och C*! i omradet R?\ {a,b,c}.

Losning: Med a = (a1,a2), b = (b1,b2), ¢ = (c1, ¢2), har vi

f@y) = V(@ —a1)? + (y — a2)? + v/ (x — b1)? + (y — by)?
V(@ =)+ (y — 2)?

Funktionen (x,y) — (r—a1)?+(y—az)? ir C! fran R? till [0, c0) och C* fran R?\ {a}
till (0, 00). Funktionen ¢ +— /¢ ir kontinuerlig pa [0, 00) och C'*! pa (0, 00). Eftersom
funktionen (x,y) — \/(z — a1)? + (y — az)? ir sammansittningen av ovanstaende
tva funktioner, sa ér den kontinuerlig pA R? och C! pa R?\ {a}. Eftersom f &r

summan av tre termer av den hiir typen, sa foljer att f &r kontinuerlig pa R? och
C! pad R?\ {a,b,c}.

(b) Visa att om x € R?\ {a, b, ¢} ir en stationir punkt till f, s& ir vinkeln mellan
vilka tva som helst av de tre vektorerna x — a, x — b, x — ¢ lika med 27/3.

Losning: En rikning ger

_ —b _ _ —b _
Vf(x,y):(x m  r=b  r-a y—a y—b oy 02>

x—a| |x—b|] |x—c|'|x—a] |x—b|] [|x—c

—e+f+g  x=(zy) € R\ {ab,ch
dér e, f, g ar de tre enhetsvektorerna

X—a x—Db X—C
g

T x—a  [x=b] * |x—df

Om x &r en stationdr punkt, dvs om Vf(x) = 0, sa géller saledes e + f + g = 0.
Eftersom e, f,g har langd ett foljer det att vinklarna mellan vilka tva som helst
av dessa vektorer ar 27/3. Vi kan visa detta till exempel genom att vélja ett
nytt koordinatsystem orienterat sa att e = (1,0). I det nya koordinatsystemet ar



g=—e—f=(—1— fi,—f») och alltsi giller 1 = (—1 — f1)* + (—fo)° = f2 + f3,
dvs fi = —1/2 och fo = £1/3/2. Det foljer att vi har antingen

e=(1,0), f= <—;\é§> g = <—;—\2§>

e=(1,0), f= (-é-‘f) g (-i‘f)

Sa e, f, g utgdr hornen i en liksidig triangel och pastaendet foljer.

Historisk kommentar: Om de tre vinklarna i triangeln med horn i a, b, c alla
ar mindre &n 27/3, sa har f sitt globala minimum i den stationdra punkten (som
ar entydigt bestdmd). Problemet att hitta punkten i vilken f har sitt minimum
stalldes av Pierre de Fermat (1607-1665) som en utmaning till Evangelisto Torri-
celli (1608-1647), uppfinnaren av barometern, och minimipunkten kallas darfor for
triangelns “Fermatpunkt”.

eller



