N AL e, Personnummer: .....oooveveninii

Lappskrivning 2: Losningsforslag

Onsdag 28 feb 2018 10:15-11:45
SF1674 Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel ar tillatna.

Max: 12 poang

Version A
1. (4 podng) Berdkna dubbelintegralen
// dxdy
(x+y+3)?
dér D ar triangeln med horn i (0,0), (2,0) och (0,6).
Losning: Eftersom
D={(z,y)|0<2<2,0<y<6—3z}

finner vi
dxd 6—3x -1 6—3x
R ) e O P B
(x+y+3)2 x+y+3) o Lzt+y+3],0
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Svar: In E’f

2. (4 podng) Berdkna
4 3 py/9—y2
/ / / ydxdydz
0 Jo J—y/o—y?
genom att byta till cylindriska koordinater.

Losning: Integrationsmangden bestams av olikheterna

0<y<3, —VI-y?<az<yV9I—-y% 0<2<4

De forsta tva av dessa olikheter beskriver 6vre héalften av disken med radie 3 centr-
erad i origo i zy-planet och denna méngd kan uttryckas i polara koordinater (r, ¢)
enligt

0<r<3, 0<p<m.

I de cylindriska koordinater (7, ¢, z) (som vanligt definierade enligt x = r cos ¢,y =
rsin g, z = z), ges saledes integrationsméngden av

0<r<3, 0<ep<m 0<z<4



Eftersom dxdydz = rdrdedz foljer att den sokta trippelintegralen ges av

4 prm 3 T 3
/ / / rsinprdrdpdz = 4 < / sin @ d<p> < / r2dr>
0 JO 0 0 0

Tr 373
:4[005@] [T] = 4(1+1)9 = 72.
0 3 0

Svar: 72.

. (4 poing) Bestim max och min viirdena for f(z,y) = x? + y? under bivillkoret
ot 4yt =1

Lésning: Lat g(z,y) = 2* + y* sa att bivillkoret &r g(z,y) = 1. Eftersom

Vf=(222), Vg= (42" 4y,
kan Lagranges ekvation V f = AV g skrivas

20 = Ma?,

2y = My,
dvs z = 0 eller y = 0 eller % =22 = y2. Om z = 0 sa ger bivillkoret att y = +1.
Om y = 0 sa ger bivillkoret att 2 = +1. Om z? = 2 sa har vi antingen = = y eller
x = —y, sa bivillkoret ger

4 (F2) =1 = 2t = % — r=+2"14
Det foljer att f har extremvéirden i de atta punkterna
(0,41), (£1,0), (274 1274 (=274 4o 1/4,
Eftersom
FO,£1) = f(£1,0) =1,  f V4 x27h = f(—271* 127V = V2,

foljer det att max och min viirdena for f(z,y) under det givna bivillkoret ir /2
respektive 1.

Alternativ 16sning: Eftersom bade f(x,%) och g(z,y) = 2* + y* ar invarianta
under speglingarna (z,y) — (—z,y) och (z,y) — (z, —y), sa racker det att studera
virdena i forsta kvadranten {x > 0,y > 0}. Den del av kurvan 2% + y* = 1 som
ligger i forsta kvadranten kan parametriseras enligt (x(t),y(t)) = (v/cost, Vsint),
0 <t <m/2. Alltsa récker det att bestdmma maximum och minimum av

F(t):= f(xz(t),y(t)) = cost +sint

for t € [0,7/2]. Eftersom F'(t) = —sint + cost sa foljer att det endast finns en
kritisk punkt i t = 7/4. Genom att jamfora vérdet i den kritiska punkten med
virdena i intervallets aindpunkter finner vi att max virdet ar F(r/4) = v/2 och att
min vérdet ar F(0) = F(7/2) = 1.

Svar: Max véardet dr v/2 och min virdet ar 1.



Version B
1. (4 poéng) Berdkna dubbelintegralen
// _dxdy
(x+y+1)?
dér D ar triangeln med horn i (0,0), (4,0) och (0, 8).
Losning: Eftersom
D={(z,y)|0<z<4,0<y<8-—2z}
finner vi

dxd 8—2x 1 8—2x
et L wrme= [ ),
(x+y+1)°2 x+y+ 1)2 o lzty+1],,

4

1
= = — | 1
/0(9_x+m+1>dx [ n(9 — )+ In(z + )]0
=In5+In5—-mn9—1Inl=2In(5/3).

Svar: 21In(5/3)
2. (4 podng) Berdkna
4 2 py/4—y?
/ / / ydxdydz
0 Jo J—y/a—y?
genom att byta till cylindriska koordinater.

Losning: Integrationsméangden bestdms av olikheterna

0<y<2 —Vi-y?<a<\i-y2 0<z<4

De forsta tva av dessa olikheter beskriver 6vre héalften av disken med radie 2 centr-
erad i origo i zy-planet och denna méngd kan uttryckas i poliara koordinater (r, )
enligt

0<r<2, 0<p<m.

I de cylindriska koordinater (7, ¢, z) (som vanligt definierade enligt x = r cos ¢,y =
rsin g, z = z), ges saledes integrationsméangden av

0<r<2 0<p<m 0<z<4

Eftersom dxdydz = rdrdedz foljer att den sokta trippelintegralen ges av

4 prm P2 s 2
/ / / rsinprdrdpdz = 4 < / sin @ d<p> < / rzdr>
o Jo Jo 0 0

Tr87? 8 64
:4{—cos<p] [] =4(1+1)- = —.
NEP 3° 3

Svar: 64/3.



3. (4 podng) Bestim max och min virdena for f(z,y) = 2% + y? under bivillkoret
4,4
*+yt =1

Lésning: Lat g(z,y) = 2* + y* sa att bivillkoret &r g(z,y) = 1. Eftersom
Vf=(2z2y), Vg = (423, 4y°),
kan Lagranges ekvation V f = AVg skrivas

2r = Ma?,
2y = My?,

dvs z = 0 eller y = 0 eller % =22 = y%. Om x = 0 sa ger bivillkoret att y = +1.
Om y = 0 sa ger bivillkoret att 2 = +1. Om z? = y? sa har vi antingen = = y eller
x = —y, sa bivillkoret ger

1
o (f2)t =1 = $4:§ — r=+42"14

Det foljer att f har extremvérden i de atta punkterna
(0,+1), (&£1,0), (27Y4 £271/4) (2714 42714,
Eftersom
FO,£1) = f(£1,0) =1,  f@ V4 2274 = f(—27 V4 w27V = V2,

foljer det att max och min viirdena for f(z,y) under det givna bivillkoret ir /2
respektive 1.

Alternativ 16sning: Eftersom bade f(x,%) och g(z,y) = 2* + y* ar invarianta
under speglingarna (z,y) — (—x,y) och (z,y) — (z,—y), sa racker det att studera
virdena i forsta kvadranten {x > 0,y > 0}. Den del av kurvan 2% + y* = 1 som
ligger i forsta kvadranten kan parametriseras enligt (z(t),y(t)) = (v/cost, Vsint),
0 <t <m/2. Alltsa riacker det att bestimma maximum och minimum av

F(t):= f(z(t),y(t)) = cost +sint

for t € [0,7/2]. Eftersom F'(t) = —sint + cost sa foljer att det endast finns en
kritisk punkt i ¢t = 7/4. Genom att jamfora véirdet i den kritiska punkten med
virdena i intervallets aindpunkter finner vi att max virdet &r F(r/4) = v/2 och att
min vérdet dr F(0) = F(7/2) = 1.

Svar: Max véardet dr v/2 och min virdet ar 1.



