FX-SKRIVNING 2 MED FORSLAG TILL LOSNINGAR

1. Logik. En utsaga kan som bekant sidttas samman av flera utsagor med hjalp av konnektiv. Utsagor som
har en viss struktur blir da sanna for alla tilldelningar av sanningsvirden pa de ingaende utsagorna. Dessa
kallas tautologier. Ett exempel pa en tautologi &r p V —p eller (p V —p) A (¢ V —¢). En annan typ av utsaga ar
den som alltid ar falsk for alla tilldelningar, denna kallas da en kontradiktion, exempel pa en kontradiktion ar
pA—peller (p A—p)V(qV—qg). Om en utsaga varken ar tautologi eller kontradition (dvs det finns tilldelningar
pa ingaende utsagorna p, q, etc som dels gor utsagan sann, dels gor den falsk) sa kallas utsagan kontingent.
Exempel pa en kontingent utsaga kan vara p V ¢q. For att visa att en utsaga ar kontingent maste tilldelningar
pa de ingaende utsagorna tas fram som dels gor utsagan sann dels andra virden pa de ingaende utsagorna som
gor den falsk. Vi ser att utsagan p V ¢ ar kontingent eftersom p = sann gor hela utsagan sann respektive om
p = q = falsk gor hela utsagan falsk.

Betrakta nedanstaende tva utsagor:
pV(p—=aAp—r))
(p = =q) Alg = —p) A (r — p)
Ge en fullsténdig utredning som klargor vilka typer som dessa utsagor ar av, dvs avgor, for bada utsagorna, om
de ar tautologier, kontradiktioner eller om de &r kontingenta. Motivera fullstindigt. Alla metoder &r tillatna,
men som vanligt om sanningstabell anvinds behovs utforliga forklaringar till varfor alla slutsatser kan dras i
din 16sning.

Lésning: Vi betecknar en tautologi med T. Den forsta utsagan ar en tautologi eftersom
pV(lp—=an(p—r)epV((-pVeA(-pVr))
pV(mpV(gAr) & (pV-p)V(gAr) < TV(gAr) < T.
Vi har har anvant att vi alltid har T Vw < T for alla logiska uttryck w.

Den andra utsagan
(p = =) A (g — —p) A (r = p)
kommer att vara kontingent. Det kan vi se genom att (p — —¢) A (¢ — —p) innebéar att bade p, ¢ maste vara
falska for att den delen ska vara sann. Sa hela utsagan blir sann om alla p, ¢, r sitts till falsk (implikationen
r — p blir ju sann om forledet &r falskt.) Vi kan givetvis ocksa fa utsagan falsk genom att bara ansétta
p = sann och q¢ = falsk sa blir (p — —q) A (¢ — —p) falsk dvs hela utsagan ar

(p—=-¢9AN@g@—=-pAN(r—p e LlAr—=p el

(oberoende av sanningsvirdet av r) dvs vi har funnit en tilldelning av sanningsvérden till p, ¢, som gor den
falsk. Sammantaget ar alltsa utsagan kontingent.

2. Mangdlara. Lat A, B vara tva godtyckliga mangder med &ndligt antal element. Visa att vi alltid har
I(Ax B)N (B x A)| = |An B>

Lésning: Vi skriver n for talet |AN BJ, d& har vi forstas |[AN B|? = n%. Elementen (x,7) i (Ax B)N (B x A)
ar de som uppfyller

(r,y) e (AxB)N(BxA)& (z,y) € AxBA(z,y) e BXx A&
reANyeBAzeBANye Asrxe ANBAye ANB.

Vi har tidigare sett att |A N B| = n och det finns alltsa n stycken = och n stycken y i AN B att vélja pa, varje
val av ett par av y € A och y € B ger upphov till distinkta element i (A x B) N (B x A) sa att antalet element
i (Ax B)N (B x A),dvs talet |(A x B)N (B x A)| blir n-n =n? men det var precis vad som skulle visas.

3. Funktioner. Lat funktionerna f: R — R och g : R — R vara givna av
flx)=2*+9 respektive glx) =2 -9.
Finn alla € R som uppfyller (f o g)(z) = (g o f)(z).

Lésning: Vi ska 16sa ekvationen (f o g)(x) = (g o f)(x) sa vi skriver ut vad vénster och hoger led i den ar:
VL= (fog)(z) = f(g9(z)) = (9(x))* +9=(x—9)?+9=2?— 182+ 81 + 9 = 2> — 18z + 90
HL = (go f)(z) =g(f(x)) = f(z) —9=a>+9 -9 =27
Ekvationen som vi ska 16sa 4r nu VL = HL och vi far

VL=2?-182+90=2>=HL& —18:+90 =0z =90/18 = 5.
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4. Inledande talteori. Lat n vara ett godtyckligt heltal. Visa att talen 13n+4 och 3n + 1 &r relativt prima.

Ledning: Det racker med att du visar att det finns tal =,y sadana att - (13n +4) +y - (3n+ 1) = 1. Det
kan du gora ungefir som i Euklides utvidgade algoritm.

Lésning: Vi rdknar som om vi skulle kort Euklides utvidgade algoritm:

1Bn+4=4-3n+1)+n, 3n+1=3-n+1 = 1=1-Bn+1)—-3-n=
1=1-B3n+1)—3-(13n+4—-4-3n+1)) =Bn+1)—3-(13n+4)+12-3n+1) = 13- (3n+1) —3- (13n+4),
alltsa har vi
l=2-Bn+1)+y-(13n+4)

for = 13 respektive y = —3. Detta visar att ged(13n +4,3n + 1) = 1 vilket skulle visas.

7. Grafteori. Betrakta nedanstaende viktade graf:

Utfor Dijkstras algoritm for att hitta kortaste vigar fran hérnet A i denna graf och ange alla delsteg och
alla kandidatetiketter i algoritmen. Ange ocksa vilka etiketter som véljs i varje delsteg. Ange sedan, med hjalp
av etiketterna kortaste vagen fran A till Y men ocksa den kortaste vigen fran A till X. Ange ocksa dessa
kortaste vagars kostnader.

Lésning: Dijkstras algoritm utford pa grafen ger foljande kandidatetiketter (valda etiketter i fet stil):
Steg 0: A(-,0)
Steg 1: B(A,1), C(A,1)
Steg 2: D(B,6), F(B,3), E(C,3)
Steg 3 D(B.6), X(F,1{), G(F.9), H(E,5)
Steg 4: D(B,6), X(F,14), G(F,9), Y(H,10)
Steg 5: X(F,14), G(F,9), Y(H,10)
Steg 6: X(F,14), Y(H,10)
Steg 7: X(Y,12)
Kortaste vagen fran A till Y:
A—-C—FEF—-H-—=>Y Kostnad = 10.
Kortaste vagen fran A till X:

A-C—-E—-H—->Y =X Kostnad = 12.
8. Kombinatorik. Med utgangspunkt frén att Y ;_, (}) = 2" for alla heltal n > 0, visa att
Z": 1 <n> ontl _q
= k+1\k n+1
Ledning: Tank pa att n—k = (n+1)—(k+1). Forldng baa led med (n+1) och tank pa att (n+1)n! = (n+1)!.

Lésning: Vi arbetar med ekvivalenser och visar successivt att det som ska visas &ar ekvivalent med nagot
som ar sant. Det som ska visas &r ekvivalent med

E+1\k
k=0




n

(n+ 1)n! Con
g:; RS T

Med ledningen n — k = (n + 1) — (k + 1) kan detta skrivas om som

n

(n+1)! .
;%“H4ﬂ«n+n-wk+n!—2+l—1

som kan uttryckas

n
Z<n+1> =2"t -1
prrt k+1
som med summationsindex j = k + 1 kan skrivas

n+1 n+1
}:("f1>:2M1—1¢¢1+§:<nf1>:2m¥
=1\ 7 =1\ 7

"31) =1 sa detta &r slutligen ekvivalent med

n+1 (an gy
=2l o
()2 ()

Jj=1

+1
§:<n+1>:2M1
J

Jj=0

Nu giller forstas (

som &r sant enligt det vi fick utga fran i uppgiften, fast med n + 1 istéllet for n (och sa har vi ett annat namn
pa summationsindexet, j istéllet for k). Det som ska visas ar alltsa ekvivalent med denna sista utsaga som ar
sann och det betyder att det som ska visas ocksa ar sant vilket fullbordar beviset.



