TENTAMEN JANUARI 2023 — LOSNINGAR

1. Logik. De logiska konnektiven A, V och — héanger ihop med logiska grindar i digitaltekniken. Vi har ju
och-grindar, eller-grindar och inverteringsgrindar. Ett annat logiskt konnektiv som kallas Pierce pil som skrivs
med | definieras som

plae—(pVa
som kan ségas motsvara en NOR-grind ("Not-OR”). Konnektiv kan ibland skrivas om med andra konnektiv
och definitionen ovan anger hur Pierce pil skrivs om med negation och konjunktion. DeMorgans lagar kan sigas
ange hur konjunktion kan skrivas om med negation och disjunktion respektive hur konjunktion kan skrivas om
med negation och disjunktion enligt
pAge ~(-pV g pVae o(opAog).

Pierce pil har den siregna egenskapen att vi kan skriva om en utsaga som innehaller olika konnektiv till en ny
ekvivalent utsaga som bara innehéaller Pierce pil, alltsa inga konjunktioner, inga disjunktioner, inga negationer,
bara Pierce pil(ar) och forstas parenteser. Skriv om foljande utsaga genom att bara anvinda Pierce pilar och
parenteser:
(pVa) —p

Ledning: Borja med att skriva om de grundlaggande utsagorna p A ¢, p V ¢ och —p med endast Pierce pilar
och parenteser. Till exempel har vi —=p < —=(pVp) < p | p. Nar du vet hur du skriver om dessa grundlaggande
utsagor sa kan du anvianda det pa den stora utsagan ovan. Parenteser ar forstas acceptabla och faktiskt kom-
mer det blir ganska manga parenteser i svaret.

Lésning: Vi har
(pVg) —pe-(pveVpeplgVvpe-(=(plqgVp) &
“(pla)lp) e (vl i)l (@la ip)

2. Mangdlara. Lat A, B,C, D beteckna godtyckliga méangder. Visa, utan att anvinda Venndiagram att
likheten
(AUB)—(CUD)=((A-C)-D)U((B-C)—-D)

alltid galler. Om du anvander sanningstabeller for att visa detta, var mycket noggrann med att ange vilka
utsagor du studerar och blanda INTE ihop utsagor och méangder.

Lésning: Om vi satter £ = C U D kan vi skriva
(AUB)-(CuD)=(AUB)-—E=(AUB)NE*
som enligt distributiva lagen fér mangder kan skrivas
(ANEYU(BNE)=(AN(CUD))U(BN(CUD)) =
som enligt DeMorgans lag ar
(AnC°NnDYuU(BNCND)=((A-C)NnDY)u((B-C)ND)=((A-C)-D)u((B-C)—-D)
vilket fullbordar beviset.

3. Funktioner. Lat méngden A = {1,2, 3,4} vara given och definiera funktionen f: A — A genom
f=1{(1,2),(2,3),(3,4), (4, 1)}.
Visa att funktionerna f, f o f och fo fo f ar inverterbara och har
flt=fofof,  (fof)"'=fof, och (fo

Lésning: Vi studerar funktionen f o f o f o f och konstaterar att f(f(f(f(1)))) = f(f(f(2))) = f(f(3)) =
f(4) =1 sa att
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(fofofof)1)=1

Pa samma satt kan vi ocksa se att

(fofofof)2)=2 (fofofof)B)=3 (fofofof)4)=4
det vill séga (fo fo fo f)(x) = for alla x. Detta betyder att fo fo fo f = vilket kan skrivas

fo(fofof)y=1¢ eller (fof)o(fof)=1¢ eller (fofof)of=1

vilket betyder precis att funktionerna f, f o f och f o f o f &r inverterbara och har

fl=fofof, (fof)y'=fof, och (fofof)y '=+r
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4. Inledande talteori. Visa att det inte finns nagra heltal =,y som uppfyller 322 4 2 = 2.

Ledning: Antag att det finns en sadan l6sning. Da géller tre fall: y = 0(mod 3), y = 1(mod 3), eller y = 2
(mod 3). Visa att samtliga dessa fall leder till en motségelse.

Lésning: Vi antar att det finns heltal =,y med 322 4+ 2 = y2. D& har vi y = 0(mod 3), y = 1(mod 3), eller
y = 2(mod 3). Fér alla dessa fall har vi 42 = 2(mod 3) (eftersom 3z2 = 0(mod 3)).

Men: y =0 = %2 = 0 = 2 = 0(mod 3) vilket #ir en motsiigelse. Vidare harviy=1=132=1=2=1
(mod 3) vilket aterigen #r en motsigelse. Slutligen giller #ven att y = 2 = y> = 4 = 1 som leder till en
motsagelse pa samma sétt som foregaende fall.

5. Relationer. Lat A = {1,2,4,8,...} = {2 : £ =0,1,2,3,...} och definiera relationen R pa A genom
2Ry & —y = 4", for nagot n € Z,n > 0.
Visa att denna relation inte &r reflexiv eller symmetrisk men att den ar antisymmetrisk och transitiv.

Ledning: Antisymmetri och transitivitet definieras i termer av en implikation (tex transitivitet: 2RyAyRz =
xRz) och en implikation &r sann om forledet &r falskt. Det gar att visa att implikationernas forled i defini-
tionerna for antisymmetri och transitivitet aldrig kan bli uppfyllda. D&rmed blir implikationerna sanna och
det blir da ett sitt att visa antisymmetri respektive transitivitet. (Glom bara inte att visa att relationen inte
ar reflexiv eller symmetrisk.) Ett annat alternativ ar att det ocksa gar att lista ut precis vilka tal i A som é&r
relaterade till varandra.

Lisning: Vi undersoker vad som giller om zRy. Da har vi o = 2%1 och y = 2% sa vi far
z—y=2F _ ok —yn

for nagot heltal n > 0. Men vad innebér detta? Helt klart géller k1 > ks (eftersom 21 —2+2 > 0) om vi skriver
4" = 22" g4 kan vi skriva

TRy < 2F1—k2 _ 1 = 92n—he

men eftersom k; > ko s& ar 28617%2 — 1 ett udda tal som samtidigt ar lika med 22n—k2 Men det enda sittet for
22n=k2 att vara udda &r om det #r lika med 1, det vill siga vi far

22n=k2 — 1 o o — kg =0 & ky = 2n.

Aterigen, att 22n—k2 — 1 ger Qki—ha _ 1 — 9~k — 1 5 9ki—hs — 9 = k) — ks =1 = k; = ks + 1 och
sammanfattningsvis har vi alltsa

x =2k = 92+l respektive y = 2k2 = 920

sa de enda tal i A som kan vara relaterade till varandra &r tva pa varandra foljande tal, dar det minsta (y) ar
en jamn potens av 2. Omvéant om vi satter in ky = 2n 4+ 1 och ko = 2n har vi

sa att vi alltsa visat att 2Ry < In > 0: 2z = 221 Ay = 227, Av detta ser vi att

1. zRy = x > y = = # y sa att vi aldrig har xRx sa relationen ar inte reflexiv.

2. xRy = x > y vilket ger att om xRy sa kan vi inte ha yRx, dvs relationen ar inte symmetrisk.

3. Av ovanstaende foljer ocksa att Ry A yRx aldrig kan vara sant, det vill siga forledet i implikationen
2Ry A yRx = o = y ar alltid falskt, vilket faktiskt gor att sjéalva implikationen alltid blir sann vilket
innebér att relationen ar antisymmetrisk eftersom detta géaller for alla x, y.

4. Implikationen som definierar transitivitet lyder tRyAyRz = xRz men om x, y, z ska uppfylla tRyAyRz,
vad betyder detta for y? Enligt ovanstaende utredning har vi:

1. 2Ry = y ar en jamn potens av 2.

2. YRz = y ar en udda potens av 2.
Det &dr en motségelse vilket betyder att konjunktionen xRy AyRz alltid blir falsk och darfor blir forledet i
implikationen som definierar transitivitet falskt vilket ger att hela implikationen blir sann for alla x,y, z
och darmed blir relationen transitiv.



6. Fordjupad talteori. Lat a # 1 vara ett godtyckligt reellt tal. Formeln for geometrisk summa lyder da
- 1—a"
E aF=a- .
1—-a
k=1

Bevisa denna med matematisk induktion over heltalet n > 1.

Ledning: Talet a # 1 &r alltsa en konstant och behover folja med i berdkningarna, det &r n som varierar.

Losning: Vi ansitter som vanligt A(n) lika med predikatet VL, = HL,, dar VL, =Y ;_; a* och HL, =

—an . o .
11_aa och vi ska alltsa visa

a-
Vn >1: A(n).
Vi tar de tre stegen i induktionen:
Steg 1. Vi ska faststalla att A(1) &r sann, det vill sdga kontrollera att VL = HL;. Vi kontrollerar
VL och HLq:
1-al 1—-a

1
Vlel;ak:a Hlea-l_a:a-l_a:a-lza

eftersom V Ly = HL; géller tydligen A(1).

Steg 2. Nu ska vi visa att implikationen A(p) = A(p + 1) géller for godtyckliga p > 1, det vill sidga vi
ska visa att

o & 1—aP pt! % 1 — gPt1
VL,=) d*=a- — =HL, = VIip1=)» a =0 ———=Hlpn
k=1 k=1
Vi gor déarfér induktionsantagandet VL, = HL, (p > 1) och betraktar V L,;1:
p+1 P 1— P
_ k _ kg gptl — . = 4 gptl
VLp+1—Za —Za +aP™ =a 1_a—|—a
k=1 k=1
dér vi i sista likheten anvant induktionsantagandet. Detta blir nu lika med
1—aP 1—aP 1—a? 1—a
. Pl . P =aq- P =
a 1_a—|—a a 1_a—i-aa a <1_a+a1_a>
1 — gPt!
1fa(1—ap+ap-(1—a)) = %-(1—ap+ap—ap+l):a-ﬁ

men det sista uttrycket ar precis H L, varfor vi visat att VL, = HL, = VL,11 = HLp;1, det vill
sdga implikationen A(p) = A(p + 1) géller. Steg 2 &r klart.

Steg 3. Steg 1 och steg 2 och induktionsaxiomet fullbordar beviset.

7. Grafteori. Betrakta nedanstaende graf:

1 2 3

a b c

Antag att vikterna a,b,c € {1,2,3,4,5}. Finns det en uppséttning av varden pa vikterna sadana att grafen
ovan har tva olika minsta uppspannande trad som samtidigt uppfyller a > b > ¢? I sa fall ange dessa véarden,
de tva minsta uppspinnande trdden och deras vikt.

Lésning: Genom att testa oss fram kan vi ta fram féljande graf:




dér det minsta uppspannande tradet innehéller de kanter som &r tjockare. Hér &r alltsd a = 4, b = 3 och
¢ = 1. Detta &r inte dnnu ett uppspannande trad men det kan bli ett minsta uppspénnade trad pa tva olika
sétt och det &ar att nagondera av de tva kvarvarande kanterna (som inte ar tjocka) med vikten 3 laggs till. Den
totala vikten av dessa tva olika minsta uppspannande trad blir da

1+41+24+2+34+34+1=13.
8. Kombinatorik. Visa att
{(x1, 29, x3) : 41 + dxo + 1laz = 27,21 > 0,21 € Z, 29 > 0,29 € Z,x3 > 0,23 € Z}| = 5.

Ledning: Problemstéllningen involverar alltsa att se hur manga uppséttningar av ickenegativa (> 0) heltal
som uppfyller 4x1 4+ 4xo + 11z3 = 27. Det gar att testa sig fram pa ett systematiskt sitt héar.

Lésning: Eftersom alla x1, 9, x3 ar ickenegativa har vi 4xq, < 27, 4zo < 27, 11zg < 27, den sista olikheten
ger 0 < x3 < 2, det vill séga tre fall: 3 = 0,23 = 1,23 = 2. Om vi sétter in 3 = 0 sa far vi 4- (z1 + z2) = 27,
men 27 &r inte delbart med 4 sa inga l6sningar uppkommer fran det hér fallet. Om vi sétter in x3 = 2 far vi
4(x1 4+ z2) = 5 men &dven hdr uppkommer inga losningar eftersom 5 inte ar delbart med 4. Men om vi sétter
inzg =1far vi 4(z1 +22) = 16 &

T1+x9 =4
som, om vi krdver x; > 0 och x5 > 0 har lésningarna (x1,z2) = (0,4), (x1,22) = (1,3), (z1,22) = (2,2),
(z1,22) = (3,1) respektive (z1,2z2) = (4,0). Alltsa géller
{(z1, 29, 23) : 4x1 + 4xo + 1lxg = 27,21 > 0,21 € Z,x9 > 0,29 € Z, 23 > 0,23 € L} =
{(0,4,1),(1,3,1),(2,2,1),(3,1,1),(4,0,1)}
varfor
’{(1‘1,.%’2,.%’3) cd4xy +4ao + 11y = 27,21 > 0,21 € Z,x0 > 0,290 € Z,x3 > 0,23 € Z}’ =5

vilket skulle visas. (Denna uppgift kan anses hora till omradet eftersom falluppdelningen z3 = 0, 1,2 kan ségas
vara en tillampning av additionsprincipen.)

9. Sannolikhetslidra. Antag att A, B,C ar tre hindelser som uppfyller
1. P(A) = P(B) = P(C),
2. PILANB)=P(BNC)=P(CNA),
3. Nagon av A, B, C intraffar alltid,
4. Alla kan inte intraffa samtidigt.

Antag vidare att det alltid ar dubbelt sa sannolikt att precis en av handelserna intraffar som att precis tva
av dem gor det.
Berékna P(A) och P(AN B).

Lésning: Vi ansétter P(A) = x och P(AN B) = y. Eftersom inte alla tre héndelser kan intréffa samtidigt
innebéar det att sannolikheten att precis tva av dem intraffar kan tecknas som

P(AnB)u(BNCYU(CNA))
som eftersom dessa héndelser ar disjunkta kan detta skrivas som
P(ANB)+P(BNC)+P(CNA)=3y.
Sannolikheten att precis en av A, B, C intraffar kan skrivas som
P(A-(BUQ))+P(B-(AUQC))+P(C—-(AUB))=
P(A-—ANn(BUC)+P(B—-BN(AUC))+P(C-CnN(AUB))
som kan skrivas
P(A)—P(ANn(BUC)+P(B)—P(BN(AUQC))+P(C)—P(CN(AUB)) =
P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)U(ANC))—P(BNA)U(BNC))—P(CNAU(CNB))
som aterigen for att vi har disjunkta héndelser kan skrivas
P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNA)—P(BNC)—P(CNA)—P(CNB)=
r+r+r—y—y—y—y—y—y=3r—06y.
Att det ar precis dubbelt sa sannolikt att precis en av hindelserna intraffar som att precis tva av dem gor

det ger oss alltsa ekvationen
3r—6y=2-3yer—-2y=2yx=4y.



Vi har alltsa

P(A)=P(B)=P(C)=4P(ANB)=4P(BNC)=4P(C N A).
Att inte alla tre kan intraffa samtidigt ger P(A N BN C) = 0 och principen for inklusion och exklusion samt
att nagon av A, B, C sdkert intraffar ger oss

1=P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(BNC)+P(ANBNC)

som nar vi tar hansyn till allt vi uttryckt ovan kan skrivas som

l=xz+z+ - . ! +O<:>1—9
=T T Z 4:6 4:6 4:6 —45[?

det vill sdga vi far z = P(A) = 4/9 som slutligen ger
4 1
P(A)=z= 9 respektive P(ANB)=y=x/4= 5

10. For hogre betyg. (Kan dven ticka omrade 4, Inledande talteori) Finn alla heltal z som uppfyller
systemet av kongruenser

S5z =2 (mod 7)
7r =2 (mod 5)

Ledning: Med ”system” menas att bada kongruenserna ska vara uppfyllda. (Precis som ekvationssystem.)

Lésning: Euklides utvidgade algoritm ger
7=1-542, 5=1-3+2, 3=1-2+1, 1=3-1-2=3-(5-1:-3)=2-3-5=3-(7—-1-5)-5
saatt 1=3-7—4-5som i ett svep ger
3-7=1 (mod b) och —4.-5=1 (mod 7)=3-5=1 (mod 7).

Vi far alltsa ut bada de multiplikativa inverserna till 5 modulo 7 respektive 7 modulo 5 och bada rakar vara 3.
Vi har alltsa

{5m52 (mod 7) <:>{3-5ulcz3-2 (mod 7) o {xEG (mod 7)
7r =2 (mod 5) 3-7r=3-2 (mod 5) =6 (mod 5)
sa systemet ar alltsa ekvivalent med
Tlx—6A5lz—6
och eftersom 5 och 7 &r relativt prima blir detta ekvivalent med 5- 7|z — 6 < x = 6 (mod 35).



