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TENTAMEN I DISKRET MATEMATIK, CM1000: TEN1 — JANUARI 2023

Tillatna hjalpmedel ar ett Ad-ark med egna anteckningar fran kursen. Anteckningar far finnas pa bada sidor
av arket, men det maste vara precis ett A4 ark och anteckningarna maste vara handskrivna. Ingen form av
minirdknare ar tillaten och i allménhet galler KTHs regler for examination. I synnerhet maste alltid skriv-
ningsvakternas instruktioner lydas. Om inget annat anges i uppgifterna kravs alltid tydliga, fullstdndiga och
korrekta motiveringar.

All behandling av uppgifter ska ske under skrivtiden, annars réattas inte l6sningarna.

1. Logik. De logiska konnektiven A, V och — hanger ihop med logiska grindar i digitaltekniken. Vi har ju
och-grindar, eller-grindar och inverteringsgrindar. Ett annat logiskt konnektiv som kallas Pierce pil som skrivs
med | definieras som

plage(pVq)

som kan ségas motsvara en NOR-grind ("Not-OR”). Konnektiv kan ibland skrivas om med andra konnektiv
och definitionen ovan anger hur Pierce pil skrivs om med negation och konjunktion. DeMorgans lagar kan sigas
ange hur konjunktion kan skrivas om med negation och disjunktion respektive hur konjunktion kan skrivas om
med negation och disjunktion enligt

pAge (—pV g  pVge (pAg).

Pierce pil har den siregna egenskapen att vi kan skriva om en utsaga som innehaller olika konnektiv till en ny
ekvivalent utsaga som bara innehéaller Pierce pil, alltsa inga konjunktioner, inga disjunktioner, inga negationer,
bara Pierce pil(ar) och forstas parenteser. Skriv om foljande utsaga genom att bara anvinda Pierce pilar och
parenteser:

(rVag) —p

Ledning: Borja med att skriva om de grundlaggande utsagorna p A ¢, p V ¢ och —p med endast Pierce pilar
och parenteser. Till exempel har vi —=p < —=(pVp) < p | p. Nar du vet hur du skriver om dessa grundlaggande
utsagor sa kan du anvinda det pa den stora utsagan ovan. Parenteser dr forstas acceptabla och faktiskt kom-
mer det blir ganska manga parenteser i svaret.

2. Maingdlara. Lat A, B,C, D beteckna godtyckliga méngder. Visa, utan att anvénda Venndiagram att
likheten

(AUB)— (CUD) = ((A-C)—D)U((B—-C) - D)

alltid géaller. Om du anvander sanningstabeller for att visa detta, var mycket noggrann med att ange vilka
utsagor du studerar och blanda INTE ihop utsagor och méangder.

3. Funktioner. Lat méngden A = {1,2,3,4} vara given och definiera funktionen f: A — A genom
[= {(1’ 2)’ (2’ 3)’ (3’ 4)’ (4’ 1)}

Visa att funktionerna f, fo f och fo fo f ar inverterbara och har
fh=fofof, (fof)y"'=fof, och (fofof)Tt=F.
4. Inledande talteori. Visa att det inte finns nagra heltal z,y som uppfyller 322 + 2 = 2.

Ledning: Antag att det finns en sadan 16sning. Da géller tre fall: y = 0(mod 3), y = 1(mod 3), eller y = 2
(mod 3). Visa att samtliga dessa fall leder till en motségelse.
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5. Relationer. Lat A = {1,2,4,8,...} = {2 : £ =0,1,2,3,...} och definiera relationen R pa A genom
2Ry & x —y=4", for nagot n € Z,n > 0.
Visa att denna relation inte &r reflexiv eller symmetrisk men att den dr antisymmetrisk och transitiv.
Ledning: Antisymmetri och transitivitet definieras i termer av en implikation (tex transitivitet: 2RyAyRz =
zRz) och en implikation &r sann om forledet &r falskt. Det gar att visa att implikationernas forled i defini-
tionerna for antisymmetri och transitivitet aldrig kan bli uppfyllda. D&rmed blir implikationerna sanna och
det blir da ett sitt att visa antisymmetri respektive transitivitet. (Glom bara inte att visa att relationen inte

ar reflexiv eller symmetrisk.) Ett annat alternativ ar att det ocksa gar att lista ut precis vilka tal i A som é&r
relaterade till varandra.

6. Fordjupad talteori. Lat a # 1 vara ett godtyckligt reellt tal. Formeln fér geometrisk summa lyder da
1 —a”
S
1-a
Bevisa denna med matematisk induktion éver heltalet n > 1.

Ledning: Talet a # 1 ar alltsa en konstant och behover folja med i berdkningarna, det &r n som varierar.
7. Grafteori. Betrakta nedanstaende graf:

1 2 3

a b c

Antag att vikterna a,b,c € {1,2,3,4,5}. Finns det en uppséttning av varden pa vikterna sadana att grafen
ovan har tva olika minsta uppspannande trad som samtidigt uppfyller a > b > ¢? I sa fall ange dessa véarden,
de tva minsta uppspinnande trdden och deras vikt.

8. Kombinatorik. Visa att
’{(1‘1,1‘2,1‘3) 24wy +4xo + 1lxg =27, 21 > 0,21 € Z,x9 > 0,290 € Z,x3 > 0,23 € Z}’ = 5.

Ledning: Problemstéllningen involverar alltsa att se hur manga uppséttningar av ickenegativa (> 0) heltal
som uppfyller 4x1 + 4xo + 11xg = 27. Det gar att testa sig fram pa ett systematiskt satt hér.

9. Sannolikhetslidra. Antag att A, B,C ar tre hindelser som uppfyller
1. P(A) = P(B) = P(0),
2. PILANB)=P(BNC)=P(CNA),
3. nagon av A, B, C intraffar alltid,
4. alla kan inte intréiffa samtidigt.
Antag vidare att det alltid ar dubbelt sa sannolikt att precis en av hidndelserna intraffar som att precis tva
av dem gor det.

Berékna P(A) och P(AN B).

10. For hogre betyg. (Kan dven tdcka omrade 4, Inledande talteori) Finn alla heltal z som uppfyller
systemet av kongruenser

5z =2 (mod 7)
7r =2 (mod 5)

Ledning: Med ”system” menas att bada kongruenserna ska vara uppfyllda. (Precis som ekvationssystem.)



