KONTROLLSKRIVNING 4 — LOSNINGAR

1. Logik. Visa att nedanstaende harledning &r korrekt genom att ange de slutledningsregler som steg for steg
anvander premisserna for att dra den slutsats som anges. Sanningstabell far inte anvéndas i denna uppgift.
L p—q

2. qg—(rv-w)

3. r—p

4. p—=w

-p

Lésning:

5. p Antagande for indirekt harledning.
6. ¢ 5, 1, Modus Ponens (och 5).

7. rV-w 6,2, Modus Ponens (och 5).

8 —r 5, 3, Modus Tollens (och 5).

9. —w 7, 8, Disjunktiv Syllogism (och 5).
10. —p 9, 4, Modus Tollens (och 5).

1. L 5, 10 (och 5).

12. —p 5-11 och indirekt héarledning.

2a. Méangdlara. (Hogst en av 2a och 2b far lésas och det rdcker med en korrekt losning pa en av dem for
godkint pa omrade 2. Mdingdlira. Limna INTE in losningar pa bada!) Antag att mingderna E, F' bildas
genom

E ={1,2,3,4} F ={a,b,c,d}
och antag att méngden U = E x I uppfattas som universum. Lat vidare A C E respektive B C F med
|B| = 2. Antag ocksa att
(1,¢),(2,d) € A x B° och (3,0),(4,d) € A° x B°.

Vad ar A x B? Fullstindig motivering kravs.

Lésning:
(1,¢),(2,d) € A x B¢ och (3,0),(4,d) € A° x B¢
ger 1,2 € A, 3,4 € A°, respektive ¢,d € B¢. Eftersom vi ocksa har A C E (eftersom E x F' &r universum) far

vi att A = {1,2}. Vidare géller som sagt ¢,d € B¢ och eftersom B C F och aterigen E x F' dr universum sa
blir enda méjligheten att B¢ = {c,d} eftersom vi ocksa ska ha |B| = 2 som ger B = {a,b}. Sammantaget blir

Ax B ={1,2} x {a,b} = {(L,a), (2,a), (1,b), (2,b)}.

2b. Maingdlara. (Hdégst en av 2a och 2b far losas och det ricker med en korrekt losning pa en av dem for
godkint pa omrade 2. Mdangdlira. Limna INTE in l6sningar pa bada!) Precis som vi kan bilda foljder av tal
kan vi bilda foljder av mangder genom att rdakna upp dem. Med

A17A27A37 e
menar vi da en foljd av méngder som vi ocksa kan beteckna med (A,)52 ;.
(Cn)22, vara tre foljder av méngder som uppfyller fljande:

1. A} C Ay C Az C ..., (alternativt Vn : A, C Ap41),
2. By D By D B3 D ..., (alternativt Vn : B, D Bp11)
3. C,=A, — B,.

Visa att

Lat nu (A4,)%°

n=1>

(Bn)2, och

01CCQC03C...

genom att visa att C,, C Cp41 for alla n.

Losning: Vi ska alltsa visa C,, C C),41 for alla n. Enligt definitionen av C, &r detta ekvivalent med
A, — B, C An+1 — B & A, N Brcl C An+1 N Brcz—l—l'

Eftersom B, D Bpi1 sa giller By, C By, detta tillsammans med A, C Ap;1 ger oss just A, N By C
Apy1 N By vilket som ovan observerats ér ekvivalent med det som skulle visas.
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3a. Funktioner. (Hogst en av 3a och 3b far ldsas och det ricker med en korrekt losning pa en av dem for
godkint pa omrade 3. Funktioner. Lamna INTE in lésningar pa bada!) Betrakta funktionen f: Z — Z given
av
x4+ 1, om x ar jamnt
flz) = i}
x — 1, om x ar udda

Avgor vilka egenskaper denna funktion har av injektivitet, surjektivitet och bijektivitet. Fullstindiga mo-
tiveringar krévs.

Ledning: Bérja med att visa att om f(x1) = f(x2) sa maste antingen bade x1 och xo vara udda eller sa
maste bada vara jimna.

Lésning: Vi borjar med att understka om funktionen ar injektiv och vi antar déarfor att f(z1) = f(x2). Om
x1 och x9 har olika paritet (dvs den ena jaimn och den andra udda) sa kan vi anta att x; &r jamn och zy &r
udda. (Ett exakt analogt resonemang géller om vi later x; och z2 byta roller.) Da géller

flx)=x1+1=29—1= f(xg) => 20 =21 + 2

vilket alltsa betyder att summan av tva jamna tal (x1 och 2) blir udda (x3), det ar en motségelse. Antagandet

om att x1 och x5 hade olika paritet kan alltsa inte stdmma, bada maste alltsa vara udda eller sa maste bada

vara jamna for att f(z1) = f(x2) ska kunna gélla. Om till exempel bada &r jamna har vi
flx)=x1+1l=20+1=f(zo) =>x1+1 =22+ 1= 21 = 29.

Ett exakt analogt resonemang géller da bada ar udda. Eftersom vi tydligen har f(x1) = f(z2) = x1 = z9 ar

f alltsa injektiv.

Vi gar vidare och visar att f &ven ar surjektiv och antar darfor att y € Z ar ett godtyckligt heltal. Vi ska
nu hitta ett z € Z sadant att f(x) =y. Om y dr udda sa kan vi skriva y = 2k + 1 for ett heltal k. Talet 2k &r
jamnt varfor f(2k) = 2k + 1 = y och detta visar att x = 2k ger y = f(z). Pa motsvarande sétt, om y &r jamnt
sa kan vi skriva y = 2k. Talet 2k + 1 &r da ett udda tal som uppfyller f(2k+1) = 2k + 1 — 1 = y som aterigen
visar att det finns ett = 2k + 1 som har y = f(x). Eftersom y var godtyckligt valt sa har vi visat att f &r
surjektiv. Eftersom f &r bade injektiv och surjektiv sa blir &ven f bijektiv eftersom ”bijektiv” betyder just att
en funktion ar bade injektiv och surjektiv.

3b. Funktioner. (Hdgst en av 3a och 3b far lsas och det rdcker med en korrekt losning pa en av dem for
godkint pa omrade 3. Funktioner. Lamna INTE in lésningar pa bada!l) Vi betraktar funktioner f : Z — Z
och g : Z — 7 givna av

f@)=3—2 och  g(z) = f@)+ "\ (@).

Funktionen f ar alltsa inverterbar. Avgor om funktionen g ar inverterbar eller inte. Bevisa ditt pastaende.

Lésning: Vi réknar ut vad funktionen g(z) verkligen blir uttryckt i . Inversen till f ges av
y=fa)sy=3-rsr=3-ysr=[(y)
men detta dr samma uttryck sa f ar faktiskt sin egen invers. Det betyder att
gx)=f@)+fHz)=3 -z +3—2="6—2z.

Vi har alltsa denna funktion som har g : Z — Z och vi fragar ar denna funktion inverterbar? En funktion
ar inverterbar om och endast om den &r bijektiv vilket till exempel kraver att den &ar surjektiv. Men g &r
inte surjektiv eftersom ¢ antar heltal men alla dessa heltal ar jimna (eftersom g(z) = 2- (3 — x)). Vi har till
exempel aldrig nagot x for vilket g(x) = 1. Funktionen g ar alltsa inte surjektiv, ddrmed inte bijektiv, ddrmed
inte inverterbar.

4. Inledande talteori. Anvand Euklides utvidgade algoritm for att finna den multiplikativa inversen av 14
modulo 17 och anvind den inversen for att finna alla heltal 2 som uppfyller 14z = 3 (mod 17). Alla svar ska
anges reducerade modulo 17.

Lésning: Divisionsalgoritmen ger

17=1-14+3, 14=4-342 3=2+41, 1=3-2=3-(14—-4-3)=5-3—1-14.

Detta ger 1 =5-(17—1-14) —1-14 =5-17 — 6 - 14. Dett betyder att den multiplikativa inversen till 14
modulo 17 ar —6 eller om vi sa vill 17 — 6 = 11. Det ger

142 =3 (mod 17) < 11- 142 =113 (mod 17) & 2 =33 (mod 17)



och detta reducerat modulo 17 ger svaret
=16 (mod 17).

5. Relationer. Lat A, B vara tva mangder med en funktion f : A — B definierad. Definiera nu relationen R
pa A genom
Ry < f(x) = f(y)-
(a) Visa att R &r en ekvivalensrelation pa A.
(b) Ange konkret hur ekvivalensklasserna till R ser ut om A = B = Z och f(x) = x?. Du behéver inte
motivera i detalj hur du tar fram dessa ekvivalensklasser.

Lésning: (a) Vi visar forst att R ar en ekvivalensrelation genom att visa att R &r reflexiv, symmetrisk och
transitiv. For detta antar vi att x,y, z betecknar godtyckligt valda element i A:

Reflexivitet: vi ska visa att xRx for alla x € A. Men vi har xRz < f(x) = f(z) vilket sjdlvklart géller
for alla x i A. Relationen ar alltsa reflexiv.

Symmetri: vi ska nu visa att implikationen Ry = yRax giller. Men det ar néstan lika enkelt, vi har
namligen
Ry < f(x) = fly) = f(y) = f(z) = yRa

vilket fullbordar beviset av symmetri.

Transitivitet: Pa samma enkla satt som ovan visar implikationen

f@)=F) A fly) = f(2) = fx) = f(2)
att relationen ar transitiv.
(b) Vi ska nu ta fram ekvivalensklasserna da f(z) = 22 och vi observerar att en ekvivalensklass beskrivs, for
ett godtyckligt = € Z av
z={yel: flx)=fy}={y€Z: 2’ =y}
men 22 = y? & |z| = |y|, det vill siiga ekvivalensklasser bestar av alla tal i Z med samma absolutbelopp som
x, vi har alltsa
z={x,—x}
s& ekvivalensklasserna hérande till R pa Z med f(x) = 22 blir alltsa

(04, {-1,1},{-2,2),{-3,3}, ... . {~a,2},....

6. Fordjupad talteori. Visa med matematisk induktion att

n(n+1)(n +2)
Zkk+1 :

for alla heltal n > 1.

Lésning: Vi infor predikatet A(n) < > 7 k(k+1) = w < VL,=HL, forn=1,2,3,.... Viska
visa Vn > 1: A(n) och vi etablerar att A(n) dr sann genom att se efter om likheten V' L,, = HL,, géller for n.
Vi tar detta i de tre stegen for matematisk induktion:

Steg 1. Kontrollera att A(1) &r sann. Vi har

1-(1+1)-(1+2) 1-2-3
3 3

1
VL =) k(k+1)=1-(1+1)=2 och HL =
k=1
och eftersom V' L; = HL; sa maste alltsa A(1) vara sann.

Steg 2. Vi ska nu visa att implikationen A(p) = A(p + 1) géller for alla heltal p > 1 sa vi later p > 1
vara ett godtyckligt heltal och antar att A(p) ar sann, det vill sédga att

plp+1)(p+2)
Zk (k+1) f

Detta ar induktionsantagandet som vi ocksa kan skriva som VL, = HL,. Vi ska med kraft av detta
komma fram till att &ven A(p+ 1) géller, det vill sdga att V L,.1 = HLp;1 & sann. Vi studerar darfor
VLerlZ
p+1 P
Vi1 = Zk k+1) =Y k(k+1)+(p+1p+1+1)=VL+(p+1)(p+2).
= k=1



Vi anvander har induktionsantagandet och ersétter V L, med HL,, det ger oss

(p+1(p+2) +3'(p+1)(p+2)

p
VI =HLy+(p+1)(p+2) = 3 3

som kan skrivas pa ett gemensamt brakstreck som
pp+D(p+2)+3-(p+1)+2) _ (@+3)@+1E+2) _ @E+HE+2)(p+3)

3 3 B 3
Om vi nu tecknar H L, sa blir det

_ D1+ e +1+2)  p+D@+2)p+3)
HLps1 = 3 - 3
som alltsa 6verenstaimmer med V' L,q. Alltsa har vi att A(p+ 1) géller som en foljd av A(p), implika-
tionen A(p) = A(p + 1) &r alltsa sann vilket fullbordar steg 2 i induktionsbeviset.

Steg 3. Steg 1 och steg 2 och induktionsaxiomet fullbordar beviset.

7. Grafteori. Finn i nedanstaende viktade graf ett minsta uppspannande triad. Redovisa varje delsteg i den
algoritm du anvinder. Ange dven triadets vikt.

A 1 B 2 C 5 D

1 3 3 6
4 1
B a G Jii
9
1 4
4
5 9
. J L
9 1 8 3

M 3 N 2 (@) 2 A

Lésning: Vi valjer kanter av liten vikt och bygger successivt upp ett minsta uppspannande trad. Kanterna
i storleksordning ar
Vikt 1: AB, AE, GH, FK, JN
Vikt 2: BC, JG, IM, NO, OZ
Vikt 3: BF, CG, LZ, MN
Vikt 4: EF, EI, HL
Vikt 5: CD, 1J
Vikt 6: DH
Vikt 8: OK
Vikt 9: KL

Vi adderar kanter av successivt 6kande vikt och undviker att fa cykler. I forsta steget kan samtliga kanter
av vikt 1 adderas utan att en cykel uppstar. Det ger kanterna

AB,AE,GH,FK,JN.
Vi kan av samma skél dven addera alla kantera av vikt 2 utan att nagra cykler uppkommer, det ger kanterna
AB,AE,GH,FK,JN,BC,JG,IM,NO,OZ.

Samma sak géller faktiskt &ven for kanter av vikt 3, alla kan adderas utan att nagon cykel uppkommer. Det
ger kanterna

AB,AFE,GH,FK,JN,BC,JG,IM,NO,0OZ,BF,CG,LZ, M N.
Detta &ar 14 kanter. Det finns totalt 16 horn som ska forbindas i ett minsta uppspéannande trad och det &r bara
ett horn kvar alltsa (eftersom 15 kanter i ett sammanhéngande tréd ger 16 forbundna hérn). Det hérn som &r
kvar d&r D varfor vi adderar den kan av minst vikt som forbinder D med nagon av de redan forbundna hérnen,

det blir kanten C'D. Har kan vi alltsa inte vélja nagon enda kan av vikten 4. Det slutliga minsta uppspannande
tradet blir alltsa

AB,AE,GH,FK,JN,BC,JG,IM,NO,0Z,BF,CG,LZ, MN,CD



som har vikten
1+14+1+1414+24+24+24+242+3+3+3+3+5=32.

8. Kombinatorik. P& hur méanga olika sitt kan fyra olika sexsidiga tdrningar kastas sa att utfallet blir en
sa kallad stege, det vill sdga nagot av utfallen
1,2,3,4,  2,3,45  3,4,5,6.

(Om tarningarnas farger till exempel ar bla, gul, réd och gron sa betraktar vi det som tva olika utfall om blaa
ger 1, gula ger 2, roda ger 3 och grona ger 4 respektive gula ger 1, blaa ger 2, réda ger 3 och grona ger 4.)

Lésning: Om vi raknar antal satt att fa 1,2,3,4 sa maste det av symmetriskéal overenstdmma med antal sétt
att fa 2,3,4,5 respektive 3,4,5,6, vi ska fa precis olika utfall pa alla tdrningarna men tva av utfallen ska inte vara
med, alltsa 5,6 i forsta fallet, 1,6 i andra fallet och 1,2 i tredje fallet. Det betyder att det sokta antalet satt ar
lika med 3 ganger antalet satt att fa 1,2,3,4. Detta antalet satt blir i sin tur antalet sdtt att omordna talen
1,2,3,4 som enligt multiplikationsregeln &r lika med 4-3-2-1 = 4! = 24 eftersom vi raknar med att tarningarna
ar olika. Totalt antal sétt att fa stege som beskrivits ovan blir alltsa

3-24=172.
9. Sannolikhetsldra. Lat en urna med 2 vita kulor och 3 svarta vara given. Vi betraktar da slumpprocessen

som bestar i att slumpmaéssigt ta tva kulor utan aterldggning ur urnan. Vi infér da ocksa tva héndelser:

A: De tva tagna kulorna har olika farg. (Dvs det blev en svart och en vit kula.)
B: De tva tagna kulorna har samma farg. (Dvs det blev tva svarta eller tva vita kulor.)

Berdkna P(A) och P(B).

Lésning: Vi observerar att A och B &r komplementérhéndelser sé vi har alltsa
P(A)+P(B)=1 och  ANB=0.
Vi kan alltsa berdkna P(A) som 1 — P(B). Vi berdknar déarfor forst P(B). Detta &r ett urvalsproblem sa vi
infor
n = totala antalet sitt att vélja tva kulor fran urnan utan restriktioner.
m = antalet sdtt att vélja kulor sa att B intraffar, det vill sdga kulorna har samma farg.

Vi kommer da ha P(B) =m/n.
Talet n blir antalet sitt att valja 2 fran 5 méjliga, det vill sdga

5\ 5-4
" <2) 51 W

Talet m ar antalet sdtt att véalja kulor sa att vi far tva vita, eller tva svarta. Dessa delhdndelser ar forstas
disjunkta sa vi kan beridkna

m = antalet sitt att vilja tva vita 4+ antalet séatt att véalja tva svarta = v + s.

Eftersom vi bara har tva vita kulor blir v = 1. Eftersom vi har 3 svarta blir s lika med antalet satt att vélja 2
fran 3 vilket ar (g) = 3. Sammantaget far vi

m=v+s=14+3=4
vilket ger P(B) = & = 2/5(= 40%) och P(A) =1 — P(B) = 3/5(= 60%).



