KONTROLLSKRIVNING 3 — LOSNINGAR

3. Funktioner. Lat funktionerna f : R — R och ¢ : R — R vara givna av
f(x) =2? +2a  respektive  g(x) =2z +1

dar a ar ett oként reellt tal. Bestdm ett virde pa a som gor sa att ekvationen f(g(x)) = g(f(x)) har exakt en
16sning.

Lésning: Vi studerar ekvationen f(g(z)) = g(f(z)), den far utseendet
(g(x))? +2a=2(f(2)+ 1< 2r+1)*+2a =2(z>+2a) +1 &
A +dr+ 1420 =222 +da+1 e 2 +dz =202+ 2 =a &
(z+1)2 =a+1.
Ekvationer pa formen t?> = ¢ har endast 16sningar da talet ¢ > 0. Det finns tva 16sningar da ¢ > 0 och precis

en 16sning (dubbelroten ¢ = 0) da ¢ = 0. Sa eftersom den ekvation vi landat i efter vara utredningar &r av
denna form sa maste ¢ = a + 1 = 0 vilket ger virdet a = —1.

7. Grafteori. Finn i nedanstaende viktade graf en kortaste vag mellan hornen A och Z genom att anvéanda
Dijkstras algoritm. Driv algoritmen sa langt att alla horn fa etiketter och redovisa i varje delsteg samtliga
kandidatetiketter och ange &ven den slutliga kostnaden pa vagen du funnit.
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Lésning: Dijkstras algoritm tillimpad pa grafen ger nedanstaende utfall. I varje steg rdknas kandidatetiket-
terna upp och de valda etiketterna markeras i fet kursiv stil.

Steg 0.: A(0,-)
Steg 1.: B(A,1), E(A,1)
Steg 2.: C(B,3), F(B4), I(E,5)
Steg 3.: D(C,8), I(E,5), F(B,4), G(C,6)
Steg 4.: I(E,5), K(F,5), G(C,6), D(C,8)
Steg 5.: M(I,7), J(1,10), O(K,13), L(K,14), G(C,6), D(C,8)
Steg 6.: M(I,7), J(G,8), O(K,13), L(K,14), H(G,7), D(C,)
Steg 7.: N(M,10), J(G,8), O(K,13), L(H,11), D(C,8)
Steg 8.: N(J,9), O(K,13), L(H,11)
Steg 9.: O(N,11), L(H,11)
Steg 10.: Z(0,13)
Léasning baklanges i etiketterna ger kortaste vagen fran A till Z given av
A-B—-C—->G—=-J—>N—-0—=Z7

och den har vikten som léses pa Zs etikett, ndmligen 13.

8. Kombinatorik. Antag att det finns en samling méanniskor bestaende av 5 mén och 4 kvinnor. Pa hur
manga olika séitt kan vi vélja en styrelse av 5 personer fran denna samling personer dér antalet kvinnor ar
storre dn antalet mén?

Lésning: Om styrelsen ska besta av 5 personer med fler antal kvinnor &n mén s kan detta uppnas genom
att vélja 3 kvinnor och 2 mén eller 4 kvinnor och 1 man. Det gar inte att vélja 5 kvinnor (och inga mén)
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eftersom det inte finns mer &n totalt 4 kvinnor att vélja pa. Antalet styrelser blir forstas lika med antalet
sitt att sdtta samman dessa lag och antalet sdtt att sitta samman ett lag bestaende av ett antal kvinnor +
ett antal mén ar lika med antalet sétt att forst véilja kvinnorna och sedan ménnen. Slumpprocesser i tva steg
alltsa som kan rdknas ut med multiplikationsprincipen. Enligt multiplikationsprincipen blir antalet sétt att
véalja en styrelse med 3 kvinnor lika med
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dar alltsa (é)(: 4) ar antalet sétt att vélja 3 kvinnor fran 4 mojliga och (g) (= 10) ar antalet sétt att vélja 2
méan fran 5 mojliga. Pa liknande séatt blir antalet sétt att vélja en styrelse med 4 kvinnor och 1 man lika med

()0

dar, pa samma satt, (3) (= 1) ar antalet sdtt att vilja 4 kvinnor fran 4 méjliga (finns bara ett sétt: vi véljer

allal) och (%)(= 5) dr antalet siitt att vilja 1 man fran 5 mojliga. Det totala antalet sitt, som #r det sokta
antalet styrelseformationer blir alltsa

40 + 5 = 45.
9. Sannolikhetsldra. Vi infor tva héndelser A, B som &r oberoende och uppfyller P(A) = 0.4 respektive
P(B) = 0.7. Berdkna foljande storheter:
1. P(ANB)
2. P(AUB)
3. P(AU B°).

Lésning: Eftersom A, B ar oberoende sa ar dven A, B¢ beroende och alltsa géller

P(ANB)=P(A)-P(B) P(ANB°) = P(A)- P(B°).

Eftersom P(B¢) =1 — P(B) = 0.3 och vi alltid har P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) sa har vi
1. P(AN B) :P( ). P(B) = 0.4-0.7 = 0.28,
2. P(LAUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)=0.7+0.4 - 0.28 = 0.82,
3. P(AUB®) = P(A)+P(B)—P(ANB¢) = P(A)+(1-P(B))—P(A)-(1-P(B)) =04+0.3-0.4-0.3 =

(A
0.7 - 0.12 = 0.58.



