&y

Sy,
ZKTHY

VETENSKAP
28 OCH KONST 2%

St

KONTROLLSKRIVNING 2

Tillatna hjalpmedel ar ett A4-ark med egna anteckningar fran kursen. Anteckningar far finnas pa bada sidor
av arket, men det maste vara precis ett A4 ark och anteckningarna maste vara handskrivna. Ingen form av
minirdknare ar tillaten och i allménhet géller KTHs regler for examination. I synnerhet maste alltid skriv-
ningsvakternas instruktioner lydas. Om inget annat anges i uppgifterna kravs alltid tydliga, fullstandiga och
korrekta motiveringar.

Skrivtiden &ar 2 timmar och 45 minuter med start 15.15. Observera att all behandling av uppgifter ska ske
under denna tid, annars rittas inte 16sningarna. (Nagra har forlangd skrivtid och de har en annan sluttid.)

2. Méangdlira. Vi definierar operationen ”symmetrisk differens”, @ som A@® B = (AN B¢) U (BN A°). Visa,
utan att anvianda Venndiagram, mangdidentiteten

(A°® B)° = (AU B°)N(BUA".

Om du anvdinder sanningstabeller krdvs att du dar mycket noggrann med att ange precis hur de utsagor du
studerar ar formulerade.

Lésning: Vi later A, B beteckna tva godtyckliga méngder och for att skriva mindre och minska risken for
slarvfel sétter vi

Vi har da
(A°@ B = (E® F)° = (ENF°)U(FNE) =

(ENF)N(FNES ) =(E°UF)N(F°UE) =

(AUB°)N (B U A9).

3. Funktioner. Lat funktionerna f: R — R och g : R — R vara givna av
flz)=2*+9 respektive glx) =2 -9.

Finn alla € R som uppfyller (f o g)(z) = (g o f)(z).

Lésning: Vi ska 16sa ekvationen (f o g)(x) = (g o f)(x) sa vi skriver ut vad vanster och hoger led i den ar:
VL= (fog)(z) = flgx) = (9(2))*+9= (- 92 +9=2> 182+ 81+ 9 =2% — 182 + 90
HL = (g0 f)(@) = (f (@) = fx) 9 =2® +9 -9 = a2,
Ekvationen som vi ska losa ar nu V.L = HL och vi far

VL=2>-1824+90=2> = HL & — 182490 =0 < z = 90/18 = 5.

4. Inledande talteori. Antag att a,b ar tva relativa prima heltal som ocksa uppfyller a + b = 1. Antag
vidare att xa 4+ yb = 1 for nagra heltal z,y. Visa att a|y — 1 och bz — 1.

Lésning: Subtraktion av a + b =1 fran xza + yb = 1 ger oss
za+ypb—a—-b=1-1<(x—1la+(y—1)b=0< (z—1)a=—(y —1)b.

Vi har alltsa a|(y — 1)b och b|(z — 1)a. Eftersom a,b &r relativt prima ger detta a|(y — 1) och b|(z — 1) vilket
skulle bevisas.
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5. Relationer. Definiera relationen R pa alla positiva heltal A = {1,2,3,...} genom
TRy < 2ly/z V 2lz/y.

Ge en fullstdndig utredning kring vilka egenskaper som den hér relationen har av reflerivitet, symmetri och
transitivitet. (Du ska alltsa inte undersoka antisymmetri. Som vanligt, om relationen har en egenskap ska ett
bevis for denna ges och om relationen inte har en av egenskaperna sa ska exempel ges som illustrerar detta.

Ledning: Nér vi skriver 2|y/x (respektive 2|z /y) ingar det i kravet for att denna utsaga ska vara sann att
talet y/x (eller z/y) verkligen &r ett heltal. Vi uppfattar alltsa utsagan 2|2/3 som falsk i det har fallet. Formellt
sett ar den utsagan meningslos, men vi ger mening till den genom att siga att den automatiskt ar falsk om
inte y/x (eller z/y) &r heltal.

Lésning: For vilket tal x som helst galler
TRz < 2|z/zV2z/x < 2(1V2|1e 2|1

vilket &ar falskt for alla z. Relationen kan alltsa inte vara reflexiv och vilket z som helst duger som exempel pa
det (vi har alltsa inte Rx for nagot enda x). Relationen dr symmetrisk vilket vi kan se genom att konstatera
att

TRy < 2y/zV2z/y < 2lz/y V2y/r < yRe.
Relationen ar slutligen inte transitiv, detta kan vi se genom att vélja
r=1 y =2 z=1
vi har 1R2, eftersom 2|2/1, och 2R 1, eftersom 2|2/1, (alltsa 2Ry och yRz) men trots detta inte 1R1 (framgar

av utredningen om reflexivitet), det vill séga inte 2 Rz. Relationen &r alltsa inte transitiv.

6. Fordjupad talteori. Visa med matematisk induktion att for alla heltal n > 0 géller

2k+1  n(n+2)
= k2(k+1)2 0 (n+ 1)

n

Lésning: Vi infor predikatet A(n) < > 1 _; k22(112ﬁ)2 = ?T(LT{;Q) & VL, = HL, dir vi alltsa har

n

2k +1 n(n+2)

L, = —_— kti HL,= ———.
\% 2 R0k 1) respektive CESIE

Det som vi ska visa kan nu formuleras som Vn > 1: A(n). Vi tar nu de tre stegen i ett induktionsbevis.

Steg 1. Kontrollera att V Ly = HLy. Vi har

1
2% +1 2.1+1 3 . 1-(1+2) 3
B e T s ) A R GRS ) A S (R R

och eftersom dessa tal ar lika har vi VL = HL;, det vill sdga A(1) &r sann.

Steg 2. Vi ska nu visa att implikationen A(p) = A(p + 1) géller for alla p > 1 sa vi antar att

L% +1 p(p+2)

2Rkt 12 (pr 1)

Alp) & VL, = — HL,

giller for ett godtyckligt p > 1. Vi studerar nu om A(p + 1) géller, det vill séiga vi undersoker utsagan
VL,41=HLyiq. Vihar

p+1 p

%k+1 2k + 1 2p+1)+1 2+ 3
SRk +1)? k(12 (121402 T (p+1)P(p+2)?

Vipy1 =

och har anvander vi induktionsantagandet VL, = HL, sa att vi kan skriva om detta till

I+ 2p+3 _plp+2) 2p+3
Prp+1)2(p+22% (p+1)? (p+1)2(p+2)*

Det &r ofta bra med gemensamma nimnare s& vi bryter ut faktorn (p+ 1)? i nimnaren och fa detta till

2p+3> 1 <(+2)(p—|—2)2 2p—|—3>

wr22) 22 p+2?

(p+2)+

(p+1)2

e
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(p+1)>%*p+2)

(P*+3-2.p2+3-22.p+2°)+2p+3
(p+1)2(p +2)? B
pt +6p3 +12p%2 +10p + 3
(p+1)%(p+2)?
Vi jamfor nu detta uttryck med uttrycket for HL,; :

gL - @tHe+1+2)  (p+1(p+3)
PR el r T (p+2)?

Vi behover en gemensam nimnare (p + 1)2(p + 2)? sa vi forlinger med (p + 1)2. Detta ger

g e+ p+Dp+3)  p+1D)p+3) _ (p+1)°(p+3)
p+1 =

s (pp+2° +2p+3) =L

P+12  (»+2?2  (pr12(p+2? (@+12pm+2?
P> +3p2+3p+1)(p+3) p*+3p°+3p2+p+3p>+9p2+9p+3  p*+6p®+12p> + 10p+3
(p+1)%(p +2)? (p+1)%(p +2) (p+1)%(p +2)?

Eftersom vi ser att uttrycken for VL, och HL, blir lika sa maste tydligen A, gélla vilket slutligen
ger att implikationen A, = A, maste vara sann. Detta fullbordar steg 2 i induktionsbeviset.

Steg 3. Steg 1 och 2 och induktionsaxiomet fullbordar beviset.



