KAPITEL 1 - LOGIK

Logik och méngdlara ar grundplatar for all matematik och darmed mycket betydelsefulla for teknologi och
ingenjorskonst, varfor vi behandlar dessa dmnen i tva inledande kapitel. Framstéallningen kommer att vara naiv
vilket betyder att vi antar att det gar att utveckla logik och méngdlara utgaende fran att vi som méanniskor
har en grundldggande uppfattning om vad logik och méangder &ar fér nagonting. Vi skulle kunna séga att vi
utgar fran att vi alla har ”sunt fornuft” och en av vara malsattningar i dessa tva forsta kapitel ar att sétta
detta sunda fornuft pa en mer stabil grund och hjéilpa oss att uttrycka oss klarare.

1. UTsSAGOR

I matematik befattar man sig ofta med studiet av vad som &r sant och vad som inte ar sant. Det cen-
trala i detta studium &r vad man brukar kalla utsagan. En utsaga ar en mening eller ordfoljd som har ett
sanningsvéarde, det vill séga antingen sant eller falskt. (Vi séger alltsa att "sant” och ”falskt” &r de tva san-
ningsvardena. Kan ibland ocksa heta ”Sann” respektive ”Falsk” eller bara ”s” eller ”f” beroende pa layoutskal.)
Vi tar ett par exempel pa meningar dir nagra ar utsagor och nagra inte ar utsagor.

Exempel: Meningar och ordfoljder som ar utsagor:
(1) Jag &r en fisk (Falsk)
(2) Manen &r en ost (Falsk)
(3) 24+ 2 =4 (Sann)
(4) Getter kan flyga (Falsk)
(5) Getter har fyra ben (Sann)

Exempel: Meningar och ordféljder som inte ar utsagor:

(1) Rock and roll

(2) Sikta pa tavlan!

(3) Tva liter mjolk, en ost och brdd.
(4) Detta pastaende é&r falskt.

Vi skulle kunna tro att skillnaden mellan ordféljder och meningar som &ar utsagor och de som inte &r utsagor
ar att i utsagan hdnder nagonting. Vi har ett subjekt och ett predikat. Och det rdcker ganska langt. De
forsta tre exemplen bland de som inte &r utsagor &r exempel pa ordfdljder utan subjekt och predikat sa de
kan inte vara utagor, det hénder ingenting hér, de &ar inte pastdenden. Observera dock att i sista exemplet sa
liknar meningen en utsaga, vi har ett subjekt och ett predikat, men denna mening kan &nda inte tilldelas ett
sanningsvarde. Fundera pa varfor det ar sa.

Vi kommer i detta inledande kapitel att anvinda bokstaver for att beteckna utsagor och utveckla en kalkyl
med dessa. Vi skulle till exempel kunna komma att beteckna utsagan ”Jag &r en fisk” med p eller ndgon annan
bokstav. Vi gor en definition av utsaga dér vi infor en bokstav (p) for att referera till utsagan:

Definition 1.1: En utsaga édr en mening, f6ljd av ord eller symboler som vi kan tilldela ett sanningsvérde.
Om p ar en utsaga séger vi att p dr falsk om p har sanningsvardet falsk och vi séger att p dr sann om p har
sanningsvardet sann.

Om vi laser texten i definitionen sa blir vi kanske forvirrade, det later som att vi inte infor nagonting nytt
hér och det ar ett uttryck for att framstéllningen ar naiv. Det kan darfor lata svart eller konstigt, men det ar
egentligen enkelt. I nagon mening ar det for enkelt. Nar man sétter logik och méngléra pa en stabil grund sa
ar det inte sa hér det gar till. Men en fullstdndigt valgrundad framstéllning av logiken ligger tyvérr utanfor
ramen for denna framstéallning.

OVNING PA UTSAGOR
1.1.1. Vilka av nedanstaende fem meningar (a-e) ar utsagor? For de som &r utsagor, ange om de &r sanna
eller falska.

a. Sport &r intressant.
b. At upp maten!
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c. 1+1=2.
d. Alla manniskor har lika varde.
e. 1+1=56.

2. KONJUNKTION

Vi kommer nu stegvis att utveckla en kalkyl med utsagor. Denna kalkyl kallas satslogik och kommer att
involvera operationer som kan utforas pa utsagor. Vi ar vana vid att rdkna med tal, vektorer och matriser sa
att infora operationer pa utsagor ar inte alls mystiskt.

Den forsta operationen kallas konjunktion som innebér att vi av tva utsagor p och ¢ bildar den utsaga som
ar sann da precis bade p och ¢ ar sanna. Vi tar en definition:

Definition 1.2: Lat p och ¢ vara tva givna utsagor. Med konjunktionen av p och ¢ menas da den utsaga
som ar sann precis da bade p och ¢ ar sanna. Vi skriver konjunktionen av p och ¢ med p A q. Detta utldses ”p
och q” eller ” konjunktionen av p och q”.

Nar vi séger att "konjunktionen &r en operation pd utsagor” menar vi att operationen (konjunktionen) ger
en ny utsaga som resultat. Det hér &r precis som med tal (eller andra matematiska objekt), vi skulle kunna
siga att "multiplikation ar en operation pa tal” och da menar vi att multiplikationen &r en operation som tar
tva tal och ger ett nytt tal (produkten) som resultat, till exempel kan vi ta talen 2 och 3 och operationen
”multiplikation” ger oss da resultatet 6. Vi studerar ett exempel med utsagor som illustrerar samma princip:

Exempel: Beteckna utsagorna fran det tidigare exemplet med p, g, 7, s och t, det vill sdga lat:

p = "Jag ar en fisk”

g = ”Manen &r en ost”
r="242=4

s = 7 Getter kan flyga”

t = 7 Getter har fyra ben”

Vi gar igenom olika varianter pa konjunktioner mellan dessa utsagor.

Konjunktionen mellan den falska utsagan p = ”Jag &r en fisk” och den falska utsagan ¢ = "Manen é&r en ost”
blir pAg = ”Manen &r en ost och jag ar en fisk.” Detta &r en utsaga som vi uppfattar som falsk. Konjunktionen
mellan tva falska utsagor ger alltid en falsk utsaga som resultat.

Konjunktionen mellan den falska utsagan p = ”Jag &r en fisk” och den sanna utsagan r = 72 + 2 = 4” ar
p Ar ="Jag ar en fisk och 2 + 2 = 4”. Detta ar en utsaga som vi ocksa uppfattar som falsk. Visserligen &r
242 = 4 men att hiavda att bade "2+ 2 = 4” och ”Jag ar en fisk” resulterar i en falsk utsaga. En konjunktion
mellan en falsk och en sann utsaga ger alltid en falsk utsaga som resultat.

Konjunktionen mellan de tva sanna utsagorna r = "2 + 2 = 4” och ¢ = ”Getter har fyra ben” ar r At =
72 + 2 = 4 och getter har fyra ben”. Detta &dr en utsaga som vi uppfattar som sann. Konjunktionen av tva

sanna utsagor ger alltid en sann utsaga.

Vi kan sammanfatta ovanstaende exempel i en sa kallad sanningstabell (tabell 1) som géller for alla utsagor
p och ¢. Sanningstabellen beskriver hur konjunktionen fungerar allmént.

TABLE 1. Sanningstabell for konjunktionen

L p | a [pAq]
Sann | Sann | Sann
Sann | Falsk | Falsk
Falsk | Sann | Falsk
Falsk | Falsk | Falsk

Samtliga olika mojliga kombinationer av tilldelningar av sanningsvérden hos p och ¢ undersoks i tabellen.
Eftersom vi har tva utsagor finns det 4 mojligheter av kombinationer av tilldelningar av sanningsvéarden till p
och ¢ och dérfor finns det 4 rader i denna sanningstabell.
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OVNING PA KONJUNKTIONEN

1.2.1. Fyra av meningarna i 6évning 1.1.1 ar utsagor. Kalla dessa utsagor u; , us , us och uy. Formulera

konjunktionerna mellan varje par av utsagor (u; A ug, u; Aus och sa vidare.) Ange ocksa om de &r sanna eller
falska.

3. DISJUNKTION

Disjunktionen &r den utsaga som ar sann da nagon eller badadera av de bada ingaende utsagorna ar sanna.
Vi formulerar det ordentligt i en definition:

Definition 1.3: Lat p och ¢ vara tva givna utsagor. Med disjunktionen av p och ¢ menas da den utsaga
som &r sann precis da nagon eller badadera av p och ¢ ar sanna. Vi skriver disjunktionen av p och ¢ med pV q.
Detta utlases "p eller q” eller ” disjunktionen av p och q”.

Vi gar till det tidigare exemplet igen och studerar vi hur sanningsvérdet i en disjunktion paverkas av san-
ningsvéardena hos de ingédende utsagorna.

Disjunktionen mellan den falska utsagan p = ”Jag &r en fisk” och den falska utsagan ¢ = ”Manen &r en ost”
blir pV ¢ = ”Manen &r en ost eller jag &r en fisk.” Detta ar en utsaga som vi uppfattar som falsk. Disjunktionen
mellan tva falska utsagor ger alltid en falsk utsaga som resultat.

Disjunktionen mellan den falska utsagan p = ”Jag &r en fisk” och den sanna utsagan r = "2 4+ 2 = 4”7 ar
pVr ="Jag ar en fisk eller 2 + 2 = 4”. Detta &r en utsaga som vi uppfattar som sann. Visserligen ar jag inte
en fisk, men att 2 + 2 = 4 &r sant, det vet vi. Vad vi hivdar i p V r ar att atminstone en av p och r ar sann
och det &r alltsa fallet hér (r &r ju sann). En disjunktion mellan en falsk och en sann utsaga ger alltid en sann
utsaga som resultat.

Disjunktionen mellan de tva sanna utsagorna r = 72 + 2 = 4” och t = ”Getter har fyra ben” ar r Vit =72
+ 2 = 4 eller getter har fyra ben” som ar en utsaga som vi uppfattar som sann. Disjunktionen av tva sanna

utsagor ger alltid en sann utsaga.

Och motsvarande sanningstabell som beskriver hur disjunktionen fungerar allmént ges i tabell 2.

TABLE 2. Sanningstabell for disjunktionen

| » | ¢ |pVq]
Sann | Sann | Sann
Sann | Falsk | Sann
Falsk | Sann | Sann

Falsk | Falsk | Falsk

OVNING PA DISJUNKTIONEN

1.3.1. Go6r om 6vning 1.2.1, men bilda nu istallet disjunktionerna mellan varje par av utsagor bland
utsagorna w1, us, uz och uy.

4. NEGATION

Disjunktioner och konjunktioner ar operationer som involverar tva utsagor och bada dessa operationer ger
en ny utsaga. Det finns emellertid en annan operation som bara involverar en enda utsaga: Vi kan ta en
utsaga och véanda pa dess sanningsvéirde och darmed fa en ny utsaga. Att gora detta brukar i matematiska
sammanhang kallas for att "negera”, eller ”invertera”, precis som nar vi multiplicerar ett tal med —1 eller
inverterar en matris. Vi tar en definition:

Definition 1.4: Lat p vara en given utsaga. Med negationen av p menas da den utsaga som har motsatt
sanningsvarde mot p. Vi skriver negationen med —p och detta uttalas ”icke p” eller ” negationen av p”.

Vi ger sanningstabellen direkt i tabell 3.
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TABLE 3. Sanningstabell for negationen

Sann | Falsk
Falsk | Sann

Vi kan studera negationerna av nagra av utsagorna som vi arbetat med tidigare. Lagg mérke till hur san-
ningsvéardet skiftas fran sann till falsk och tvartom.

Om vi negerar p = "Jag ar en fisk” (Falsk) sa far vi -p = ”Jag &r inte en fisk” (Sann).
Om vi negerar ¢ = "Manen &r en ost” (Falsk) sa far vi -¢ = ”Manen &r inte en ost” (Sann).

Om vi negerar 7 = "2 + 2 = 4” (Sann) sa far vi -r = 72 4+ 2 # 4”7 (Falsk).

OVNING PA NEGATIONEN

1.4.1. Gor om G6vning 1.2.1, men bilda nu negationerna av utsagorna uj, ug, us och uy.

5. IMPLIKATION

Disjunktion, konjunktion och negation kan tolkas som operationer pa utsagor. Vi har p och ¢ som ar tva
utsagor och kan bilda de nya utsagorna p A q , pV ¢ och —p samt —g. Som vi sett i sanningstabeller ar dessa
utsagor andra utsagor &n p och ¢ eftersom deras sanningsvarden inte 6verensstdmmer i den meningen att de
har exakt samma kolumner i sina respektive sanningstabeller. Till exempel ser vi i tabell 1 att kolumnen for
p ar ”Sann, Sann, Falsk, Falsk” medan kolumnen fér p A ¢ ar ”Sann, Falsk, Falsk, Falsk”.

Vi ska nu infora ytterligare en operation mellan tva utsagor som dels forstas dr en operation men som ocksa
kan ges en annan tolkning: ett orsakssammanhang. Den kallas implikationen och vi infér den via en definition
dér vi formulerar oss i termer av orsakssammanhang:

Definition 1.5: Lat p och ¢ vara tva givna utsagor. Med implikationen p — ¢ , menas da den utsaga
som ar sann precis da q foljer av p. Implikationen, p — ¢ , utldses ”p medfor q” eller ”q foljer av p” eller
7 implikationen p medfor ¢”. Utsagan p kallas implikationens forled och ¢ kallas implikationens efterled.

Vi ska spendera en del tid med att tolka den héar definitionen. Vad menas med att "¢ foljer av p”? Med
implikation vill vi som sagt uttrycka ett slags orsakssammanhang. (Egentligen ar begreppet orsak ett svarare
filosofiskt problem men vi tillater oss att uttrycka oss lite forenklat hér.) Implikationen p — ¢ &r sann om
foljande géller: ¢ ar sann ndrhelst p ar sann. Om vi sdtter upp en sanningstabell for att uttrycka detta far vi

tabell 4.

TABLE 4. Sanningstabell for implikationen

| » | ¢ |p—q]
Sann | Sann | Sann
Sann | Falsk | Falsk
Falsk | Sann | Sann
Falsk | Falsk | Sann

Vi ska analysera varje rad i denna tabell.

Forsta raden. Hér ar p sann, ¢ dr sann och ocksa p — ¢ ar sann. Det dr da naturligt att lata p — ¢ bli sann
eftersom bade p och ¢ ar sanna. D& ar det ju uppfyllt att ”¢ ar sann nérhelst p dr sann”.

Andra raden. Hér &r p sann, ¢ ar falsk och p — ¢ ar falsk. Hér ges implikationen p — ¢ vardet falsk eftersom
p ar sann, men trots det dar inte ¢ sann. D& ar det inte uppfyllt att ”q ar sann ndrhelst p ar sann” och darfor
ges alltsa implikationen p — ¢ véardet falsk pa den héar raden.

Exempel: En affar hivdar foljande: ”Om du handlar for mer &n 1000 kronor far du 5% rabatt”. Hér kan
man siga att affaren havdar att en implikation ar sann. Forledet i implikationen blir p = ”Du handlar for
mer an 1000 kronor”. Efterledet blir ¢ = ”Du far 5% rabatt”. Det affaren havdar ar alltsa att p — ¢ ar Sann.
Antag att du da ar kund i affidren och verkligen handlar for mer &n 1000 kronor. Om du da av nagon anledning
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inte far de utlovade 5%:en i rabatt sa skulle man kunna héavda att affaren ljuger. Implikationen p — ¢ &r
saledes falsk eftersom det faktum att forledet (p) var sant inte gav att efterledet (q) ocksa blev sant.

Tredje och fjirde raden. Pa bade tredje och fjarde raden i sanningstabellen véaljer vi att tilldela implikatio-
nen p — ¢ vardet sann. Detta &r for att p pa dessa tva rader har virdet falsk. Oavsett vilket varde g da antar,
sann eller falsk, sa valjer vi att tilldela implikationen p — ¢ vardet sann. For att lattare forsta varfor vi gor pa
detta sitt kan vi komma ihag att implikationen p — ¢ inte befattar sig med vare sig ps eller ¢s sanningsvarden.
Utsagan p — ¢ yttrar sig bara om ett orsakssammanhang. Det implikationen séger &r att om p &r sann sa ska
q vara sann. Vi siger ingenting direkt om hur det ska vara da p &r falsk. Eftersom en utsaga maste vara sann
eller falsk far vi da bestdmma oss for ett sanningsvarde hos p — ¢ ocksa da p ar falsk. Det visar sig att det
passar logiskt béast om vi tilldelar p — ¢ vérdet sann nérhelst forledet p &r falskt. Vi kommer att forsta detta
béttre i de féljande avsnitten nér vi sidtter ihop begreppen som vi nu stegvis infér. Om du tycker att rad 3 och
4 i sanningstabellen dr konstiga sa lat det bara vara ett tag, sd& kommer det att klarna snart.

OVNING PA IMPLIKATIONEN
1.5.1. GOr aterigen om 6vning 1.2.1, men bilda nu implikationerna mellan varje par av utsagor bland ut-

sagorna uj, ue, ug och uy.

Dessa implikationer kan komma att se lite (0jliga ut och du far forstas gora sa mycket som kdnns meningsfullt
- det kommer mer meningsfulla évningar senare!

6. EXVIVALENS

Ekvivalens &r ett ord bildat av tva ord ekvi som betyder ”lika” och valens som betyder ”varde”. Ekvivalens
betyder alltsa likvardighet och tva utsagor ar ekvivalenta om de har samma sanningsvérden. Vi ger en defini-
tion.

Definition 1.6: Lat p och ¢ vara tva givna utsagor. Med ekvivalensen p <> ¢, menas da den utsaga som &ar
sann precis da p och ¢ har exakt samma sanningsvirden. Ekvivalensen, p <+ ¢, utlises "p dr ekvivalent med

q” eller ” Ekvivalensen p och q” eller "p ekvivalent med q”.

Vi ger en sanningstabell direkt i tabell 5.

TABLE 5. Sanningstabell for ekvivalensen

| » | ¢ |peq]
Sann | Sann | Sann
Sann | Falsk | Falsk
Falsk | Sann | Falsk
Falsk | Falsk | Sann

Av tabell 5 framgar att p <> ¢ &r sann precis da p och ¢ har exakt samma sanningsvérde: Sa fort san-
ningsvardet av p och ¢ skiljer sig at (som é&r fallet pa rad 2 och 3) far p <» ¢ vardet Falsk och pa de rader dar
sanningsvérdena av p och ¢ 6verensstdimmer (som ar fallet pa rad 1 och rad 4) sa tilldelas p <+ ¢ vardet Sann.

OVNING PA EKVIVALENSEN

1.6.1. GoOr aterigen om Ovning 1.2.1, men bilda nu ekvivalenserna mellan varje par av utsagor bland ut-
sagorna uq, usg, ug och us. Hur manga ekvivalenser blir det jamfort med antalet implikationer i forra évningen?

7. ATT KOMBINERA FLERA KONNEKTIV I SAMMA UTSAGA

Alla operationer som vi studerat hittills, disjunktion, konjunktion, implikation och ekvivalens kallas med
andra ord for logiska konnektiv eller bara konnektiv. Vi har hittills infért fem konnektiv: konjunktion, disjunk-
tion, negation, implikation och ekvivalens. Etymologin for ordet ”konnektiv” forefaller vara ganska uppenbar,
det engelska ordet connect betyder ju att forbinda och ett konnektiv kan férbinda tva utsagor. Undantaget ar
negationen som ju inte forbinder tva utsagor utan opererar pa endast en utsaga. Negationen kallas &nda for
ett konnektiv.
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Nér vi nu har flera konnektiv som kan operera pa utsagor och skapa nya utsagor sa uppkommer mojligheten
att kombinera flera olika konnektiv i samma utsaga. Vi behdver da vara noggranna sa att vi inte skapar
tvetydigheter. Vi kan illustrera detta genom att betrakta en mening skriven pa naturligt sprak:

Jag dr forkyld och korkad eller trétt.
Om vi inte ar noggranna sa skulle vi till exempel kunna skriva sa hér:
pAgVr

och tro att det skulle kunna vara en formalisering av ovanstaende mening dar vi har de tre utsagorna p = ”Jag
ar forkyld”, ¢ = ”Jag ar korkad” och r» = ”Jag ar trott”.

Har uppstar problemet med tvetydighet. Problemet kommer fran det naturliga spraket for om jag séager Jag
ar forkyld och korkad eller trétt sa kan det tolkas pa tva sitt dir den forsta tolkningen &ar att jag egentligen
menar

Jag dr forkyld. Men dessutom ar jag ocksa korkad eller tritt

och den héar utsagan skulle fa den satslogiska formaliseringen
pA(gVr).
Den andra tolkningen skulle kunna formuleras sa hér:
Jag dr forkyld och korkad. Eller sa dr jag trétt.

Och den hér meningen fa da den satslogiska formaliseringen

(pAgq)Vr

Rent satslogiskt maste vi alltsa inféra parenteser da vi tecknar utsagor som innehaller konnektiven A och V.
Det hér skiljer sig fran situationen med till exempel multiplikation och addition. Om vi skriver 4 - 5 + 13 sa
ar det bestdmt att vi menar att multiplikationen ska utforas forst. Sa nédr vi berdknar véirdet av uttrycket
4-54 13 sa blir det 20+ 13 som &ar 33. Om vi skulle vilja utféra additionen forst s& maste vi infora parenteser
och skriva 4 - (5 4 13) och nu far uttrycket istéllet vérdet 4 - 18 som &r 72.

For att ytterligare klargora detta kan vi studera de satslogiska uttrycken p A (¢ V r) och (p Ag) Vr ien
sanningstabell. I tabell 6 forekommer kolumnerna for de uttrycken langst till héger och vi ser klart och tydligt
att de inte ar ekvivalenta eftersom de har olika kolumner av sanningsvérden. Vi har i tabellen fetmarkerat de
sanningsvarden som skiljer sig at.

TABLE 6. Sanningstabell for uttrycken p A (¢ V r) och (p Agq)Vr

[ p [ a1 v [prqlavr]pAl@Vvr)[prgVr]
Sann | Sann | Sann | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Sann | Falsk | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Falsk | Falsk | Falsk Falsk Falsk
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann Falsk Sann
Falsk | Sann | Falsk | Falsk | Sann Falsk Falsk
Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Sann Falsk Sann
Falsk | Falsk | Falsk | Falsk | Falsk Falsk Falsk

Det heltédckande begreppet som ratar ut alla fragetecken i sammanhanget kallas precedens. En synonym till
detta ord ar foretrade. Olika operatorer har olika hog precedens och ju hogre precendens en operator har, desto
tidigare ska dess verkan berdknas — den har da foretrade framfoér andra operationer.

Da det géller vanliga tal sa har vi ett antal operatorer med olika precedens: unért minus (alltsa multiplikation
med —1 (hogst precedens), multiplikation (nést hogst precedens) och slutligen addition (ldgst precedens). Ett
annat bra ord som beskriver vad det ar fragan om héar ar prioritet. Om vi till exempel vill berdkna uttrycket
3-4—5-(342) sa gor vi sa har. Den operator som har hégst precedens ar unért minus och vi berdknar alltsa
den forst. Uttrycket far da formen

3-44+(-5)-(3+2).
Normalt sett téanker vi kanske inte pa ”unért minus”, vi ser istéllet minustecknet och ténker ”subtraktion”,
men subtraktion dr ju ingenting annat &n att vi adderar —1 multiplicerat med nagonting. Né&st pa tur ar
multiplikation och da ser vi att vi ska utféra 3 - 4 sa uttrycket far formen

12+ (=5) - (3 +2).
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I nésta steg sa ser vi att vi har infort parenteser, det innebér att precedensordningen ska upphévas och addi-
tionen mellan 3 och 2 (som star innanfor parenteserna) ska ges hogre prioritet (precedens) &n multiplikationen
som star utanfor parenteserna. Det betyder alltsa att additionen av 3 och 2 utfors i nésta steg som alltsa ger
oss uttrycket
12+ (=5)-5

och nu utfér vi multiplikationen (—5) - 5 som ger att uttrycket far den néstan slutliga formen 12 + (—25) och
efter den sista additionen utforts far vi slutresultatet —13. (Den sista additionen skulle ocksa kunna tolkas
som subtraktionen 12 — 25.)

I tabell 7 anges alla precedenser fér de vanliga operatorerna pa vanliga tal, undrt minus, multiplikation och
addition.

TABLE 7. Precedenser for aritmetiska operationer

| Operator | Namn | Antal operander | Effekt | Exempel | Precedens |
— Unért minus 1 Byter tecken pa operanden —(5)=-5 Hogst
. Multiplikation 2 Bildar produkten av operanderna | 3-4 = 12 | Nast hogst
+ Addition 2 Bildar summan av operanderna | 3+4 =7 Lagst

Det kan kanske kénnas lite forvirrande med unédrt minus, men vi kommer att se att det ar lampligt att
betona den operatorn eftersom den har viktiga motsvarigheter i logiken (i form av negationen) men &ven i
méngdlaran (i form av den sa kallade komplementmdngden).

I tabell 8 ser vi motsvarande 6versikt av Gver precedenserna for logiska konnektiv.

TABLE 8. Precedenser for logiska konnektiv

| Operator | Namn | Antal operander |
- Negation 1
AV Konjunktion och disjunktion 2
=, Implikation och ekvivalens 2

Av utrymmesskal kan inte tabell 8 blir sa omfattande som tabell 7 men tabellerna ar uppbyggda pa samma
sétt: ju hogre precedens, desto hogre upp i tabellen finns operatorn. Val att mérka i tabell 8 ar att konjunktion
och disjunktion har samma precedens och det ar anledningen till att vi maste anvinda parenteser om en utsaga
ar skapad med bade konjunktion och disjunktion. Ett uttryck av typen

pAgVT

ar alltsa inte ens lagligt i satslogiken, det ar inte ens en utsaga. For att fa en utsaga maste, som vi sag tidigare,
parenteser inforas sa att vi har antingen (p A q) V r eller pA (g V7).
Vidare ser vi att implikationen och ekvivalensen har ldgre precedens sa uttryck av typen

p—>qVr

dr lagliga och utsagan ovan &r alltsa en implikation dér forledet ar utsagan p och efterledet &r utsagan ¢V r.

OVNINGAR

1.7.1. Skapa en sanningstabell for de logiska uttrycken p A ¢, p A =g, =p A ¢ och =p A —~q. (De kan alla
rymmas i samma tabell. Det &r bra att addera kolumner fér —p och —¢ i denna tabell.)

1.7.2. Skapa en sanningstabell for de logiska uttrycken pV ¢, pV =g, =p V ¢ och =p V —q. (De kan alla
rymmas i samma tabell. Det &r bra att addera kolumner for —p och —¢ i denna tabell.)

1.7.3. Studera kolumnerna i sanningstabellerna horande till 6vningarna 1.7.1 och 1.7.2. Vilka slutsatser
kan du dra pa basis av inspektion av dessa kolumner?

1.7.4. Skapa en sanningstabell for de logiska uttrycken p — ¢, p — —¢q, =p — q och =p — —¢q. Studera
kolumnerna och jamfér dem med kolumnerna i sanningstabellerna horande till Gvning 1.7.2. Vilka slutsatser
kan du dra?
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1.7.5. Skapa en sanningstabell fér utsagan p — g A —r.
1.7.6. Skapa en sanningstabell for utsagan p A (¢ — —r V s).

8. SANNINGSTABELLEN SOM VERKTYG

Titta tillbaka pa tabell 6. Vi anvinde den for att Gvertyga oss om att utsagorna pA(gVr) och (pAq)Vr inte
var ekvivalenta. Det betyder att tabellen sjélv var ett instrument med vars hjélp vi kunde sikerstélla nagonting
som sedan géller generellt. Det vi gjorde da var att skapa nagonting som kallas ett bevis och det kommer att
vara en stor del av den har framstéallningen: studiet av hur vi kan sdkerstélla allméngiltiga sanningar, eller
med ett annat ord bevisforing.

Betrakta nu tabell 9. Har har vi sanningstabeller for de fyra utsagorna p — ¢, ¢ — p, (p = q¢) A (¢ — p) och
p<q.

TABLE 9. Sanningstabell for p — ¢ med mera.

L p | a4 [p=qla=p[=9Nrlg—=p)|peq]
Sann | Sann | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Falsk | Sann Falsk Falsk
Falsk | Sann | Sann | Falsk Falsk Falsk
Falsk | Falsk | Sann | Sann Sann Sann

Som tredje kolumn i tabell 9 ser vi implikationens sanningsvarden, ”Sann, Falsk, Sann, Sann”. Vi hade
tidigare en kommentar om att de tva sista sanningsvérdena pa rad 3 och 4 kanske var lite méarkliga, varfor ska
implikationens sanningsvérde antas vara sann da forledet (p) ar Falsk?

Men i denna tabell kan vi se precis varfor implikationen har den har strukturen. Vi finner denna klarhet
genom att bilda den sa kallade omwdndningen till implikationen p — ¢, omvéndningen &r da utsagan ¢ — p,
alltsa p och ¢ har bytt roller. Dess sanningstabell finner vi i den fjirde kolumnen och sanningsvérdena dar
ar da ”Sann, Sann, Falsk, Sann”. Dessa tva kolumner (den tredje och den fjérde) beskriver nu fér oss hur
implikationerna p — ¢ och ¢ — p fungerar. Dessa tva kolumner specificerar alltsa orsakssammanhang mellan p
och ¢. Antag nu att vi hdvdar att bade p — ¢ och ¢ — p ska vara uppfyllda. Innan vi tittar i sanningstabellen
kan vi forst reflektera 6ver vad det skulle innebara. Om p skulle medféra ¢ och g skulle medfora p — det skulle
innebéra att p och ¢ &r mycket tatt sammanspunna. Och om vi nu tittar pa den femte kolumnen som just
studerar (p — q) A (¢ — p) sa ser vi att den ar exakt samma kolumn som for ekvivalensen p <> q. Att ”p och ¢
ar mycket tatt sammanspunna” motsvarar alltsa precis att de ar ekvivalenta. Och hér finner vi da forklaringen
till varfor vi maste ha ”Sann, Falsk, Sann, Sann” i kolumnen for sanningstabellen for implikationen, det &r
precis den tilldelningen av sanningsvirden som ger oss egenskapen att (p — ¢) A (¢ — p) och p <+ ¢ har samma
sanningsvarden. Vi ska senare inféra en term for detta: om tva utsagor har samma kolumns i en sanningsta-
bell som studerar alla mojliga tilldelningar av sanningsvarden av de ingaende delarna av utagorna sa kallas de
logiskt ekvivalenta. (Vi skulle d&ven kunna tagit (p — ¢) A (¢ — p) som en definition av p < q.)

Vi ska nu bygga sanningstabeller for de logiska uttrycken —p A —¢ samt —(p V ¢q) och se att dessa i sjélva
verket ar logiskt ekvivalenta. Betrakta tabell 10.

TABLE 10. Sanningstabell for —p A =g och =(p V q)

[ p [ ¢ Jpva] »p ] ¢ [-pA-q]-(pVq]
Sann | Sann | Sann | Falsk | Falsk | Falsk Falsk
Sann | Falsk | Sann | Falsk | Sann | Falsk Falsk
Falsk | Sann | Sann | Sann | Falsk | Falsk Falsk
Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann Sann

Tabell 10 illustrerar hur vi skapar en sanningstabell for storre komplicerade uttryck formerade med logiska
konnektiv. Tabellen skapas i steg. Forst anges de tva forsta kolumnerna med alla mdjliga kombinationer av
tilldelningar av sanningsvérden till utsagorna p och g. Det finns 4 sddana mdojligheter och det innebéar att hela
tabellen far 4 rader. Vi viljer sedan att skapa en kolumn dér vi anger sanningsvardena for disjunktionen pV gq.
Detta &r inget annat &n tabell 2 upprepad som en del av tabell 10. Sedan bildar vi kolumner déar vi studerar
sanningsvardena hos —p respektive —¢. Dessas sanningsvarden ar forstas framtagna helt i analogi med tabell
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3. Nu har vi flera komponenter och vi kan fortsitta studera sanningsvérdet av de mer komplicerade uttrycken
—p A =g och =(pV q). Det forsta uttrycket, —=p A =g, dr en konjunktion mellan —p och —¢. En konjunktion &r
sann precis da bada ingaende utsagor dr sanna. Detta intriffar endast pa 4:e raden varfor —p A —q tilldelas
vardet sann pa 4:e raden och vardet falsk pa samtliga andra rader. Den sista kolumnen anger sanningsvarden
for —(pV q) som ar negationen av uttrycket som studeras i tredje kolumnen. For att fa sista kolumnen behover
vi darfor bara negera sanningsvérdena fran tredje kolumnen och det ger oss virdet sann péa sista raden och
vardet falsk pa de andra raderna. Betrakta nu de tva sista kolumnerna i tabell 10. De &r identiska! Bada
lyder ”Falsk, Falsk, Falsk, Sann”. Eftersom tabell 10 dr en sanningstabell som underscker sanningsvérdena for
uttrycken —p A =g och —(p V ¢q) for alla méjliga tilldelningar av sanningsvéarden till p och ¢ och dessa uttryck
har identiska kolumner sa maste alltsa dessa tva utsagor alltid ha samma sanningsvarde, det vill sdga de maste
vara ekvivalenta. Av tabell 10 kan vi alltsa dra slutsatsen (—p A —q) <> =(pV ¢) och detta utgor alltsa ett bevis
for denna allméngiltiga lag (det &r en variant av DeMorgans lag).

OVNINGAR SAKNAS PA DETTA AVSNITT

Ovningarna i foregiende avsnitt dir du frigades efter vilka slutsatser du kunde dra pd basis av sanningsta-
bellernas utseende dr egentligen ocksa tillhérande detta avsnitt, sa det kan vara bra att ga tillbaka till de
ovningarna nu nar du ldst detta avsnitt. Det finns gott om ovningar framdver.

9. LOGISKA SLUTLEDNINGSREGLER

Problemstéllningar inom logik formuleras ofta genom att vi anger ett antal férutséttningar och stéller oss
fragan ”vilken slutsats kan dras av dessa forutsattningar?” Ett annat ord for ”forutséttning” som vi kommer
att anvanda ar premiss.

Ett annat ord som ligger mellan orden ”slutsats” och ”problemstallning” ar ”slutledning” och en prob-
lemstéllning inom logik dér fragan stélls ”vilken slutsats kan dras?” formuleras ofta med orden ”Ar f5ljande
slutledning korrekt”. Sedan anges premisserna och den pastadda slutsatsen. Vi tar ett exempel, dér vi ocksa
infor ett skrivsatt for formella logiska resonemang.

Exempel: Ar f5ljande slutledning korrekt?

1. pVg
2. —q
p

Har anges forst premisserna som &r tva utsagor, p V ¢ och —¢, numrerade med 1 och 2. Sen dras ett streck
och under strecket skrivs symbolen ... som betyder slutsats. Efter slutsatstecknet anges vad den pastadda
slutsatsen ar och i exemplet &r den alltsa p.

Med den héar notationen anger vi alltsa situationen da vi har givet att de tva utsagorna p V ¢ och —q ar
sanna och vi fragar oss da om vi kan dra slutsatsen p. Det kommer att visa sig att vi kan dra slutsatsen p
fran de tva givna premisserna men det kommer ocksa att visa sig att det héir ar en sa vanligt forekommande
situation av premisser att vi vill ge den héar slutledningen ett allmént namn. Vi kommer da att kalla det héar
for en slutledningsregel och den kommer att ha det lite markvérdiga namnet Disjunktiv Syllogism.

Ordet syllogism betyder nagot i stil med ”slutledningsregel som involverar tva utsagor” och kommer fran
grekiskan och de gamla grekerna (med Aristoteles i spetsen) var mycket tidiga med att formalisera logiskt
tankande, och den logik som ligger som grund for modern vetenskap (och darmed ingenjorskonsten) kommer
déarifran.

I de foljande delavsnitten ska vi studera Disjunktiv Syllogism men &ven andra slutledningsregler och motivera
deras giltighet dels genom sa kallat ”sunt fornuft” men ocksd med mer formella resonemang med sannings-
tabeller.

9.1. Disjunktiv Syllogism.
For alla utsagor p, ¢ ar foljande slutledning alltid korrekt:
1. pVg
2. —q
P
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Vi ska forst vertyga oss om att slutledningen ar korrekt genom att bara resonera kring vad det hela betyder.

Den forsta premissen séger att p eller ¢ har vardet sann. Den andra premissen séger att ¢ inte dr sann. Vad
kan vi dra for slutsats om p? Nagot som vi i dagligt tal brukar kalla ”uteslutningsprincipen” séiger oss att p
maste vara sann. Varfor det? Jo, premiss 1 séger att nagon av p och ¢ maste vara sann. Premiss 2 séger att
det inte ar ¢q. D& dr det bara p kvar som saledes maste vara sann.

En annan bendmning pa Disjunktiv Syllogism skulle alltsd kunna vara ”uteslutningsprincipen” och resone-
manget ovan ar en fullgod motivering till varfor slutledningen alltid dr korrekt. Vi ska emellertid &ven anvinda
sanningstabeller for att motivera slutledningsregler. Det kommer ocksa att vara en generell metod med vilken

vi teoretiskt sett kan undersoka mer och mer komplicerade resonemang.

I tabell 11 har vi skapat en speciell sanningstabell for att motivera Disjunktiv Syllogism.

TABLE 11. Sanningstabell for Disjunktiv Syllogism (Uteslutningsprincipen).

| » | ¢ | —q |pVq]Uppfyllda premisser |
Sann | Sann | Falsk | Sann 1
Sann | Falsk | Sann | Sann 1,2
Falsk | Sann | Falsk | Sann 1
Falsk | Falsk | Sann | Falsk 2

Vi har adderat en 5:e kolumn dér vi indikerar var var och en av premisserna ar uppfyllda. Kolumnen
rubriceras helt enkelt ”Uppfyllda premisser”. Betrakta nu den forsta premissen, 1. p V ¢. Den ar uppfylld pa
forsta, andra och tredje raden. Vi har indikerat att forsta premissen ar sann genom att skriva 1:or i kolumnen
for " Uppfyllda premisser” pa dessa rader. Vi har gjort likadant med andra premissen, (alltsa 2. —¢) som &r
uppfylld pa andra och fjarde raden varfor vi har 2:or pa dessa rader i kolumnen fér ” Uppfyllda premisser”. Pa
de rader dar bada premisserna ar uppfyllda finner vi den information om vilka slutsatser som kan dras om ps
och gs sanningsvarden. Det ar bara en rad dar bada premisserna ar uppfyllda och hér ar den andra raden. Pa
denna rad avléser vi att p har vardet Sann och det blir saledes var slutsats. (Vi har fetmarkerat virdet Sann
i ps kolumn léngst till vénster dér vi avldste ps sanningsvérde.)

9.2. Modus Ponens.

En av de allra enklaste (och viktigaste!) slutledningsreglerna kallas Modus Ponens och den lyder sa hér:

1. p—q
2. p
Loq

Alltsa om ¢ foljer av p och vi vet att p ar sann, ja da kan vi dra slutsatsen att ¢ &r sann. Detta ar nagot som
vi uppfattar som sjalvklart. Vi ska emellertid bevisa denna slutledningsregel med hjélp av en sanningstabell.

TABLE 12. Sanningstabell for Modus Ponens.

| P | q | D —q | Uppfyllda premisser |
Sann | Sann | Sann 1,2
Sann | Falsk | Falsk 2
Falsk | Sann | Sann 1
Falsk | Falsk | Sann 1

I tabell 12 studerar vi hur sanningsvardena horande till premisserna 1. p — g och 2. p samverkar till att ge
oss den slutsats vi havdar ar sann. Vi noterar som forut i kolumnen ” Uppfyllda premisser” att implikationen,
som &ar var forsta premiss, dr sann pa forsta, tredje och fjarde raden. Vi noterar i samma kolumn de rader
déar den andra premissen ar uppfylld vilken ar p som har vardet sann pa forsta och andra raden. De rader dar
bada premisserna har vardet sann ar den forsta raden. Vi gar in och ser att ¢ pa denna rad ar sann vilket
innebar att vi visat att premisserna ger att ¢ blir sann. Som ovan har vi i gs kolumn fetmarkerat det aktuella
sanningsvardet, som ar Sann, som &ar den slutsats vi alltsa dra med hjalp av Modus Ponens.
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9.3. Modus Tollens.

En annan enkel och mycket kraftfull slutledningsregel kallas Modus Tollens och den lyder s& hér:

1. p—gq
2. —q
- . —p

Och ett allménnt resonemang som motiverar denna regel kan lyda sa hér: Om ¢ foljer av p och vi vet att ¢
ar falsk, ja da kan inte p vara sann, for om p hade varit sann sa kunde inte ¢ vara falsk. Det &r en fullstandigt
godtagbar motivation och kan uppfattas som ett bra bevis for att Modus Tollens haller. Men vi skapar &nda
en sanningstabell som kan anvédndas for att Gvertyga oss om att denna regel haller. Sanningstabellen ar given
i tabell 13.

TABLE 13. Sanningstabell for Modus Tollens.

| P | q | p—q | —q | -p | Uppfyllda premisser
Sann | Sann | Sann | Falsk | Falsk 1
Sann | Falsk | Falsk | Sann | Falsk 2
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann 1
Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann 1,2

I tabell 13 ser vi hur —p ar sann da bada premisserna ar uppfyllda vilket endast sker pa sista raden. Vi har
hér aterigen fetmarkerat det sanningsvarde som later oss dra den slutsats som anges as Modus Tollens, det vill
saga —p.

9.4. Hypotetisk Syllogism.

En lite mer komplicerad slutledningsregel kallas Hypotetisk Syllogism och den lyder sa hér:

1. p—q
2. q—r
p—r

Vad regeln séger ar att om ¢ foljer av p och r i sin tur foljer av ¢ s4 maste r folja av p. Premiss 1 séger att
p ger q. Premiss 2 séger att ¢ i sin tur ger r. Var slutsats blir att p ger r via ¢q. Vi kan sa att sdga ”koppla
ihop” implikationerna.
I ovanstaende text sa svavar vi lite pa malet, vada "wvia ¢”, vada ”koppla ithop”? Har ar det lite svarare
att acceptera bara vanliga ord som en formell motivering for slutledningsregelns giltighet. Om vi vill vara
fullstandigt noggranna sa vill vi ha en sdkrare formulering, sa vi skapar ett bevis med hjélp av en sanningstabell.
Den ges i tabell 14.

TABLE 14. Sanningstabell for Hypotetisk Syllogism.

| P | q | T | P —q | q—r | p—T | Uppfyllda premisser
Sann | Sann | Sann | Sann | Sann | Sann 1,2
Sann | Sann | Falsk | Sann | Falsk | Falsk 1
Sann | Falsk | Sann | Falsk | Sann | Sann 2
Sann | Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Falsk 2
Falsk | Sann | Sann | Sann | Sann | Sann 1,2
Falsk | Sann | Falsk | Sann | Falsk | Sann 1
Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann | Sann 1,2
Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann 1,2

I tabell 14 ser vi en forteckning 6ver samtliga sanningsvéirden hérande till premisserna i hypotetisk syllogism
men dven den slutsats som vi hivdar ska f6lja finns med i tabellen (alltsa p — 7). Den forsta premissen, p — ¢,
ar sann pa 6 rader, forsta, andra, femte, sjatte, sjunde och attonde raden. Den andra premissen, ¢ — r, dr sann
pa 6 rader, forsta, tredje, fjarde, femte, sjunde och attonde. P& fyra av alla atta raderna ar bada premisserna
sanna. Det ar hér som vi hdvdar att var slutsats ocksa ar sann. Det géller forsta, femte, sjunde och attonde
raden och vi ser att det som vi havdar ar var slutsats, namligen p — r , ocksa verkligen har virdet sann pa
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dessa fyra rader. Detta resonemang motiverar slutledningsregeln.

Vi observerar att i det sista beviset behovde vi betrakta flera rader dar samtliga premisser var uppfyllda.
Och det ar mycket viktigt att sanningsvérdet verkligen &r Sann pa alla rader dar alla premisser &r uppfyllda
annars skulle slutledningen inte vara riktig. Som férut har vi fetmarkerat de sanningsvarden som mojliggor
slutsatsen.

9.5. Sammanstillning av alla slutledningsregler.

Ovan har vi visat fyra slutledningsregler. Det finns en till som kallas Dilemma sa vi ger den tillsammans
med de andra i en sammanstallning av allihop:

Modus Ponens Modus Tollens Disjunktiv Syllogism — Hypotetisk Syllogism  Dilemma
1. p—gq 1. p—=g¢q 1. pvg 1. p—=gq 1. pVvyg
2. p 2. —q 2. —q 2. g—r 2. p—r
q ST Sop Soop—r 3. g—r

r

Vi kommer inte att visa Dilemma, den ldmnas som en Gvning till ldsaren.
Ovm’ngar till detta avsnitt kommer efter ndsta avsnitt.

10. LOGISK EKVIVALENS OCH IMPLIKATION

I matematiken och logiken for vi ofta resonemang i led dar leden utgdrs av utsagor och resonemang in-
volverar att ta sig fran ett visst led till ett annat, det vill sdga vi vill etablera att ett visst led (eller samling
av led) implicerar andra led och att detta sa smaningom leder fram till ett led som vi vill kalla slutsats. Detta
modelleras av foregaende avsnitt dar premisserna kan sidgas vara led som kan ge en slutsats eller inte. Vi skulle
alltsa kunna sdga att Disjunktiv Syllogism kan formuleras allmént pa foljande sétt:

Disjunktiv Syllogism: For alla utsagor, p, ¢, galler:
((pVa)A=g) = p

Har anvénds alltsa implikationspilen (—) for att uttrycka att slutsatsen —p foljer av premisserna. (Och pre-
misserna anges av konjunktionen i implikationens forled.)

Vi skulle kunna leva med denna stora mangd av parenteser, men betrakta nu hur Hypotetisk Syllogism skulle
formuleras:

Hypotetisk Syllogism: For alla utsagor p, g, r géller
(p=a)A(g—=1) = (p—r)

Aterigen, vi skulle kunna leva med denna mé#ngd parenteser, men hér intrider ytterligare en killa till
forvirring. Vi har fyra implikationspilar i den héar utsagan. Med parenteserna klargoérs en precedens mellan
dessa implikationer sa att en av pilarna (den tredje) betecknar slutsatsen och den fjarde ar del av slutsatsens
formulering. (De forsta tva implikationspilarna &r delar av premissernas formuleringar.) Hér onskar vi ett
battre skrivséatt och da infor vi nagonting som kallas logisk implikation. Vi betecknar logisk implikation med
en dubbelstreckad pil som da har samma betydelse som den enkelstreckade pilen plus parenteser. Da kan vi
skriva Hypotetisk Syllogism respektive Disjunktiv Syllogism ovan som

p=9N(@—=r)=p—>r respektive (pVaq)AN—qg=p.

Nar vi anvander den dubbelstreckade pilen slipper vi alltsa skriva ut sa manga parenteser. Vi kan definiera
detta formellt genom att séga att med
P=Q,

dér P och @ &r satslogiska uttryck, menar vi att sanningstabellen for (P) — (Q) bara har sanningsvérdet sann
pa alla rader. I tabell 15 ger vi en sanningstabellen for ((pV ¢) A—¢q) — p och hér ser vi att alla sanningsvérdena
dr sann pa alla rader (i den aktuella kolumnen).

I vissa framstéallningar av logiken infors termen tautologi for en utsaga som alltid &r sann under alla
forhallanden. Vi skulle dérfor kunnat definiera logisk implikation (alltsa den dubbelstreckade pilen) genom
att siga att Utsagan P sages logiskt implicera @ om utsagan (P) — (Q) dr en tautologi men hér har vi valt
att formulera det hela med sanningstabeller istéllet.
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TABLE 15. Sanningstabell som visar att ((p V ¢) A —¢) — p alltid ar sant.

[ p [ q [pva] ¢ [@VaAq] (Ve A—q) —p]
Sann | Sann | Sann | Falsk Falsk Sann
Sann | Falsk | Sann | Sann Sann Sann
Falsk | Sann | Sann | Falsk Falsk Sann
Falsk | Falsk | Falsk | Sann Falsk Sann

Precis motsvarande konstruktion kan géras med ekvivalensspilen (), det vill sdga vi siger att utsagorna P
och Q ar logiskt ekvivalenta om sanningstabellen for (P) <+ (Q) bara innehaller sanningsvirdena sann pa alla
rader. Vi skriver da detta med P < Q.

Vi ger nu en sammanfattning av satslogiska lagar. Vissa har vi redan sttt pa och sett bevis for, andra &r
nya. Det ar en utméarkt 6vning for lasaren att motivera dessa med sanningstabeller. Sammanfattningen ges i
tabell 16 dar p, ¢ och r godtyckliga utsagor.

TABLE 16. Sammanfattning av satslogiska lagar.

1. Kommutativa lagarna: pANgEsgApsamt pVgsqgVp

2. Associativa lagarna: (pANgQAr<pA(gATr)samt (pVq)Vr<pV(gVr)

3. Distributiva lagarna: pVgAT)S (pVg A(pVr)samt pA(gVr)< (pAgV(pAT)
4. Lagen om dubbel negation: —(—p) < p

5. Idempotens: pAp&ESpsamt pVp&eSp

6. DeMorgans lagar: “pA-g< —(pVq) samt —pV g < —(pAg)

7. Absorptionslagarna: pA(pVq) e psamtpV (pAq) < p

Alla dessa regler och lagar uttrycker allménna egenskaper hos konnektiven och logiken som kan anvéndas
i strikta logiska resonemang. Styrkan ligger i allméngiltigheten. Det spelar ingen roll vad utsagorna p, ¢ och
r utséger, lagarna ar alltid géllande. Allméngiltigheten understryks av att vi anvander symbolen for logisk
ekvivalens, <, snarare an den vanliga ekvivalenspilen <.

Vid vissa tillfdllen anvander vi ocksa tva regler som kan kallas ”konjunktiv forenkling” respektive ”disjunktiv
addition” som med logiska implikationspilar kan uttryckas sa hér:
PAq=p, PANG=q, p=pVg, q=pVgq

men det ar ocksa ofta som vi bara utnyttjar dessa regler utan att hanvisa explicit till dem. Den ldsare som
kénner att hon/han vill vara ytterligt formell ar forstas vialkommen att hénvisa till dessa regler.

Da vi relaterar matematiska utsagor med varandra (som vi senare ska gora) anvénder vi ocksa hellre de
dubbelstreckade pilarna néar vi vill understryka att nagot géller allmént. Till exempel kan vi skriva

r+3=5ox=5-3 eler z>0=(1+z)<(1+z)?

kM

och dven utlisa detta "x + 3 = 5 &ar ekvivalent med x = 5 — 3” respektive 7Om x ar positivt sa medfoér det
att kvadraten pa (1 + x) blir storre &n (1 + z)”. I talsprak hoppar vi ofta 6ver ordet ”logiskt” och séger bara
?ekvivalent” istéallet for ”logiskt ekvivalent” respektive att vi bara anvinder ordet ”medfor” da vi vill uttrycka
logisk implikation. Det allméanngiltiga hér ar att ekvivalensen och implikationen géller for alla tal x.

OVNINGAR

1.10.1 Baserat pa dina observationer horande till 6vningarna i avsnittet om sanningstabellen som ett verk-
tyg, formulera ett antal ekvivalenser med dubbelstreckade pilar. (Till exempel bér p — ¢ < —pV g vara en av
dessa ekvivalenser.)

1.10.2 Géller p — (¢ A —r) < (p — ¢) A (p — —r)? Motivera ditt svar med en sanningstabell.

1.10.3 Visa foljande lagar med sanningstabeller: (p, ¢, r dr godtyckliga utsagor)
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1. Kommutativa lagarna: pAgE gApsamt pVg<s qVp

2. Associativa lagarna: (pANgQ)ANr < pA(gATr)samt (pVg)Vr<pV(gVr)

3. Distributiva lagarna: pA(gVr)s (pAq)V(pAr)samt pV (gAT) < (pVa) A(pVr)
4. Lagen om dubbel negation: —(—p) < p

5. Idempotens: pAp&s psamt pVp & p

6. DeMorgans lagar: “pA-q< —(pVq) samt —pV -qg< =(pAq)

7. Absorptionslagarna: pV(pAq) < psamt pA(pVq) < p

1.10.4 Visa foljande hérledningsregler med sanningstabell:

Dilemma: Bevis genom falluppdelning Dilemma: en annan variant
1. pVgq 1. pVgq
2. p—r 2. por
3. ¢q—r 3. ¢q—s

oy S.orvVs

1.10.5 Formulera en annan regel liknande den i foregaende 6vning som du kallar Trilemma och som har ett
liknande utseende som regeln for Dilemma men som baserar sig pa tre utsagor p, g och r istéllet. Skapa ett
bevis med en sanningstabell.

1.10.6 Skapa en sanningstabell for det logiska uttrycket p — g A r.

11. BEVISFORING OCH LOGISK HARLEDNING

Utrustade med sanningstabeller kan vi klarldagga hur man resonerar pa ett logiskt hallbart siatt. Vi kan
mekaniskt, rakneméssigt faststéilla om en slutsats verkligen foljer av ett antal premisser eller inte. Det gar bra
da antalet utsagor som ar inblandade &ar 1,2,3,4 eller till och med 5. Men om antalet utsagor ar storre blir det
svarare. Betrakta foljande harledning.

p—q
rVs
—s — it
—qVs

-8
PAT = U
wVt
uN\w

NSO o

Vi kallar detta for en logisk hdrledning och den héar hérledningen involverar 7 utsagor och om vi skulle
kontrollera huruvida den #r korrekt eller inte skulle vi behéva anviinda en sanningstabell med 27 = 128 rader.
Det ar alldeles for tungt. Vi ska i detta avsnitt studera en alternativ teknik som vi kallar bevisforing dar vi
utgar fran de logiska lagarna och slutledningsreglerna och kalkylerar som vanligt med utsagor, men tekniken
involverar en del kénsla snarare dn mekanik. En sanningstabell dr ju bara att rdkna ut. Bevisforing kraver att
utféraren kan styra processen mot ett mal. Ett exempel far illustrera.

Exempel: Avgor om foljande hérledning dr korrekt.

1. p—=g¢q
2. —qVr
3. —r
P
Vi vill undersoka om slutsatsen —p verkligen foljer av de tre premisser och da kan vi resonera sa har:
Vi ser att premiss 2 &r en disjunktion mellan tva utsagor (—¢ V 7). Den ena av dessa utsagor (r) &r falsk
enligt premiss 3 (—r). Da kan vi anvénda Disjunktiv Syllogism pa premisserna 2 och 3 och dra slutsatsen att

—q maste vara sann. Vi infor det som en fjarde premiss och skriver det sa hér:

4. —q , foljer av 2, 3 och Disjunktiv Syllogism.
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Lagg sérskilt mérke till att vi motiverar var slutsats fullstdndigt, vi anger de premisser vi baserar oss pa (2
och 3) och namnger ocksa den slutledningsregel som anvénds — Disjunktiv Syllogism.

Nu har vi mer information som vi kan arbeta vidare med. Vi ser att premiss 4 uttrycker att ¢ ar Falsk.
Samtidigt betraktar vi premiss 1 som uttrycker att ¢ foljer av p. Men om efterledet i en implikation (hér ¢q)
inte dr sant sa kan ej heller forledet vara Sant. Det var det som kallades Modus Tollens och vi kan alltsa pa
grundval av premisserna 1 och 4 med slutledningsregeln Modus Tollens dra slutsatsen —p. Vi noterar det pa
samma satt som forut genom att ange slutsatsen, de premisser som vi baserar slutsatsen pa tillsammans med
den hérledningsregel som anvandes. Sa har:

5. —p, foljer av 1, 4 och Modus Tollens.

Vi observerar ocksa att det ocksa var detta som hévdades var en korrekt slutsats i harledningen och vi kan
saledes dra slutsatsen att hirledningen var korrekt.

Nar vi loser ett problem av ovanstaende slag réacker det med en sammanfattande uppradning av alla slut-
satser, premisser som vi baserar oss pa och slutledningsregler. Det kan se ut sa har:

1. p—q

2. —qVr

3. —r
-p

4. —q 2, 3, Disjunktiv Syllogism.
5. —p 1, 4, Modus Tollens.

Slutsats: Eftersom —p foljer av de givna premisserna 1, 2 och 3 &r harledningen korrekt.

Det ar ocksa viktigt att tydligt artikulera vilka slutsatser som dras, sa orden ”Slutsats: Eftersom —p foljer
” ar inte overflodiga utan nodvéandiga. Vi studerar ett exempel till.

Exempel: &r foljande harledning korrekt?

1. p—gq
2. g—>r
3. pVgq
T

Vi bérjar harleda nya premisser:

4. p—r, foljer av 1, 2 och Hypotetisk Syllogism
5.1, foljer av 3, 4, 2 och Dilemma.

Vi ser hér att foljden i 5 som &r r &r motsatt den slutsats som hidvdades (—r). Vi drar av detta slutsatsen
att hérledningen inte ar korrekt.

Anmdrkning 1: Om slutsatsen istéllet fér —r hade lytt r sa hade hérledningen varit korrekt och att vi kom
fram till 4 och 5 ovan hade varit ett bevis av att den harledningen var korrekt.

Anmdrkning 2: Det finns en annan situation dér en hérledning inte kan uppfattas som korrekt. I fallet hér
ovan sag vi att hirledningen inte kunde vara korrekt eftersom vi fick raka motsatsen till det som skulle f6lja,
men vi skulle ocksd kunna haft en situation dar slutsatsen helt enkelt inte kan folja av de givna premisserna,
men inte heller motsatsen till slutsatsen kan folja. Vi visar att den situationen ar uppfylld genom att ange en
tilldelning av sanningsvérden till de ingdende utsagorna sa att alla premisser dr uppfyllda men samtidigt ar
inte slutsatsen uppfylld. Vi kommer att stota pa sadana exempel langre fram.

Hur ska man veta vilka nya premisser som ar lampliga att hirleda? Det finns inget bra svar pa den fragan.
Det vi kan gora ar att betrakta en harledning och i huvudet genomfora nagra led for att ”kénna efter” vartat
ett visst spar leder. Detta ar en formaga som behdver utvecklas genom traning. De exempel vi studerat hittills
har varit sma, men exemplet i bérjan var stort och vi ska nu atervianda till det. Vi rekommenderar dock lasaren
att forsoka lite pa egen hand innan hen laser vidare.
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Exempel: Avgor om foljande hérledning &r korrekt eller inte.

p—q
rVs
-5 — —t
—qVs

-8
pAT = U
wVit
uNw

P e

Det kommer att visa sig att hérledningen &ar korrekt. Vi tar nu de steg som behovs for att komma fram till
det. Det gar till pa samma satt som forut:

8. —t, foljer av 5, 3 och Modus Ponens.
9. w, foljer av 7, 8 och Disjunktiv Syllogism.

Varfor harleder vi w? Jo, om vi betraktar slutsatsen, u A w, som vi hdvdar foljer av premisserna 1-7, bestar
den av w och u. Vi har i ett forsta steg lyckats visa att w &r sann. Om vi i fortsattningen lyckas visa att dven u
ar sann sa kan vi dra slutsatsen att konjunktionen u A w ar sann vilket fullbordar beviset for att harledningen
ar riktig.

Vi gar nu vidare och visar hur u f6ljer av premisserna.

10. r, foljer av 2, 5 och Disjunktiv Syllogism.
11. —q, foljer av 5, 4 och Disjunktiv Syllogism.
12. —p, foljer av 11, 1 och Modus Tollens.

13. —pAr, 10, 12.

14. w, foljer av 13, 6 och Modus Ponens.

Vi har nu visat hur u blir sann. Vi slar nu samman 9 och 14 och far:
15. v A w.
Harledningen &ar korrekt.

Anmdrkning: Vi har ingen slutledningsregel som stodjer oss att skriva slutsats 13. —p A r for vi har ju
tidigare de bada slutsatserna 10. r respektive 12. —p och da har kan vi ju férstas uttrycka att bade 10. r och
12. —p géller mer kompakt genom att inféra 13. —p A r. Motsvarande géller forstas da vi drar slutsatsen 15
uAw som alltsa bara ar en omskrivning av att 9 och 14 géaller. I beviset skriver vi att vi ”slar samman 9 och 14”.

Det galler alltsa att pussla och fundera nar man arbetar med fragestéllningar av den héar typen. I borjan ar
det latt att kdnna sig lite vilsen, men det ar bara att trana.

Vi kommer ocksa att infora en del tekniker och strategier som pa sétt och vis kan uppfattas ha sina grunder
i slutledningsreglerna. Den forsta strategin kallas falluppdelning.

11.1. Falluppdelning. Vi infér denna hérledningsstrategi genom att studera ett exempel.

Exempel: ar nedanstaende hérledning korrekt?

-r— s
s —u
u—t
r—1t
t

oo

Vi vet att for alla utsagor géller att de antingen ar sanna eller falska. Detta galler ocksa for utsagan s. Lat
oss anta —s och se vilka foljder det far:
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5. -, antagande for bevis genom falluppdelning (forsta fallet, fran 5).
6. r, foljer av 5, 1 och Modus Tollens. (Forsta fallet, fran 5.)
7. t, foljer av 6, 4 och Modus Ponens. (Forsta fallet, fran 5.)

Vi har alltsa visat att om —s &r sann sa foljer . Vi gar nu vidare och undersoker vad som hénder om vi
antar s. Det viktiga i den hér strategin ar att vi vet att nagot av de fall vi undersoker géller. Eftersom de tva
fallen vi undersoker ar —s (forsta fallet) respektive s (andra fallet) sa vet vi sdkert att nagot av dessa fall géller.

8. s, antagande for bevis genom falluppdelning (andra fallet fran 8).
9. wu, foljer av 8, 2 och Modus Ponens. (Andra fallet fran 8.)
10. t, foljer av 9, 3 och Modus Ponens. (Andra fallet fran 8.)

Vi ser att t tydligen foljer av savél —s som s. Eftersom nagot av dessa fall maste vara uppfyllt drar vi slut-
satsen att ¢ foljer av de givna premisserna. Vi motiverar detta genom att hanvisa till alla de foregaende raderna.

11. t, foljer av 5-10 och héarledning genom falluppdelning.
Harledningen &r darfor korrekt.

I det hér exemplet har vi ocksa infort ett skrivsatt for att vara extra tydliga. Pa varje rad som beaktas under
forutséattning av ett antagande markerar vi det genom att skriva texten ”forsta fallet fran 5” eller ”andra fallet
fran 8”. Det ar viktigt att dessa texter skrivs ut fér att markera att vi arbetar under ett antagande. Vi kan inte
dra nagon slutlig slutsats sa lange vi arbetar under ett antagande, och den slutliga slutsatsen maéaste referera
till de gjorda antagandena pa ett sammanfattande sétt och det ar darfor vi har motiveringen av slutsatsen
pa rad 11 som lyder ”foljer av 5-10 och hérledning genom falluppdelning” dér radangivelserna 5-10 forstas
hénvisar bakat till de rader som anvéndes under hérledningen. Observera att falluppdelningsbeviset alltsa ar
ofullstindigt utan den sammanfattande slutsatsen som knyter ihop alltsammans.

Anmdrkning: nir man arbetar med falluppdelning ar det kritiskt viktigt att vi vet att nagot av fallen verk-
ligen géller. Falluppdelning bygger i princip pa Dilemma som siger att

1. pVg
2. p—r
3. gq—=r
BO—

ar en korrekt slutledning. De tva fallen modelleras har av disjunktionen p V ¢ och motsvarades i exemplet
ovan av s V s som ju alltid &r sann. Om nagon av premisserna hade varit en disjunktion skulle vi ocksa
kunnat gjort en fallupdelning baserat pa disjunktionen istéllet — ovan skulle falluppdelningen da baserats pa
disjunktionen p V q.

11.2. Indirekt harledning. Naista strategi som vi ska studera kallas indirekt hédrledning och vi studerar den
i ett exempel. Innan vi studerar strategin ska vi dock infora en specialsymbol for att symbolisera utsagan som
alltid ar falsk, eller en motsdgelse. Vi skriver

ui

for den utsaga som alltid &ar falsk. Den utsagan kan kallas ”den falska utsagan” eller, pa engelska contradiction.
Till exempel ar utsagan p A —p alltid falsk for alla utsagor p sa vi har alltsa

pA-p& L.

Vi kan, genom att dra oss till minnes grundlidggande logiska regler, och lagar inse att foljande regler géaller
for L (p ar en godtycklig utsaga):

lvperp 1lApe L 1L —p
Om vi sétter upp L i en sanningstabell sa blir dess kolumns sanningsvarden alla lika med Falsk.
Bevis genom indirekt hérledning, eller kortare, ett ”indirekt bevis” gar ut pa att gora ett antagande och

markera det tydligt som en utgangspunkt och sedan arbeta sig fram med strikta logiska hérledningar tills en
motségelse nas. Slutsatsen i det ldget &r att det ursprungliga antagandet (som &r tydligt markerat!) maste
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vara falskt. Och det betyder att det som &ar visat &r motsatsen till det som antogs.
Vi tar ett exempel.

Exempel: &r foljande harledning korrekt?

1. p—gq
2. q— —p
S

Som i férra exemplet ger oss de bada premisserna p — ¢ och ¢ — —p just ingen startpunkt, de ar bara imp-
likationer som pekar at olika hall. Var ska vi starta? Vi kan inféra en egen startpunkt och gora ett antagande.
Sedan kan vi behandla antagandet som en premiss och se vart det leder. Det var vad vi gjorde i strategin med
falluppdelning ovan, men hér letar vi efter en motsdgelse. Om en motséagelse dyker upp vet vi att antagandet
inte kan vara sant.

Vi inf6r darfor:

4. p antagande for indirekt héarledning.

och observerar att 1 och 4 tillsammans med Modus Ponens ger oss ¢ sa vi infor det med ett eget radnummer.
Dock betonar vi fran och med nu att alla efterféljande slutsatser géller under antagandet pa rad 4 med en
sarskild kommentar: (samt fran antagande, rad 4). Vi skriver detta sa hér:

5. ¢, foljer av 1, 4, Modus Ponens (och antagandet i 4).

Vi gar vidare och far —p fran 2 och 5 och Modus Ponens och eftersom vi fortfarande jobbar under antagandet
fran rad 4 sa protokollfor vi detta sa hér:

6. —p, foljer av 2, 5, Modus Ponens (och antagandet i 4).

Detta dr motséigelsen som vi stker, vi har antagit 4. p och nu natt —p. Vi har alltsd kommit fram till p A —p
som vi betecknar med L. Vi infér det som ny slutsats och skriver

7. L1, foljer av 4, 6 (och antagandet i 4).

Nu kommer ett nytt skede i bevisféringen, nér vi natt fram till L (som hér ocksa kunde uttryckts p A —p)
kan vi skriva

8. —p, foljer av 4-7 och indirekt hérledning.
Och av detta drar vi slutsatsen att hérledningen maste vara korrekt.

Observera aterigen att beviset inte ar fullbordat férrén den sammanfattande slutsatsen (alltsa 8:an) ges som
hénvisar till alla tidigare rader som ingatt i den indirekta hirledningen.

Pa samma sétt som falluppdelning bygger pa Dilemma sa bygger indirekt harledning pa Modus Tollens som
lyder

1. p—q
2. —q
- —p

och vi skulle kunna se premisserna 1 och 2 i Modus Tollens ovan som att de har en hemlighet begravd:
namligen att —p géller (alltsa att p &r sann). Och genom att anta p och se vad som hénder sa kan vi dra en
slutsats om huruvida p ar sant eller ej. Enligt Modus Ponens med premiss 1 och antagandet p foljer ju ¢ och vi
har en motsédgelse mot premiss 2. Pa sa satt kan premisserna i Modus Tollens sa att sdga anses ha —p som en
slutsats som vantar pa att dras. I exemplet ovan var det slutsatsen —p som sa att sédga var dold i premisserna.
En slutsats som véintade pa att dras dven fast den inte var uppenbar fran borjan.
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Vi tar ett exempel till pa indirekt hérledning. Detta dr hédmtat fran en tentamensskrivning i Diskret matem-
atik hosten 2003.

Exempel: &r foljande harledning korrekt?

r— s

S — T
t—u
u—-tVvVr
-t

oo

Vi antar r och ser vart det leder.

r,  antagande for indirekt hérledning.

s,  foljer av 5, 1 och Modus Ponens (och antagandet i 5).

foljer av 6, 2 och Modus Ponens (och antagandet i 5).
1, foljer av 5, 7 (och antagandet i 5).

9. —r, 5-8 och indirekt hérledning.

N> ;
J
=

Vi verkar inte komma ldngre. Vi har etablerat att —r ar sant, men hur gér vi nu? Vi kan upprepa proce-
duren, fast med en annan utsaga. Vi antar ¢t och ser vart det leder.

10. ¢, antagande for indirekt hérledning.

11, w, foljer av 10, 3 och Modus Ponens (och antagandet i 10).

12. =t Vvr, foljer av 11, 4 och Modus Ponens (och antagandet i 10).

13. —t, foljer av 12, 9 och Disjunktiv Syllogism (och antagandet i 10).
14. 1, foljer av 10, 13 (och antagandet i 10).

15. -t 10-14 och indirekt harledning.

Slutsatsen i 15 ar —t vilket alltsa foljer av premisserna och harledningen ar darfor korrekt.

Anmérkning: Nar slutsatserna 11-15 dras kan vi inte hanvisa till slutsatserna 6 eller 7 (och forstas inte heller
8) eftersom dessa slutsatser endast géller under antagandet i 5. r. Slutsatsen i 9. kan dock anvéndas eftersom
det var en slutsats som ingick i ett resonemang som var fullbordat.

11.3. Hypotetisk hirledning. Vi ska ge ytterligare en strategi som speciellt anvénds for att visa att en
implikation ar sann. P& sitt och vis kan vi sdga att indirekt harledning var ett satt att visa att en negation &r
sann (vi visar alltsa —p genom att anta p och se att det leder till en motségelse). Hypotetisk hérledning liknar
indirekt hérledning genom att den inleds med ett antagande och det maste ske en sammanfattande slutsats
for att fullborda harledningen. Skillnaden mot de andra strategierna ar att hypotetisk harledning anvands for
att visa att en implikation &r sann genom att vi utgar fran ett antagande, vi kallar det p, sedan anvinder
vi de vanliga logiska slutledningsreglerna och kanske till och med en av strategierna som hittills visats och
kommer fram till en slutsats, vi kan kalla den ¢. Hela tiden noterar vi att vi arbetar under antagandet p. Den
sammfattande slutsatsen bli nu p — ¢ och det vi visar ar alltsa en implikation, dar forledet ar det antagande
vi utgar fran och efterledet &r den sista slutsatsen innan vi skriver ner den sammanfattande slutsatsen (som
ar implikationen sjélv). Vi ser pa ett exempel:

Exempel: Visa att nedanstaende hérledning ar korrekt.

1. pVqgVs
2. s—=p
3. —rV—gq
LT =D

Vi ska alltsa visa att implikationen r — p foljer av de tre premisserna sa vi gor det med hjalp av hypotetisk
hérledning. Vi skriver det pa foljande sétt:

4. r, Antagande for hypotetisk héirledning

Sedan arbetar vi vidare med logiska slutledningar som vanligt tills vi kommer till slutsatsen p. Under hela
den gangen behaller vi noteringen att allt sker under antagandet pa rad 4. Vi far:
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5. —g, foljer av 3, 4, Disjunktiv Syllogism (och antagandet i 4).
6. pVs, foljer av 1, 5, Disjunktiv Syllogism (och antagandet i 4).
7. pV-s Omskrivning av 2 (och antagandet i 4).

8 (pVs)A(pV-s) Sammanslagning av 6 och 7 (och antagandet i 4).

9. pV(sAns) 8 och distributiva lagen (och antagandet i 4).

10. pv L Omskrivning av 9 (och antagandet i 4).

11. p Forenkling av 10 (och antagandet i 4).

I det har laget ar vi redo att gora den sammanfattande slutsatsen r — p, alla logiska steg har skett under
antagandet 1 4 (som var forledet ) och uppenbarligen har detta lett fram till efterledet p. Slutsatsen r — p
ligger sa att séga dold i alla premisser, en slutsats som sa att sdga vantar pa att dras. Vi formulerar den den
sammanfattande slutsatsen sa har:

12. r — p foljer av 4-11 och hypotetisk harledning.

Aven om inte alla slutledningar kriver att vi arbetar under antagandet i 4 sa maste vi anda podngtera att
antagandet dr verksamt péa alla rader 4-11. Till exempel 4r omskrivningen enligt distributiva lagen pa rad
9 giltig formellt sett, men att overhuvudtaget komma fram till rad 9 krdvde antagandet pa rad 4 sa darfor
noteras det pa alla rader som bygger pa detta antagande att antagandet ar verksamt dnda tills vi kan gora den
sammanfattande slutsatsen som avslutar den hypotetiska harledningen.

Vi tar ett lite mindre exempel for att fa en béttre 6verblick av hur ett bevis med hypotetisk hérledning
formuleras.

Exempel: Visa att foljande harledning &r korrekt:

1. p—q
2. r—s
PAT —=qNS

Vi ska alltsa visa en implikation sa vi inleder en hypotetisk harledning genom att anta att forledet géller.
Sedan fortsitter vi att lagga in logiska slutledningar och till sist (pa rad 9) kan den sammanfattande slutsatsen
goras.

3. pAr, antagande for hypotetisk hérledning.

4. p, fran 3 (och antagandet i 3).

5. q, fran 4, 1, Modus Ponens (och antagandet i 3).

6. fran 3 (och antagandet i 3).

7. s, fran 6, 2, Modus Ponens (och antagandet i 3).

8. qAs, sammanslagning av 5 och 7 (och antagandet i 3).
9. pAr—qAs, fran 3-8 och hypotetisk hérledning.

Anmdrkning: Det kan vara intressant att studera denna hérledning med hjalp av en sanningstabell som da
far 16 rader.

11.4. Att kombinera olika strategier i samma bevisforing. I alla tidigare exempel som involverade
olika héarledningsstrategier gavs den sammanfattande slutsatsen som sista led och det utgjorde hela l6sningen
till de problemstéllningar som studerades. Men det finns ingenting som hindrar att en hérledning bestar
av anvandning av flera olika hérledningsstrategier féorekommandes vid olika skeden i hérledningen. Vi sag
exempel pa det ovan déar indirekt hérledning anvindes tva ganger i samma hérledning i uppgiften fran en
tentamensskrivning i diskret matematik fran hosten 2003.

Nu ska vi se pa ett exempel dér tva harledningsstrategier forekommer samtidigt. Visserligen &r det en sam-
tidig anvandning av hypotetisk hérledning och hypotetisk hirledning men vi kan utgéende fran detta exempel

forestélla oss att dven olika harledningsstrategier kan forekomma samtidigt.

Exempel: Visa att foljande harledning ar riktig.

1. pvg—r
2. rAs—t

3. t—q
T pAs—=(get)
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Vi skapar en hypotetisk harledning eftersom vi ska visa en implikation. Vi inleder med ett antagande och
arbetar oss vidare. I arbetet kommer det att vara lampligt att gora ytterligare ett antagande sa att en inre
hypotetisk héirledning uppstar. Da kommer vi att vara i en situation dar tva hypotetiska héirledningar ar igang
samtidigt. (Vi kommer till och med att ha tva hypotetiska hirledningar efter varandra inom den storre.)

4. —pAs, antagande for hypotetisk harledning.

5 -, 4 (och antagandet i 4).

6. q, antagande for hypotetisk hérledning (och antagandet i 4).

7. pVg, 6, (och antagandet i 6) (och antagandet i 4).

8. 7, 1 och Modus Ponens (och antagandet i 6) (och antagandet i 4).
9. q—r, 6-8 och hypotetisk hérledning (och antagandet i 4).

10. 7, antagande for hypotetisk hérledning (och antagandet i 4).

11. s, 4 (och antagandet i 10) (och antagandet i 4).

12. rAs, 10, 11 (och antagandet i 10) (och antagandet i 4).

13. t, 12, 2, Modus Ponens (och antagandet i 10) (och antagandet i 4).
4. r —t, 10-13 och hypotetisk hérledning (och antagandet i 4).

15. g —t, 9, 14, Hypotetisk Syllogism (och antagandet i 4).

16. gt 3,15 (och antagandet i 4).

17. =pAs— (q <+ t), 4-16 och hypotetisk harledning.

OVNINGAR
1.11.1 Ar féljande hirledning korrekt?
1. p—g¢q
2. g—r
3. .
-p

Formulera ett bevis genom att ange vilka héarledningsregler som anvands for att komma fram till slutsatsen
—p (som vi sett exempel pa i avsnitett) om héarledningen ar korrekt.

Om hérledningen inte &r korrekt, anvénd en sanningstabell for att finna en tilldelning av sanningsvérden pa
P, ¢ och r som uppfyller premisserna men inte slutsatsen.

1.11.2 Ar foljande hérledning korrekt?

1. p—q

2. q—r

3. .
“pA g

Formulera ett bevis genom att ange vilka harledningsregler som anvands for att komma fram till slutsatsen
—p A =q om hérledningen ar korrekt. Om héarledningen inte ar korrekt, anvand sanningstabelll for att finna en
tilldelning av sanningsvarden pa p, ¢ och r som uppfyller premisserna men inte slutsatsen.

1.11.3 Visa att foljande harledning ar korrekt genom att ange de hérledningsregler som successivt leder

fram till slutsatsen.
1. pVg

rV —p
tVrV-oq
p—
t— —q
Soor

Ledning: Det finns olika ansatser. Du kan arbeta med att omformulera premisserna, till exempel gdller 2.
rV-op< pVr < p—r. Dukan ocksa anta motsatsen till det som ska visas (r) och se vart det leder. Det
bor leda till en motsigelse. Du kan ocksa kombinera dessa bada angreppssdtt.

et e

12. VAD AR LOGIK BRA FOR?

Detta inledande kapitel i logik &r en grund for all teori som kommer efter. All matematik bygger pa att vi
har en formaga till tydliga och korrekta resonemang och det ar precis logikens syfte: att vi ska kunna uttrycka
oss klart och tydligt och resonera riktigt.
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De olika bevisteknikerna med de olika strategierna for att kunna dra slutsatser ar en grund till den matem-
atiska bevisforingen. Med ett bevis 1 matematiken menar vi ett formellt solitt argument som utom allt tvivel
sakerstaller ett visst faktum, en matematisk utsaga. I den héar framstéllningen ska vi se ”hérledning” och
”bevis” som tva synonymer.

BLANDADE OVNINGAR

Blandade évningar dr ibland av tentamenskaraktdr.
1.1 Skapa en sanningstabell for det logiska uttrycket (p V q) A (¢ — —r).

1.2 Anvéand sanningstabellen i foregaende uppgift for att Gverviaga om det gar att att dra slutsatsen
(pVa)Alg——r)=pV-r.

1.3 Skapa en sanningstabell for det logiska uttrycket ((p A =q) V (¢ — —r)) A =(p — r).

1.4 Anvénd sanningstabellen i féregaende uppgift for utreda om det gar att att dra slutsatsen ((pA—q)V (g —
—r))A=(p =)= p.

1.5 Skapa en sanningstabell for det logiska uttrycket ((p — q) — (r A —s)) — (=p A —r).

1.6 Anvénd sanningstabellen i foregaende uppgift for att dra slutsatsen ((p — ¢) = (rA=s)) — (=pA-r) =
p—q.

1.7. Ge en sanningstabell for foljande uttryck (p VvV (-pV q)) A =(g A —).

1.8. Ar foljande slutledning korrekt?
p—q
q— p
pVvVrvVs
s—t
t— (s Vp)
Soor
Om slutledningen &ar korrekt, det vill sga om r foljer av premisserna 1-5, sa visa hur. Antingen genom san-
ningstabell eller genom att rada upp slutledningsregler (Modus Ponens etc.) med angivande av hur premisserna
anvands for att komma fram till 7. Om slutledningen inte ar korrekt, ange en tilldelning av sanningsvarden
som uppfyller premisserna, men inte r. (Fran tentamen i diskret matematik den 18 januari 2004.)

e e

1.9 Ar foljande logiska slutledning korrekt? I sa fall ange hur man kommer fram till slutsatsen samt ange
vilka logiska slutledningsregler (Modus Ponens, Modus Tollens etc.) som anvands. Om slutledningen inte ar
korrekt, ge ett exempel pa en tilldelning av sanningsvarden pa utsagorna p, ¢, r och s som uppfyller premisserna
men inte slutsatsen.

1. =sAq

2. pANg—r

3. sV-r
-p

(Fran tentamen i diskret matematik den 21 december 2000.)

1.10 Avgor om foljande slutledning &r logiskt korrekt eller inte. Om den &r logiskt korrekt, visa i sa fall
hur slutsatsen foljer av premisserna 1-3. Ange da ocksa alla slutledningens delsteg med angivande av alla
slutledningsregler. Om slutledningen inte &r korrekt, ange en tilldelning av sanningsvérden (sant eller falskt)
till p, ¢ och r som uppfyller premisserna men inte slutsatsen.

1. p—=qVr
2. pV—q
3. rVgq
g

(Fran tentamen i diskret matematik den 11 januari 2001.)

1.11 Ar foljande logiska slutledning korrekt?
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1. pVg
2. gqVr
3. pVvr
4. p—s
.oqVs

Om den ar korrekt, visa hur slutsatsen foljer av premisserna och ange tydligt vilka slutledningsregler du
anvander (Modus Ponens, Tollens etc.). Om den inte ar korrekt, ge ett exempel pa en tilldelning av san-
ningsvarden for utsagorna p, ¢, r och s som uppfyller premisserna men inte slutsatsen.

(Fran tentamen i diskret matematik den 18 april 2001.)

1.12 Lat p, ¢, 7, s och ¢ vara utsagor. Ar foljande logiska slutledning riktig?
pVygq
q—oT
pAs—t
—r

. g —S
st

Om slutsatsen ar riktig, visa varfér genom att bevisa att ¢ foljer logiskt fran premisserna 1-5. Redovisa varje
delsteg med angivande av namnet pa den logiska regel ni anvinder. Om slutledningen inte &r riktig ange en
situation da det inte stimmer (dvs ange en tilldelning av sanningsvarden som uppfyller alla premisser men dér
dnda inte ¢ &r sann).

(Fran tentamen i diskret matematik den 17:e december 1999.)

B ANl e

Anvéand sanningstabeller eller bevisforing for att avgéra om nedanstaende harledningar ar korrekta eller inte.

1.13
p—>qAT
q—>TrANs
s —r
r— T8

-p

il

1. p—gq

2. - r — g
3. —(rAu)

4. s— (tAu)
~(sAp)

1. p—gq

2. - r — g
3. =(rAuw)
4. s — (tAu)
t

1. r—-p
2. pVgq

3. p—=r
4. —r — —q
q

1.17 Nedanstaende harledning innehaller en motségelse. Ta bort en premiss sa att premisserna inte motsager
varandra. Avgor sedan om slutledningen &r korrekt. (Det kan finnas flera 16sningar till denna uppgift.)
1. pvr

2. p—r
3. r—s
4. =s

5. §—¢q

q
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SVAR OCH LOSNINGAR TILL DE FLESTA AV UPPGIFTERNA

1.1 Utsagor.

1.1.1. a) SANN (Naja, det tycker i alla fall forfattaren.), c) SANN, d) SANN, e) FALSK.
1.2 Konjunktion.

1.2.1. u; = a = "Sport &r intressant.”, SANN

us =c="14+1=2", SANN

ug = d = 7 Alla ménniskor har lika varde.”, SANN

us =e="1+1=56". FALSK

uy Aug = "Sport ar intressant och 1 + 1 = 2.” (= uz2 A u;), SANN

u1 A ug = "Sport ar intressant och alla ménniskor har lika vérde.” (= us A u1), SANN
uy Aug = "Sport ar intressant och 1 + 1 = 56.” (= ug A ul), FALSK

uz Auz ="1 + 1 = 2 och alla ménniskor har lika viarde.” (= us A ugz), SANN

ugAug ="1+1=20ch 1+ 1=56." (=ug Augz), FALSK

uz A ug = " Alla ménniskor har lika virde och 1 + 1 = 56.” (= u4 A u3). FALSK

1.3 Disjunktion.

1.3.1. w3 V uy = "Sport ar intressant eller 1 + 1 = 2.7 (= ug V uy),

u1 V ug = "Sport ar intressant eller alla méanniskor har lika varde.” (= ug V uy),
uy V ug = "Sport ar intressant eller 1 + 1 = 56.” (= uq V uy),
uz Vuz ="1+ 1 =2 eller alla ménniskor har lika vérde.” (= ug V us),

ugVug="1+1=2eller 1 +1=56." (=wuygV ug),
uz V ug = " Alla ménniskor har lika virde eller 1 + 1 = 56.” (= ug V u3).
Alla ar sanna.

1.4 Negation.

1.4.1. —u; = —a = "Sport &r inte intressant.”, FALSK. (Eftersom a = u; var SANN.)
—ug = —¢ ="141# 2.7, FALSK. (Eftersom u2 =c="1 + 1 = 2” var SANN.)

—u3 = —~d = ” Alla ménniskor har inte lika vérde.”, FALSK. (Eftersom us = d var SANN.)
—uy = —e ="1+ 1% 56.”, SANN. (Eftersom u4 = e var FALSK.)

1.5 Implikation.

1.5.1. Gor aterigen om 6vning 1.2.1, men bilda nu implikationerna mellan varje par av utsagor bland utsagorna
u1 , U , uz och uy.

u1 — ug = ”Sport ar intressant medfor att 1 + 1 = 2.”. Detta dr en SANN utsaga eftersom bade forled och
efterled ar sanna.
u1 — ug = "Sport ar intressant medfor att 1 + 1 = 56.”. Detta ar en FALSK utsaga eftersom forledet &r sant,
men trots detta ar inte efterledet sant.
ug — ug =" 1+ 1= 56 medfor att 1 + 1 = 2”. Detta ar en SANN utsagan eftersom forledet ar falskt. (Vilken
implikation som helst p — ¢ blir sann om forledet &r en falsk utsaga.) Detta med implikationens sanningsvérde
kan ibland vara forvirrande. Det beror pa att vi aldrig brukar betrakta en implikation utan att dess forled
ar sant eller dess efterled ar falskt. Det gor vi da anvéander slutledningsreglerna Modus Ponens och Modus
Tollens. Vi &r inte vana att hantera implikationer om deras forled &r falska, men hér borjar vi med det sa att
anse att detta ar ovant ar helt normalt. (Alla kombinationer &r forstas inte genomgagna hér.)

1.6 Ekvivalens.

1.6.1. Utsagorna ul , up och u3 ér alla sanna, darfor ér de alla ekvivalenta med varandra och saledes ar u; <+ u;
sann for ¢ och j med virdena 1, 2 och 3. Utsagan u4 &r ddremot falsk sa om i har vérdet 1, 2 eller 3 och j har
vérdet 4 i ekvivalensen u; <+ u; sa har vi en falsk utsaga. Det enda séttet att bilda en sann utsaga pa formen
u; <+ u; involverandes vardet 4 pa i eller j ar om bade i och j viljs till just 4.

1.7 Att kombinera flera konnektiv i samma utsaga.
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1.7.1. Sanningstabell dver olika konjunktioner.

p q —p | ~q¢ | pAglpA—-qg]-pAq]-PA—q
Sann | Sann | Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Falsk Falsk
Sann | Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Sann | Falsk Falsk
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Falsk | Falsk | Sann Falsk
Falsk | Falsk | Sann | Sann | Falsk | Falsk | Falsk Sann

1.7.2. Sanningstabell dver olika disjunktioner.

p q -p | ~q¢ | pVa|pV—-q|-pVag|-pV—q
Sann | Sann | Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann Falsk
Sann | Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann | Falsk Sann
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann | Falsk | Sann Sann
Falsk | Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann

1.7.8. Diskussion av de tva foregaende tabellerna. Vi ser att det ar lattare for en disjunktion att vara sann,
det récker ju med att bara en av utsagorna i disjunktionen &r sann for att disjunktionen ska bli sann. Pa
samma satt ar det lika mycket svarare for en disjunktion att bli falsk, det kréver ju att bada utsagorna i ska
vara falska. Om vi betraktar tabellen 6ver konjunktioner ser vi att precis samma forhallanden géller fast sant
och falskt har bytt roller. Det &r enklare for en konjunktion att bli falsk, det racker ju med att bara en av
de ingaende utsagorna ar falsk. Pa samma sétt dr det svarare for en konjunktion att blir sann, det krdver
ju att bada utsagorna i konjunktionen ar sanna. Vi kan ocksa observera att om vi negerar sanningsvirdena i
kolumnen for p V ¢ erhaller vi sanningsvardena i kolumnen fér —p A =q. Detta ger oss

=(pVaq) & pA-gq

Detta &r en av DeMorgans Lagar. Den andra erhaller vi genom att betrakta kolumnerna fér p A ¢ och —pV —¢q
och den lyder

—(pAq) & —pV g

1.7.4. Sanningstabell dver olika implikationer.

p q -p g |p—=q|p—>7q|pP—=>q|pP—7¢q
Sann | Sann | Falsk | Falsk | Sann | Falsk Sann Sann
Sann | Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Sann Sann Sann
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann Falsk
Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann | Sann Falsk Sann

Diskussion:

Vi ser att kolumnerna fér p — ¢, p — —¢, =p — q och =p — —¢ ar samma kolumner som vi finner i sanningsta-
bellen for olika disjunktioner. Till exempel ar kolumnen for p — ¢ samma som kolumen fér —pV q. Det betyder
att dessa tva utsagor ar ekvivalenta. Vi har saledes p — ¢ < —p V ¢. Pa samma sitt kan vi dra slutstserna
p— g pV g, p—q s pVgsamt op — g < pV g, En implikation kan alltsa alltid skrivas om som
en disjunktion. Det kan ske pa fyra sétt och dessa fyra sétt (fyra hérledningsregler) ar forborgade i varandra.
Alla ryms i den forsta: p — ¢ < —p V ¢q. Om vi fran denna regel vill hérleda till exempel den tredje kan vi
ersitta p med —p. Vi far da (—p) — ¢ < —(—p) V ¢ som vi skriver om som —p — ¢ < pV ¢q. Hér har vi anvént
lagen om dubbel negation: —(—p) < p.

Anmdrkning: diskussionen ovan féregriper begreppet ”dubbelstreckade pilar” eller logisk ekvivalens” som
egentligen hor till kommande avsnitt.

1.7.5. Sanningstabell for utsagan p — (g N\ —r).

Vi bygger upp tabellen med tva hjalpkolumner, en for —r och en fér g A —r.
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P q r -r [ gA-T | p—(gN-T)
Sann | Sann | Sann | Falsk | Falsk Falsk
Sann | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann
Sann | Falsk | Sann | Falsk | Falsk Falsk
Sann | Falsk | Falsk | Sann | Falsk Falsk
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Falsk Sann
Falsk | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann
Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Falsk Sann
Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Falsk Sann

1.7.6. Sanningstabell for utsagan p A (@ — (—r V s)).

Vi anvénder tre hjilpkolumner, en for —r, en for —r V s och en for ¢ — (—r V s).

P q r s -r | rVs|g—(-rVs)|pAlg— (-rVs))
Sann | Sann | Sann | Sann | Falsk | Sann Sann Sann
Sann | Sann | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Sann | Falsk | Sann | Falsk | Falsk Falsk Falsk
Sann | Sann | Falsk | Falsk | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Falsk Sann Sann
Sann | Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Sann Sann Sann
Falsk | Sann | Sann | Sann | Falsk | Sann Sann Falsk
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann Falsk
Falsk | Sann | Falsk | Sann | Falsk | Falsk Falsk Falsk
Falsk | Sann | Falsk | Falsk | Sann | Sann Sann Falsk
Falsk | Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann Sann Falsk
Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann Falsk
Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Falsk Sann Falsk
Falsk | Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Sann Sann Falsk

1.10 Logisk ekvivalen och implikation.

1.10.1. De logiska ekvivalenserna ar redan formulerade i texten horandet till 16sningarna av 1.7.3 och 1.7.4.
Du kan nu lasa den efterfoljande diskussionen med storre forstaelse.

1.10.2. Géller p — (g A —r) < (p — q) A (p — —r) 7 Vi bildar en sanningstabell fér (p — ¢) A (p — —7):

p q r r | p=gp—>r | oA — o)
Sann | Sann | Sann | Falsk | Sann | Falsk Falsk
Sann | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Sann | Falsk | Falsk | Falsk Falsk
Sann | Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Sann Falsk
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann Sann Sann
Falsk | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann Sann
Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Sann Sann Sann
Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Sann Sann Sann

Vi jamfor nu kolumnen {6r (p — ¢) A(p — —r) och ser att den ar identisk med kolumnen fér p — (¢A—r) som
studerades i sanningstabellen i uppgift 1.7.5. Vi drar saledes slutsatsen att p — (gA—r) < (p — ¢) A (p — —r).

1.10.8 Sanningstabell for kommutativa lagarna:

p q |pAglaghp|pVaglqVp
Sann | Sann | Sann | Sann | Sann | Sann
Sann | Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Sann
Falsk | Sann | Falsk | Falsk | Sann | Sann
Falsk | Falsk | Falsk | Falsk | Falsk | Falsk

Sanningstabellen indikerar att kolumnen for p A ¢ ar identisk med kolumnen fér ¢ A p vilket ger att de ut-
sagorna maste vara ekvivalenta. Samma sak géller for utsagorna pV ¢ och ¢V p och vi har saledes kommutativa
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lagarna p A g < g A p samt pV q < gV p vilka skulle bevisas.

Pa samma sétt kan de associativa lagarna ((pAg)Ar < pA(gAr) samt (pVq)Vr < pV(gVr)) visas. Da kan
det vara bra att infar hjalpkolumner. Den sanningstabellen kommer da att besta av 8 rader eftersom vi har tre
utsagor, p, ¢ och r. Distributiva lagarna (pA(¢Vr) < (pAq)V (pAr) samt pV (gAr) < (pVag)A(pVr)), lagen
om dubbel negation (—(—p) < p), idempotens (pAp < p samt pVp < p), DeMorgans lagar (-pA—q < —(pVq)
samt —pV —q < —(p A q)) och absorptionslagarna (pV (p A q) < p samt p A (pV q) < p) visas alla med precis
samma teknik genomfor dessa 6vningar om du upplever ett behov av detta.

1.10.4. Hdrledning av ”Dilemma: Bevis genom falluppdelning”.

1. pVyg
2. p—r
3. gq—r
B

Sanningstabell for bevis av Dilemma:

P q r pVq|p—r|q—r | Uppfyllda premisser

Sann | Sann | Sann | Sann | Sann | Sann 1,2, 3

Sann | Sann | Falsk | Sann | Falsk | Falsk 1

Sann | Falsk | Sann | Sann | Sann | Sann 1,2,3

Sann | Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Sann 1,3

Falsk | Sann | Sann | Sann | Sann | Sann 1,2,3

Falsk | Sann | Falsk | Sann | Sann | Falsk 1,2

Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Sann | Sann 2,3

Falsk | Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Sann 2,3

I sanningstabellen har vi indikerat de rader dér alla premisser ar uppfyllda och det &ar tre stycken. (Forsta,
tredje och femte.) Pa alla dessa rader har r sanningsvirdet Sann (ocksa fetstil i tabellen) varfor vi drar
slutsatsen att r foljer av de tre premisserna. Detta var vad som skulle visas.

1.10.5. Bevis av "Trilemma: Bevis genom falluppdelning med tre fall”.

Sanningstabellen far helt analogt utseende med den i féregaende uppgift. Skillnaden blir att vi far 16 rader

eftersom vi har har 4 utsagor (p, g, r och s.)

1.10.6. Sanningstabell for det logiska uttrycket p — (g A r).

p q r | gAr|p—(gAr)
Sann | Sann | Sann | Sann Sann
Sann | Sann | Falsk | Falsk Falsk
Sann | Falsk | Sann | Falsk Falsk
Sann | Falsk | Falsk | Falsk Falsk
Falsk | Sann | Sann | Sann Sann
Falsk | Sann | Falsk | Falsk Sann
Falsk | Falsk | Sann | Falsk Sann
Falsk | Falsk | Falsk | Falsk Sann

1.11 Bevisforing och logisk harledning.

1.11.1. Harledningen
1. p—gq
2. q—r
-r

3.

-p
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ar korrekt och foljer genom foéljande bevis:

4. —q,
5. -,

foljer av 2, 3 och Modus Tollens.
foljer av 1, 4 och Modus Tollens.

1.11.2. Harledningen

1. p—q

2. q—r

3. —r
—pA g

ar korrekt och foljer genom beviset:

4. —q,
5. T,
6. —-pA g,

foljer av 2, 3 och Modus Tollens.
foljer av 1, 4 och Modus Tollens.
foljer av 4 och 5.

1.11.3. Harledningen

pVgq
rV -p

p— i
t— —q

PR R =

tVrV-oq

r

ar korrekt och foljer av beviset:

6. p—or,

7. q — —t,
8. 7,

9. -p,

10. q,

11. —t,

12. rV —q,
13. g,

14. —qAg,
15. 1,

16. r,

(omskrivning av 2.)

(omskrivning av 5. (Det géller alltid att p — ¢ < —q¢ — —p ).)

antagande for indirekt héarledning.
8, 2, Disjunktiv syllogism (och 8)
1, 9, Disjunktiv syllogism (och 8)
7, 10, Modus Ponens (och 8)

11, 3, Disjunktiv syllogism (och 8)
12, 8, Disjunktiv syllogism (och 8)
10 och 13 (och 8)

14 (och 8)

indirekt hérledning 8-15.

Anmdrkning: Detta var en svarare évning som kanske horde hemma bland de blandade dvningarna.

Blandade 6vningar.

1.1. Sanningstabell for det logiska uttrycket (p V q) A (g — —r).

p q r -r | pVglg—=>r|(VgYA(@—r)|pVor
Sann | Sann | Sann | Falsk | Sann | Falsk Falsk Sann
Sann | Sann | Falsk | Sann | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann Sann Sann
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann | Falsk Falsk Falsk
Falsk | Sann | Falsk | Sann | Sann | Sann Sann Sann
Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Falsk | Sann Falsk Falsk
Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Sann Falsk Sann

Vi har tre hjalpkolumner, en f6r —r, en for p V q och en for ¢ —

pV —r som anvands i nésta uppgift.

1.2. Den sista kolumnen i foregaende tabell dr sanningsvéardena hoérande till p vV —r.

—r. Vi har aven lagt till en kolumn for

Fragan som stalls i

uppgiften ar huruvida vi kan dra slutsatsen p V —r fran (p V ¢) A (¢ — —r). For att vi ska kunna gora detta
maste p V —r folja av (pV ¢) A (¢ — —r), det vill séga det far aldrig intraffa att p V —r har vardet Falsk trots
att (pV q) A (¢ — —r) har viardet Sann. Detta uppkommer aldrig i tabellen i foregaende uppgift. Nérhelst
(pVq) A (g — —r) ar sann sa blir p V —r Sann varfor p V —r foljer av (p V q) A (¢ — —r). Vi har indikerat de
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rader som detta géller genom att indikera de aktuella sanningsvirdena hos p V —r med fet stil. (Varfor ska
inte sista sanningsvardet Sann ocksa markeras?)

1.3. Sanningstabell for det logiska uttrycket ((p A =q) V (¢ — —r)) A =(p — 7).

pla|r|—q|-r|pA-glg—=—r |V i~p—=7r) | (PA=g V(= -T)A(p—=r)
SISI[S[F |[F| F F |F F F
S|S|F|F | S F S S S S
S|F|S|S | F S S S F F
S|F|F|S | S S S S S S
F|S|S|F | F]| F F |F F F
F|S|F|F|S| F S |S F F
F|F|S|S|F| F S |S F F
FIF|F|S|S]| F S |S F F

Av uttrymmesskal har vi forkortat notationen i ovanstaende tabell. Attonde kolumnen, rubricerad med

"V innehaller sanningsvarden hoérande till disjunktionen av de tva foregaende kolumnerna.
Vidare har vi valt att i kolumnen rubricerad med —(p — ) direkt ge
Sista kolumnen ger siledes sanningsvérdena for

77\/77 fo'r 2 (p /\ _|q) \/ (q _) _|,,,,)77'
sanningsvardena for —(p — r) utan mellanledet p — 7.
((pA—q) V(g — —r)) AN—=(p — r) vilket var det som eftersoktes.

Saledes star

1.4. 1 foregaende sanningstabell har vi indikerat de rader dar ((p A =q) V (¢ — —r)) A =(p — r) &r Sann i
kolumnen for p genom att markera ps sanningsvérden i fet stil. Pa dessa rader har p alltid vardet Sann varfor
vi drar slutsatsen ((p A —=q) V (¢ = —r)) A=(p = 1) = p.

1.5. Sanningstabell for det logiska uttrycket ((p — q) — (r A—s)) = (=p A —r).

pQrs—p—r—s

p—4q

(p—q) = (rA-s)

—pA-T

((p—=q) = (rA=s) = (pA 1)

SSSSFFF

SSSFFF'S

SSFSFSF

SSFFFSS

SFSSFFF

SESFFFES

SFFSFSF

SFFFFSS

FSSSSFF

FSSFSFS

FSEFSSSF

FSFFSSS

FFSSSFF

FEFSFSFS

FFFSSSF

FFFFSSS

IROIRESIRO IR IR HIRE IR SR Res| ResIRes I RO AIROAIRESIRC )

ﬁ
ﬁ"dmﬁ"dﬁw'ﬂﬁ'ﬂmﬁ"dﬁw"ﬂ?
Va)

H| | vn| | M| | | M| vr| Le| wr| Le| | M| | M

| | H| M| »n| | =| = | == = 9| = "™

| | | | | | 1| | | =| dH| 1™ | | =H| »n

Vi har héar slagit samman kolumnerna for p, ¢, r, s, =p, =r och —s till en tjock kolumn. Den &r rubricerad

Pqrs—prS.

1.6. Slutsatsen ((p — ¢q) — (r A =s))V (-p A —r) = p — q géller nu eftersom p — ¢ alltid blir sann da
((p = q) = (rA=s))V (=pA-r) ér Sann . Vi har markerat de rader i kolumnen for p — ¢ som indikerar detta
genom att fetmarkera de aktuella sanningsvardena for p — ¢ som alltsa alla sar Sanna.

1.7. Sanningstabell for (p V (=p V q)) A =(qg A —7).
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pgr—p—r | =pV g |pV (-pVg) | gAr | ~(ghn-r) | (pV (opVg) A(gA )
SSSFF
SSFFS
SFSFF
SFFFS
FSSSF
FSFSS
FFSSF
FFFSS S S

Vi har som i forra uppgiften slagit samman en del kolumner i bérjan av denna tabell av uttrymmesskal.
Vi observerar att kolumnen fér p V (—p V ¢) bara innehaller S. Utsagan p V (—p V q) ar alltsa alltid sann, en
sa kallad tautologi. Det betyder att kolumnen for (pV (-p V q)) A =(g A —r) kommer att Sverenstdmma med
kolumnen f6r —(g A =) eftersom (p V (=p V q)) A =(g A —r) &r en konjunktion mellan —(g A =r) och den alltid
sanna utsagan p V (—p V q).

[OIRIIRIHIRISIRISIRISIRE ]

S
F
S
S
S
F
S

| | | | | H| wn| wn

| /| w2 | M| | oe| M
wn| | H| | | tn| | wnr

(Fran tentamen i diskret matematik den 28 augusti 2000.)

1.8. Harledningen

p—q
q—p
pVvVrvVs
s—t

t— (—sVp)
r

Al e

ar korrekt och foljer genom nedanstaende led:

6. p— —p, foljer av 1, 2 och hypotetisk syllogism.

7. —pV —p, omskrivning av 6.

8. —p, foljer av 7 och idempotens.

9. rvs, foljer av 8, 3 och disjuktiv syllogism.

10. -, antagande for indirekt hérledning.

11. s, foljer av 9, 10 och disjunktiv syllogism. (och 10.)
12. t, foljer av 11, 4 och modus ponens. (och 10.)

13. —sVvp, foljer av 12, 5 och modus ponens. (och 10.)

14. s, foljer av 13, 8 och disjunktiv syllogism. (och 10.)
15. —sAs, foljer av 11, 14. (och 10.)

16. L, 15. (och 10.)

17. r, foljer av 15 och indirekt hérledning (10-16). Detta skulle bevisas.

1.9. Harledningen

1. —sAgq

2. pANg—rT

3. sV-r
-p

ar korrekt och foljer genom foéljande bevis:

4. -s, féljer av 1 och konjunktiv férenkling.

5. -, foljer av 4, 3 och disjuktiv syllogism.

6. —(pAgq), foljer av 5, 2 och modus tollens.

7. —pV q, foljer av 6 och DeMorgans lag.

8. q, foljer av 1 och konjunktiv forenkling.

9. —p, foljer av 8, 7 och disjuktiv syllogism. Detta skulle visas.

1.10. Hérledningen
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1. p—=qVr
2. pV—q
3. TVgq

q

ar inte korrekt. Vi inser det genom att bilda en sanningstabell med var och en av premisserna:

p q r ~q |rVqglp—=qVr|pV—q
Sann | Sann | Sann | Falsk | Sann Sann Sann
Sann | Sann | Falsk | Falsk | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Sann | Sann | Sann Sann Sann

Sann | Falsk | Falsk | Sann | Falsk Falsk Sann
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann Sann Falsk
Falsk | Sann | Falsk | Falsk | Sann Sann Falsk
Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann Sann Sann
Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Falsk Sann Sann

Vi kan studera till exempel den tredje raden. Hé&r &ar alla premisser uppfyllda, men trots detta ar det
vi havdar &r slutsatsen (¢) inte sann. En tilldelning av sanningsvérden till p, ¢ och r som alltsa uppfyller
premisserna men inte slutledningen skulle saledes blir: p = Sann, ¢ = Falsk och r = Sann.

1.11. Hérledningen

pVyg
qVvr
pVr
p—s
qVs

e

ar korrekt och den foljer genom beviset:

5. =(qVs), antagande av motsatsen till ¢ V s f6r indirekt hérledning.
6. —gA-s, omskrivning av 5 med DeMorgans lag. (och 5.)

7. g, foljer av 6 och konjunktiv forenkling. (och 5.)

8. p, foljer av 1, 7 och disjuktiv syllogism. (och 5.)

9. s, foljer av 8, 4 och modus ponens. (och 5.)

10. =, foljer av 6 och konjunktiv forenkling. (och 5.)

11. sA=-s, foljer av 9 och 10. (och 5.)

12. 1, 11 (och 5.)

13. qVs, indirekt héarledning (5-12). Detta var vad som skulle visas.

1.12. Hérledningen

pVyq
q—r
pAs—1
-r
-q— s
t.

PR R =

ar riktig och foljer genom beviset:

6. —q, foljer av 4, 2 och modus tollens.

7. s, foljer av 5, 6 och modus ponens.

8. p, foljer av 6, 1 och disjuktiv syllogism.

9. pAs, foljer av 7, 8 och konjunktiv addition.

10. ¢, foljer av 9, 3 och modus ponens. Detta var vad som skulle bevisas.

1.13. Hérledningen
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1. p—=(gAr)
2. ¢g—(rAs)
3. s—r

4. r — —s
T

ar korrekt och foljer av nedanstaende bevis:

5. §— s, foljer av 3, 4 och hypotetisk syllogism.

6. —sV-s<e s, omskrivning av 5. (Enligt p — ¢ < —pV q.)

7. sV -or<s a(sAr), foljer av 6 och disjunktiv addition och DeMorgans lag.
8. —q, foljer av 2, 7 och modus tollens.

9. —qV-r&(gAr), foljer av 8 och disjunktiv addition och DeMorgans lag.
10. —p, foljer av 9, 1 och modus tollens.

1.14. Harledningen ar korrekt. (Losning saknas.)
1.15. Hérledningen ar inte korrekt. (Losning saknas.)
1.16. Hérledningen ar korrekt. (Losning saknas.)

1.17. Vi tar bort premiss 4. —s fran nedanstaende hérledning;:

pVr
p—T
r— s
—s

. s—q
q

och far da héarledningen

e e

1. pVvr
2. p—r
3. r—s
4. s—q
q

som &r korrekt. Den foljer genom av foljande bevis:

5. -, antagande for indirekt hérledning.

6. p, foljer av 1, 5 och disjunktiv syllogism. (och 5.)
7. T, foljer av 6, 2 och modus ponens. (och 5.)

8. —rAr, foljer av 5 och 7.

9. 1, 8 (och 5.)

10. r, foljer av indirekt hérledning (5-9).

11. s, foljer av 3, 10 och modus ponens.

12. gq, féljer av 4, 11 och modus ponens. Detta var vad som skulle visas.



