KAPITEL 8 - KOMBINATORIK

Kombinatorik kan sigas handla om att rdkna antal element i mangder. Det som gor det hela lite mer
utmanade ar da att vi ocksa ska arbeta med komplicerade definitioner av dessa mangder. Hur manga tal finns
det till exempel i méngden {1,2,3,...,10000} som &r jamnt delbara med 15 eller 357 Som vi senare ska se
behover vi dgna en del sdrskild eftertanke at olika aspekter for att svaret pa en sadan fraga ska bli riktigt.
Kombinatoriken vilar pa ett par grundldggande principer som vi nu ska studera inledningvis. Dessa principer
kommer sedan att mojliggora en vidare utveckling av den kombinatoriska teorin som i vissa stycken kommer
att aterknyta till méngdlaran pa intressanta sitt.

1. PRINCIPEN FOR INKLUSION OCH EXKLUSION

Det grundldggande problemet som den héar principen befattar sig med &r att finna antal element i en union
av flera mangder. Vi ska borja med att studera fallet med tva mangder som vi kallar A och B. Om vi tar upp
dem i ett Venndiagram som illustrerar olika relevanta delméngder s& kan det se ut sa hér:

U U U

Till vénster har vi forstas de bada méngderna inritade i ett generellt Venndiagram. I mitten ser vi AU B
och till héger A N B. Vi ar nu intresserade av att rdkna antalet element i A U B och uttrycka det antalet i
antalet element i A, B respektive AN B. Eller, med symboler, vi vill uttrycka |A U B| med hjalp av |A|, |B]
och |[AN B|. Vi listar ut den hér formeln med hjilp av ett exempel.

Exempel: Hur manga tal finns det i méngden U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} som &r antingen jamna
eller delbara med 3.
Losning: Vi har alltsa ett universum U bestaendes av de forsta 12 positiva heltalen och vi bildar mangderna
A={x €U :z iar jamnt} och B ={z € U : x &r delbart med 3}
och var fragestéllning kan nu uttryckas som att vi séker
|AU B|.

Vi kan forstas latt besvara fragan, vi kan bara konstatera att de tal som &r jamna eller delbara med 3 bland
de forsta 10 positiva heltalen &r 2,3,4,6,8,9,10,12, och de ar 8 stycken, men lat oss nu se efter hur vi kan
anvanda situationen for att hitta en formel som géller generellt. Om vi ritar ett Venndiagram och markerar
var alla tal i U finns sa kan det fa féljande utseende:
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och vi konstaterar att de 8 talen ligger i A U B som vi observerat tidigare och att talen 1,5,7,11 ligger
utanfér AU B. Vi konstaterar ocksa att antalet tal i A &r |A| = 6 eftersom A = {2,4,6,8,10,12} och att antal
tal i B ar |B| = 4 eftersom B = {3,6,9,12}. Vidare ser vi ocksa att AN B = {6,12} sa att vi far |AN B| = 2.

Var ursprungliga fragestéllning var, hur kan |A U B| uttryckas i |A|, |B| och |AN B| och vi fragar oss dérfor
vad det finns for samband mellan talen

IAUB|=8, |A=6, |B|=4 och |ANB|=2

och vi vill veta vad som géller i det allménna fallet. Vi kan inse detta ganska latt om vi gor ett tankeexperiment:
Mangderna A och B har tva gemensamma element, 6 och 12, men om de inte hade haft nagra gemensamma
element sa hade vi enkelt kunnat berékna |A U B| genom att bara bilda |A| + |B|. Fér méngder som inte har
gemensamma element har vi alltsa formeln

|[AU B| = [A| + |B]
men den formeln stdmmer inte for exemplet ovan och kruxet &r som vi kan ana de gemensamma elementen
mellan A och B. Om vi bildar talet |A| 4 |B| for méngderna ovan sa blir det talet 6 +4 = 10 och |[AU B| &r ju
8. Det ar 2 for mycket, men dessa extra 2 fas just fran de gemensamma elementen 6 och 12. Allmént maste vi

da ha formeln |AU B| = |A| + |B| — |A N B| sa att vi forst bildar uttrycket |A| 4+ |B| men sedan kompenserar
genom att dra bort det antal element som réknats dubbelt, det vill sdga elementen i AN B.

Detta ar enklaste formen av principen for inklusion och exklusion som vi formulerar som en sats:

Sats: Principen for inklusion och exklusion, enklaste formen Lat A, B vara adndliga mangder. Da galler
|AUB| = |A|+|B| —|ANB].

Vi kan gora en liknande undersokning for att lista ut hur vi finner |[A U BU C| dar A, B,C ar tre andliga
méngder. Vi ritar forst ett speciellt Venndiagram for att hjélpa oss att askadliggora var fragestallning;:

vgv

I diagrammet har vi ritat in tre méngder A, B,C och introducerat talen a,b,c, x,y,z,w for att beteckna
antalet element i varje region av diagrammet. De stora bokstdverna A, B och C anvinds som vanligt for att
beteckna mangderna som ar involverade, men de sma bokstdverna anvéands alltsé for att beteckna ett visst an-
tal element i en viss region av diagrammet. Det betyder att a betecknar antalet element som ligger i mangden
A men inte i nagon av mangderna B eller C. Liknande géller for b och ¢. Talet = &r antalet element som ligger
i snittet mellan A och B men &dnda inte i C. Talen y och z har liknande betydelser och slutligen betecknar w
det antal element som ligger i alla tre méngderna alltsa i AN BN C.

U

Var grundldggande problemstéllning &r att hitta ett uttryck for |A U B U C| uttryckt i |A], |B], |C| och
kombinationer av snitt tagna mellan dessa méngder, alltsa |A N B|, |A N B N C| och liknande. Vi kan ocksa
anvinda oss av hur Venndiagrammet &r konstruerat for att teckna ett uttryck for |[A U B U C| uttryckt i
a,b,c,.... Enligt konstruktionen av var figur har vi helt enkelt

JAUBUC|=a+b+c+az+y+z+w

och det foljer av precis vad vi menar med bokstaverna a, b, ¢, z, vy, z, w, sa det ar inget komplicerat resonemang
bakom det. Vi kan nu nérma oss det hér problemet genom att hdmta inspiration fran den enklare varianten
av principen for inklusion och exklusion. Kan kvantiteten

g=|Al+|B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—-|BNC|

vara lika med |A U B U C|? Vi bildar ju det hér uttrycket ¢ genom att summera alla element i méngderna
A, B, C och kompenserar genom att dra bort det som ridknas dubbelt. Ja, vi kan faktiskt kontrollera om det
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stammer. Vi vet ju att [AUBUC| =a+b+c+ x+y+ 2+ w och vi vet ocksa att
|Al=a+z+w+2z2 |Bl=b+x+w+y och |[Cl=c+y+w+z
respektive
|JANB|=x+w, |BNCl=y+4+w, |[ANC|=z+w och |[ANBNC|=uw,

aterigen detta foljer av att det ar precis det har vi menar med bokstéverna a, b, ¢, z,y, z, w. Sa vi kan nu rakna
ut vad ¢ ar. Vi far

q=|A|+|B|+|C|—-|ANnB|-|ANnC|—|BNC|
=@a+z+tw+2)+b+r+wty)+cty+tw+z)—(r+w)—(y+w)—(2+w)
=a+btctar+y+z
och det &r ju néstan lika med a +b+ ¢+ x 4+ y + z + w, det enda som saknas a&r w = |[AN BN C|. Vi drar

slutsatsen att ¢ nédstan ar ritt, sa lagger vi pa w = |[AN BN C| pa ¢ sa far vi just |[AU B U C/|. Vi har alltsa
funnit

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|—|BNnC|+|AnBnNC|

som da &r principen foér inklusion och exklusion for tre mangder A, B, C.

Observera att det har inte kan uppfattas som ett riktigt matematiskt bevis, vi har ju bara anvant Venndia-
gram men vi avsta fran att ge ett formellt bevis hér.

Den allménna formen for principen for inklusion och exklusion kan formuleras sa hér: Vi soker en formel
for |[A; U A U...UA,| uttryckt i kombinationer av antal element i snitt mellan de ingaende méngderna. Den
formeln lyder

AL U U AR =D A =D AN A+ > [An AN Axl— ..+ (=D)AL N ... N Ay,
i 1<j 1<j<k

Vi formulerar nu en allmén sats dér vi raknar antal element i olika konstellationer av méngder.

Sats: Lat A, B vara delméngder av ett dndligt universum U. Da géller

(a) |AU B| = |A| + |B| — |AN B| (principen for inklusion och exklusion i sin enklaste form.)
(b) |AN Bl <min{|A|,|B[}

(¢c) |A—B|=|A|—|ANB| > |A] - |B|

(d) |A| = [U] — |A]

(e) |[AUB|—|ANB|=|A|+|B|-2/ANB|=|A—- B|+|B - 4]

(f) [Ax B| = |A||B|

Vi lamnar beviset som en 6vning.

Vi ska nu studera ett exempel som involverar en indirekt tillimpning av principen f6r inklusion och exklusion.

Exempel: Hur manga heltal finns det i méangden 2 = {1,2,3,...,10000} som inte ar delbara med 2, 3,
eller 57

Losning: Satt A ={x € Q: 2|z}, B={x € Q: 3|z} och C = {z € Q: 5|x}. Visdker |- (AUBUC)|.
Detta tal kommer att vara 10000 — |A U B U C| varfor vi forst soker talet ¥ = |A U B U C|. Principen for
inklusion och exklusion ger oss

k=|Al+|B|+|C|-|ANnB|—|BNC|—|BNC|+|ANnBNC|

och vi ska studera varje term separat.

Varje term i den har summan har formen
H{x € Q:d|x},

dér d &r en delare som &r ett av talen 2,3,5,6,15,10,30. (|A N B| & méngden av alla tal i Q delbara med 6
(delbara med bade 2,3) och sa vidare.)

Lat oss hitta |[{z € Q;d|z}| for ett generellt d, vilket som helst. Divisionsalgoritmen ger att det existerar ett
g sadant att 10000 = ¢-d+r, dar 0 <r < d. Talen i Q = {1,2,3,...,10000} som é&r delbara med d &r precis
talen 1-d,2-d,3-d,...,q-d och det finns precis ¢ sadana tal. Enligt divisionsalgoritmen sa ar talet ¢ lika med
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10000/d, dér vi anvénder heltalsdivision (resultatet &r heltalsdelen av kvoten), det vill séga ¢ ar heltalsdelen
av 10000/d. Vi anvénder denna generella diskussion pa termerna ovan och far

|A| = 10000/2 = 5000, |B| = 10000/3 = 3333, |C| = 10000/5 = 2000,
|AN B| =10000/6 = 1666, |BNC|=10000/15 = 666, |BNC|=10000/10 = 1000
|AN BN C|=10000/30 = 333

och nér vi sdtter in dessa tal i formeln for k ovan sa ger det
k = 5000 + 3333 4+ 2000 — 1666 — 666 — 1000 + 333 = 7334
vilket ger |©2] = 10000 — k& = 10000 — 7334 = 2666.

OVNINGAR

8.1.1 Visa med matematisk induktion Gver n att om Ay, Ag, ..., Ay, &r n parvis disjunkta (4; N A4; =0, da
i # 7) sa géller
’A1UA2U...UATL‘ = ’A1‘+‘A2’++‘An’

8.1.2 Antag att vi har 50 studenter dér 35 studenter har klarat en kurs i databasteknik och 25 studenter
klarat en kurs i diskret matematik och 19 studenter har klarat bada kurserna. Hur manga har inte klarat
nagon av kurserna?

8.1.3 Antag att vi har 50 studenter dér 35 studenter har klarat en kurs i databasteknik och 25 studenter
klarat en kurs i diskret matematik men dér vi inte vet hur manga som klarat bada kurserna. Beteckna med x
antalet studenter som inte klarat nagon av kurserna. Hur stort kan x maximalt vara? Hur litet kan = vara?

2. ADDITIONS- OCH MULTIPLIKATIONSPRINCIPERNA

Om vi har n stycken parvis disjunkta méangder, det vill siga n mangder utan gemensamma element, sa har
vi

AL UL U AL =D A=) T JAN A+ ) JAin A n A — o+ (D)™ A N0 A =) A
i i<j i<j<k i
enligt 6vning 8.1.1 ovan. Formeln f6r principen och inklusion och exklusion blir véldigt enkel och det blir
bara ), |A;| kvar eftersom alla snitt &r tomma. Den hér formeln &r ju ocksa vildigt naturlig eftersom
{A1, Ag,..., A} &r en partitionering av Ay U ... U A,.

I sannolikhetsldra (som ligger till grund for matematisk statistik) talar vi om hdndelser som enkelt uttryckt
ar nagonting som kan intraffa. Vi kommer i nésta kapitel att studera detta ndrmare men eftersom exemplena
fran sannolikhetslaran ar anviandbara i kombinatoriken finns det anledning av féregripa framstéillningen nagot.

I sannolikhetsléara talar vi som sagt om héndelser som kan betraktas som méngder av sa kallade utfall. 1
nésta kapitel ska vi associera ett tal till varje hdndelse som kallas sannolikhet som &r ett matt pa hur stor chans
det ar att en viss héndelse intraffar men det intressanta héar ar att observera att hdndelser bara ar méngder och
utfallen ar dessa méangders element och det vi &r intresserade av i det har kapitlet ar att rdkna antalet utfall i
héndelserna som da helt enkelt blir problemstéllningen att bestdmma hur manga element (som da kallas utfall)
som det finns i olika méngder (som da kallas héndelser).

Vi tar ett exempel for att skapa tydlighet.

Exempel: Kasta tva sexsidiga tarningar. En héndelse kan beskrivas med orden ”vi far tdrningssumman
4”. Den hér héndelsen kan intraffa pa ett antal olika sétt. Varje satt som en handelse kan intréaffa pa kallas héar
da ett utfall. Om vi beskriver ett utfall med ett talpar déar forsta komponenten anger det som forsta tarningen
ger och andra komponenten det som andra tarningen ger sa kan héndelsen som vi beskriver med orden ”vi far
tarningssumman 4” uppfattas som méngden av utfallen (1,3), (2,2) och (3,1). Vi beskriver alltsa héndelsen
7vi far tarningssumman 4” som mdngden

{(1,3),(2,2), 3, )}

Det hér synséttet att beskriva hdndelser som méangder av utfall &r mycket kraftfullt for vi har da helt plotsligt
hela méngdlaran till stod for vara resonemang kring handelser. Vi kan till exempel inféra begreppet oforenliga
hdndelser som sadana héndelser som aldrig kan intréffa samtidigt, och efter en stunds eftertanke inser vi att
det hér egentligen bara dr samma begrepp som disjunkta mdangder. Vi utvidgar ovanstaende exempel for att
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illustrera detta.

Exempel: De tva oférenliga handelserna ”vi far tdrningsumman 4” och ”vi far tdrningssumman 5” kan
anges med notationen av utfall i termer av par av tal (som i forra exemplet) sa hér:

Héndelsen "vi far tarningssumman 4" = {(1,3),(2,2),(3,1)}
Héndelsen "vi far tarningssumman 5”7 = {(1,4), (2,3),(3,2),(4,1)}

Dessa méangder av par av tal ar disjunkta och héndelserna ar darmed of6renliga. Méangdlarans begrepp om dis-
junkta méngder blir darfor ett satt att precisera vad det betyder att tva hiandelser aldrig kan intraffa samtidigt.

Med hjélp av det héar sprakbruket kan vi stélla fragor som ”pa hur méanga olika sitt kan vi fa tdrningssumman
4 eller 577 Svaret pa det fragan hittar vi genom att konstatera att hdndelserna ”att fa summan 4” och ”att fa
summan 5 &r oforenliga (de kan inte intréffa samtidigt) och vi kan alltsa rdkna ut antalet sétt att fa summan
4 eller 5 genom att addera antalet utfall som ger 4 (det var 3 utfall: (1,3),(2,2) och (3,1)) med antalet utfall
som ger 5 (det var 4 utfall: (1,4),(2,3),(3,2) och (4,1)). Vad vi hér har ar den sa kallade additionsprincipen:

Sats: Additionsprincipen Lat Ay, Ag, ..., A, beteckna n oférenliga héndelser och lat |A1],|Az],...,|An]
beteckna antal utfall i vardera héndelsen. Det antal satt som nagon av héandelserna kan intraffa pa ar da

> 1Al
k=1

I exemplet ovan sa hade vi tva héndelser (vi far summan 4 respektive vi far summan 5) och vi hade da
A ={(1,3),(2,2),(3,1)} = |A1] = 3 respektive A2 = {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} = |Aa| = 4 och detta gav
antalet sétt att 4 eller 5 som

Additionsprincipen ger oss mojlighet att modellera handelsforlopp pa ett sitt. Men vi ska nu rikta var
uppmérksamhet mot ett annat sidtt att modellera héndelser, ndmligen héndelser som intréaffar efter varandra.
Vi antar darfor att vi har en situation dar en f6ljd av héndelser intraffar:

Ay, Az, Ap

och vi betecknar antalet siatt som en handelse kan intréffa med |A;|, i =1,2,...,n.

Vi fragar oss nu: pa hur manga olika sétt kan hela foljden av héndelser A; intraffa? Det vill sdga, forst
intraffar Ay, pa ett visst antal sitt (|A;|), dérefter intraffar Ay pa ett visst antal sétt (| Az|) och sa vidare till
och med A,, som intréffar pa ett visst antal sétt (|A4,]).

For att inse antalet sitt som alla héndelser kan intraffa kan vi aterigen fundera &ver situationen med
tdrningarna men nu betrakta processen att kasta de tva tdrningarna som en process med tva deltsteg:

1. Forst kastas tarning 1.
2. Sedan kastas tarning 2.

Och sa kallar vi kastet av forsta tarningen for handelse Ay och kastet av andra térningen for As.

Nu kan vi modellera dessa handelser med ett tal vardera, vi kan alltsa uppfattar handelsen A; som havandes
utfallen 1,2,3,4,5,6, alltsa Ay = {1,2,3,4,5,6} och |A;| = 6. Eftersom A beskriver en fullkomligt liknande
process (att kasta en térning) sa kan dven A, fulstdndigt karakteriseras pa samma sétt, det vill sédga vi far

Ay ={1,2,3,4,5,6} och |A;| = 6.

Vi soker nu totala antalet sétt som héndelserna A; och Ay kan intraffa i f6ljd. (Alltsa forst Ay sedan As.)
Om vi tanker igenom det hér sa inser vi att A; har 6 utfall. Alla dessa utfall kan intraffa. Men for varje utfall
i A1 sa kan varje utfall i Ay intréffa. Det betyder att antalet sdtt som hela foljden av héndelser kan intréffa
blir kryssprodukten av hidndelserna eftersom alla utfall i bada hindelserna ska kombineras med varandra. Det
betyder att total antalet utfall som Ay foljt av Ay kan intréffa pa blir [A; x As| och antalet element i denna
méngd far vi genom att bilda produkten av |A1| och |As|, det vill séga |A;|-|A2| = 6-6 = 36. Detta &r den sa
kallade multiplikationsregeln och vi formulerar den for ett allmant antal handelser:

Sats: Multiplikationsprincipen Lat Ay, As, ..., A, vara n héndelser och beteckna med |A;| antal sétt som
|A;| kan intraffa. Da blir totala antalet séitt som foljden av handelser Aj, Ao, ..., A, kan intriffa

’Al X A2 X ... X An‘ = ’Al‘ . ‘AQ’ L ‘An‘ = ?:1’142’
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Vi ger inget bevis av detta men studerar exempel pa hur vi anvénder multiplikationsprincipen i praktiken.

Exempel: Pa hur manga olika sétt kan vi fa tdrningssumman 5 tva ganger i rad da tva sexsidiga tarningar
kastas? (Alltsa forst ett kast med bada tdrningarna foljt av ytterligare ett kast med bada térningarna.)

Losning: Vi infor handelserna
Aj = vi far tdrningssumman 5 vid forsta kastet

och
Ay = vi far tdrningssumman 5 vid andra kastet

och konstaterar att bada dessa héndelser dr oberoende av varandra, nér vi tar upp tarningarna vid andra kastet
sa finns ingen paverkan fran hur det gick i forsta kastet. Bada héandelserna modelleras alltsa fullstindigt med

A = {(1’4)’ (2’3)’ (3’ 2)’ (4’1)} = |A1| =4

respektive
A2 = {(174)7 (273)7 (37 2)7 (47 1)} = ’AQ‘ =4

varfor svaret pa var fragestillning &r [A;|- |As] =4 -4 = 16.
Vi anvander multiplikationsprincipen i beviset av en mycket viktig sats:
Sats: Lat A vara en éndlig mangd med n element. Da galler att antalet delméngder till A ar 2™.

Anmdrkning: Méngden av alla delméngder ar ju det som vi tidigare kallat potensmdngden, P(A) sa satsen
kan formuleras lite med kompakt pa foljande satt:

|A| = n = [P(A)| = 2.

Bevis: Antag att méngden A ar given av {ai,as,...,a,} (vi infor bara en beteckning av de n elementen i
A — det &r vi fria att gora). Antalet delméngder (alltsa |P(A)|) maste da vara lika med antalet sitt att bilda
delméngder till A. Men denna process, att bilda en delméngd till A kan uppfattas som en process med n
delsteg:

Steg 1. Ta beslut om a; ska vara med i delméngden eller inte.
Steg 2. Ta beslut om ay ska vara med i delméngden eller inte.

Steg n. Ta beslut om a,, ska vara med i delméngden eller inte.

men de har n delstegen kan uppfattas nu som n héndelser, Ay, Ao, ..., A,, dar A; kan utfalla genom att forsta
elementet aq dr med eller inte, As kan utfalla genom att andra elementet ao &r med eller inte och sa vidare till
och med A,, kan utfalla genom att sista elementet a,, ar med eller inte. Att vélja en delméngd karakteriseras
alltsa fullstdndigt av att hindelserna Aq, Ao, ..., A, intraffar. Alltsd maste antalet delméngder sammanfalla
med antalet sitt som denna foljd av hindelser kan intraffa pa. Men eftersom varje hindelse kan intraffa pa
precis 2 sétt (antingen &r elementet ifraga med eller inte) sa géller for varje handelse A; att |A4;] = 2. Och vi
har alltsa

Antalet delméngder till A = |Aq|-|Ag| ... |Apy|=2-2-...-2=2"

och beviset ar klart.

Exempel: Antal delméingder av {1,2,3} #r 23 = 8 och dessa delmingder &r

0, {1}, {2}, {3}, {1, 2},{1,3},{2,3},{1,2,3}

och som vi ser ar 8 till antalet. Potensméngden av {1,2,3} ar da {0, {1},{2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}
som vi ocksa sett tidigare i avsnittet om méangder av méangder i kapitlet om méngdléra.

Exempel: Antal delméngder av {1,2,3} som innehaller talet 1 &r 4 eftersom det finns 4 sétt att bilda en
sadan delméngd. Vi kan inse det genom att se det hela som en process i 3 steg:

Steg 1. Vilj att talet 1 ska vara med. Det kan goras pa 1 sitt. Alltsa har vi |A;| = 1.

Steg 2. Valj om talet 2 ska vara med eller inte. Det kan goras pa tva satt, antingen ska 2 vara med eller sa ska
2 inte vara med. Alltsa har vi |[As| = 2.

Steg 3. Valj om talet 3 ska vara med eller inte. Det kan goras pa tva satt, antingen ska 3 vara med eller sa ska
3 inte vara med. Alltsa har vi |Az| = 2.
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Enligt multiplikationsprincipen blir nu totala antalet sétt att bilda en méngd med talet 1 lika med |A;|-|Asg| -
|A3]=1-2-2=4.

(De fyra delméngderna ar forstas {1}, {1,2},{1,3} och {1,2,3}).

OVNINGAR

8.2.1 Vi kastar tva vanliga olika sexsidiga tdrningar ¢ och t5. Varje tdrningskast kan ge ett utfall fran 1 till
och med 6. Pa hur manga olika séitt kan detta ske? (Vi ténker oss inte att vi rdknar ut tdrningssumman, vi
bara studerar mangden mojliga sitt att dessa tdrningar kastas.)

8.2.2 I Sverige har bilar registreringsnummer med normalt tre bokstéver foljt av tre siffror pa sina reg-
istreringsskyltar. Vi antar att vi har 26 bokstéver (A-O) och forstas 10 siffror (0-9).

(a) Teoretiskt sett, hur manga olika registreringsskyltar finns det?

(b) Om vi skulle infoéra en regel att en bokstav aldrig far forekomma tva (eller tre) ganger pa samma
registreringsskylt och att inte heller en siffra far forekomma tva (eller tre) ganger pa samma skylt, hur
manga registreringsskyltar finns det nu?

8.2.3 Betrakta méangden S = {1,2,3,4}. Hur manga delméngder finns i S som

(a) bara har hogst ett av talen 2 och 4 med,
(b) bara har hogst ett av talen 1 och 3 med,

Ledning: Det #r bra att veta att [P(S)| = 2* = 16.

3. DIRICHLETS LADPRINCIP

Pa engelska kallas denna princip the pigeonhole principle och den kan Overgripande formuleras sa har: Lat
k vara ett positivt heltal. Om k 4 1 objekt ska ldggas in i k£ lador maste minst en av ladorna innehalla tva
objekt.

Ren intuitivt upplever vi detta som sjalvklart och vi ska véirdesétta den forstaelsen, for principen dr i grund
och botten valdigt enkel.

Vi ger dock Dirichlets ladprincip en mer precis matematisk formulering:

Dirichlets ladprincip: Om A, B &r tva dndliga méngder med |A| > |B| och f : A — B &r en funktion sa
kan inte f vara injektiv.

Méngden A spelar hér rollen av k + 1 (eller fler) objekt och méngden B spelar hér rollen av de k ladorna
som objekten ska placeras i. Funktionen anger vart varje objekt ska hamna och att det hamnar tva objekt i
en lada innebér att det finns tva olika x,y € A som har egenskapen att f(z) = f(y) som precis uttrycker att
funktionen inte ar injektiv. Det &r alltsa (som vi ocksa kénner pa oss) oundvikligt att tva objekt kommer att
hamna i samma lada vilket alltsa innebér att funktionen inte kan vara injektiv.

Exempel: Om vi véljer 11 godtyckliga heltal sa maste det finnas tva tal bland dessa vars differens &r jamnt
delbar med 10.

Losning: Beteckna med A méngden av dessa 11 tal. Om tva av talen sammanfaller sa ar differensen mellan
dem 0 som &r delbart med 10 sa vi studerar det andra fallet da alla talen &r skilda &t. Da har méngden A 11
element. Bilda nu funktionen

f A — Z1g

genom att sitta f(x) = den restklass som z tillhor i Zjg. Eftersom Zjo innehaller 10 element och A innehaller
11 element sa kan funktionen f inte vara injektiv, enligt Dirichlets ladprincip. Det finns alltsa skilda =,y € A
som uppfyller f(xz) = f(y), det vill sdga dessa skilda = och y ligger i samma restklass i Zjp. Men det innebér
precis att skillnaden mellan dem &r jamnt delbar med 10.

Resonemanget kan forstas foras for andra heltal &n 11, varje mangd av k + 1 heltal maste da innehalla tva
tal vars skillnad blir jamnt delbar med k.

Exempel: Ladprincipen kan ocksa anvandas i geometriska resonemang: visa att om 9 punkter placeras i en
kub med sidan 2 och ingen punkt placeras pa kubens gransytor sa maste tva av dessa punkter ligga pa kortare
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avstand dn /3.

Losning: For att se detta sa forestiller vi oss att kuben anges av C = (0,2) x (0,2) x (0,2) i R3, alltsa
kryssprodukten av de tre intervallen (0, 2), (0,2) och (0,2). (Hér ingar inte 0 och 2 sa att vi exkluderar kubens
gransytor.) Den hir kuben kan néstan ses som unionen mellan kuberna

Cr=[0,1)x[0,1)x[0,1), Cy=1[0,1)x[0,1)x[1,2), Cs=1[0,1)x[1,2)x[0,1), C4=[0,1)x[1,2]x[1,2),

Cs =[1,2)x[0,1)x[0,1), Cs=1[1,2)x[0,1)x[1,2), C7=][1,2)x[1,2)x[0,1), Cs=[1,2)x[1,2)x][L,2).

Problemet nér vi tar unionen mellan dessa 8 kuber ar att vi far med gransytorna som utgors av punkter som
har nagon komponent = 0, men det kommer inte att vara ett problem nér vi tillampar ladprincipen.

Tag nu 9 skilda punkter i kuben, beteckna dessa punkter med p1, ps,...,pg och bilda funktionen

f : {plap2a s ?pg} — {152,354,556) 75 8}

déar f(p;) véljs till det heltal i {1,2,3,4,5,6,7,8} som anger ordningsnumret pa den kub dér p; finns. Enligt
ladprincipen kan funktionen inte vara injektiv (eftersom [{p1,p2,...,po}| =9 > 8 = [{1,2,3,4,5,6,7,8}|) och
det finns alltsa tva punkter p; # p; med f(p;) = f(p;), det vill sdga dessa tva skilda punkter ligger i samma
delkub. Varje delkub har en speciell geometrisk egenskap och det &r att stérsta avstandet mellan tva punkter
i kuben ar v/3 och det avstandet kan bara méitas upp mellan tva punkter som ligger pa motstaende hérn. Men
eftersom alla kuber inte innehaller nagra motstaende horn sa maste avstandet mellan tva punkter vara stréngt
mindre #n v/3. De tva punkterna a;, a; ligger i nagon av kuberna och maste déarfor uppfylla detta det vill siga

de maste ha ett avstand mellan sig som &r stringt mindre dn /3.

OVNINGAR

8.3.1 Om vi har en byralada full med strumpor i tre farger, sdg svarta, vita och réda, vad ar minsta an-
talet strumpor som vi maste ta upp ur denna byralada for att vi garanterat ska ha tva strumpor av samma farg?

8.3.2 Antag att fem pilar kastas pa en rund piltavla som har radien 10 cm. Visa att tva av pilarna sikert
kommer att sitta ndrmare varandra &n 15 cm.

4. PERMUTATIONER

En permutation kan 16st sdgas vara ett satt att gora eller arrangera nagonting som generellt kan arrangeas
eller goras pa flera olika siatt. Manga problem i kombinatoriken handlar om situationer dér vi har ett antal
sitt att gora eller arrangera nagonting och vi stéller oss da fragan ”pa hur manga olika sdtt kan den hér
processen utforas”. Ett primért hjalpmedel for att finna antalet satt att utféra nagot eller arrangera nagot ar
multiplikationsprincipen och vi ska se pa ett antal exempel som far illustrera.

Exempel: Alex uppvaktar Kim och Kim gillar verkligen blommor, sérskilt rosor, tulpaner, liljor, lupiner
och maskrosor. Kim har ocksa sagt till Alex: ”Téank vad fantastiskt med mé&nniskor som kan skapa bra
blomsterarrangemang!”. Natten for ett mote med Kim ligger Alex vaken i sin sdng och grubblar éver blom-
sterarrangemang ... blomsterarrangemang ... blomsterarrangemang ...

Alex har gatt en kurs i linjar algebra och tanker sig forst att blommorna ska arrangeras i en rat linje sa
Alex gar till en florist med intentionen att kdpa blommor som sedan ska placeras i en rat linje. Floristen
har verkligen rosor, tulpaner, liljor, lupiner och maskrosor. Alex har rad att képa 3 blommor och da upp-
kommer genast fraigan hur manga olika blomsterarrangemang kan skapas av 3 blommor som laggs i en rad om
dessa blommor &r valda fran de 5 mojliga? (Alex ténker att det ska vara olika sorter och hogst en av varje sort).

Alex kanner till multiplikationsprincipen (fran en kurs i diskret matematik forstas) och inser att processen
att lagga 3 blommor i en rad valda fran 5 olika mdjliga blommor kan beskrivas som en process i 3 steg:

Steg 1. Valj forsta blomman. Det kan goras pa 5 sétt eftersom alla 5 ar tillgingliga eftersom inga tidigare har
valts.

Steg 2. Valj den andra blomman. Det kan goras pa 4 satt eftersom vi nu kan vélja mellan 4 olika, vi skulle ju
inte ha tva blommor av samma sort i arrangemanget.

Steg 3. Valj den tredje och sista blomman. Det kan goras pa 3 satt eftersom i de tva foregaende stegen valdes
tva olika blommor som inte far forekomma igen, det betyder att det ar 3 kvar att vélja mellan.
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Multiplikationsprincipen ger darfor att totala antalet sitt att skapa blomsterarrangmang blir
5-4-3.

Om vi anvander notationen n! for att beteckna talet n-(n—1)-...-2-1 sa kan vi skriva det hér talet sa hér:

5-4-3-2-1 5!
4.3="_-“J = - _ =
g s 2.1 2!

Detta tal ar 60 sa Alex grubblar 6ver dessa 60 olika arrangemang och véljer till slut arrrangemanget
Lupin-Tulpan-Ros
och hoppas att Kim kommer att uppskatta det.

Exempel: Ett par ar senare ska Alex och Kim hélla en fin mottagning med manga gaster. Kim minns att
Alex minsann kan skapa bra arrangemang av saker i rader sa Alex far uppdraget att fundera 6ver bordsplac-
eringen. Alex och Kim har kommit 6verens om att Alex ska forst placera 7 géster vid bordet och sedan ska
Kim placera de aterstdende 3. Innan Alex véljer en placering av de 7 géasterna funderar Alex pa hur manga
olika sétt placeringen kan goras. Alex inser att antalet sétt att skapa placeringar kan berdknas genom att se
skapandet av en viss placering som en process i 7 steg, dér steg 1 ar att placera forsta personen, steg 2 ar att
placera den andra och sa vidare. Steg 1 kan utforas pa 10 sitt, steg 2 pa 9 sétt, steg 3 pa 8 sétt, steg 4 pa
7 satt, steg 5 pa 6 satt, steg 6 pa 5 satt och slutligen steg 7 pa 4 sdtt. Sa det totala antalet sétt att skapa
placeringar, och darmed det totala antalet placeringar blir

10!
10-9-8-7-6-5-4:?:604800.

I fragestéllningar av den hér typen aterkommer talet (n%'k)' dér k < n. Talet upptrader nar vi vill valja k

olika objekt fran en méngd av n olika objekt och placera dem i en viss ordning. I forsta exemplet valde Alex
3 blommor fran en mangd av 5 mojliga, antalet satt att géra det blev da

5! 5!

217 (5-3)!
och i det andra exemplet valdes 7 platser ut vid ett bord som hade 10 platser totalt och det aktuella talet da

var
10! 10!

30 (10-7)

Det hér talet &r mycket viktigt sa det har fatt en egen beteckning, vi ger den beteckningen i en definition:

Definition: Lat n vara ett positivt heltal och lat 0 < k < n. Med beteckningen P(n, k) menas da talet

P(n,k):n-(n—l)---(n—(k‘—l)):mii!k)!.

Vi introducerar lite mer terminologi har:

Definition: Lat A vara en méngd med n olika element (i forsta exemplet hade vi 5 olika blommorna och
iandra exemplet hade vi de 10 olika platserna vid bordet). En permutation av A dr da ett arrangemang av alla
elementen i A dér alla elementen i A placeras i en viss ordning. En k-permutation av A ar ett arrangemang
dér k element viljs ut och placeras i en viss ordning (i forsta exemplet valdes 3 blommor fran 5 méjliga och i
andra exemplet valdes 7 platser ut fran 10 mojliga).

Genom att studera vara exempel ovan sa finner vi att foljande sats géller:

Sats: Antalet permutationer av en mangd med n element &r n!. Antalet k-permutationer av en mangd med
n element ar P(n, k).
OVNINGAR

8.4.1 Formulera ett bevis av att antalet k-permutationer av en méngd med n element verkligen &r P(n, k).
(Det betyder i princip bara att du skriver upp ett av foregaende exempel med talen n och k istéllet for de
konkreta tal som byggde upp exemplet.)

8.4.2 Formulera om din 16sning av 6vning 8.2.2 (b) med P(26,3) och P(10,3).
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8.4.3 I manga problemstéllningar anvinds en vanligt kortlek med 52 kort. Ange pa hur manga sétt vi kan
ta tva kort (utan aterldggning) fran en kortlek med 52 kort.

8.4.4 Antag att vi har en forening med 20 medlemmar. Pa hur manga olika sétt kan vi vélja en ordférande,
en sekreterare och en kassor fran dessa 20 som en styrelse?

5. KOMBINATIONER

Forra avsnittet handlade om problemet att hitta antalet k-permutationer fran en given mangd med n element.
Det var till exempel 60 3-permutationer (blomsterarrangemang) av en méngd med 5 element (blommorna).
Da vi haller pa med permutationer ar ordningen viktig: tva k-permutationer med samma element ar olika om
de ingaende elementen férekommer i olika ordning. Fragan ”Hur manga k-permutationer finns det?” &r alltsa
likvardig med fragan ”Hur manga ordnade dndliga féljder med k element kan man bilda da vi véljer element
ur en mangd med n moéjliga?” Vi ska nu dgna oss at en besldktad fraga:

”Hur manga mdngder med k element kan man vélja ur en mangd med n mdojliga?

Vi tar reda pa det genom att studera ett exempel, vi kommer att fa ett svar som till skillnad fran P(n, k)
inte réknar med ordningen pa de ingaende elementen: en méngd har ju till skillnad fran en foljd ingen ordning
bland de ingaende elementen.

Exempel: Betrakta en samling av 7 varelser, l1at oss sdga Axel, Kim, en flicka, en pojke, en hund, en katt
och en fisk. (Axel och Kim har ingatt ett partnerskap och bildat en familj och fatt en dotter och son.) Antag
nu ocksa att familjen har vunnit pa lotteri och att fyra varelser far aka pa en kryssning. Eftersom familjen
har 7 varelser sa maste familjen ocksa lotta ut resan internt: bara fyra av de sju medlemmarna far resa. Pa
hur manga olika sétt kan detta ske, det vill sdga: pa hur méanga olika sdtt kan 4 individer véljas fran en
méngd av sju mojliga? Vi kan ocksa formulera det som ”hur méanga delméngder med fyra element finns da vi
véljer element fran en mangd med sju?”. Vi vet inte &nnu vad detta antal ar, men lat oss beteckna det med (Z)

Losning: For att bestdmma vad (Z) kan vi anvanda multiplikationsprincipen. Som vi ndmnt ovan infor vi
alltsa talet (Z) for antalet delméngder med 4 element valda fran en méngd med 7 element. Vi véljer nu ett
annat sitt att formera P(7,4), som alltsa ar lika med antalet ordnade foljder av 4 element valda ur en méngd
av 7. Om vi gar tillbaka till exemplet med Axels och Kims familj sa &r talet P(7,4) antalet postkder som kan
bildas med 4 av de 7 individerna i familjen. Postkon ”flicka-fisk-katt-hund” skulle da vara en annan postko an
" fisk-flicka-hund-katt”. Vi ska nu se bildandet av P(7,4), alltsa antalet 4-permutationer fran en mangd med 7
element som en process i 5 steg:

Steg 1. Valj ut vilka 4 element som ska ingéa: detta kan ske pa (Z) satt. (I exemplet ovan skulle det kunna
vara valet av méangden { flicka, fisk, katt, hund} som hér inte skulle vara ett annat val &n méngden
{fisk, flicka, hund, katt} eftersom méngder inte har nagon inbordes ordning mellan sina element.

Steg 2. Valj ut vilket av de 4 valda elementen som ska vara forst, det kan ske pa 4 sétt.

Steg 3. Valj ut vilket av de 3 aterstaende elementen som ska komma sen, det kan ske pa 3 sétt.

Steg 4. Valj ut vilket av de 2 aterstaende elementen som ska komma sen, det kan ske pa 2 sétt.

Steg 5. Vilj ut vilket av det 1 aterstaende elementet som ska komma sen, det kan ske pa 1 sitt. (Ja, det &r ju
inte mycket till val, det finns ju bara ett kvar att vélja pa.)

Det vi gjort nér vi formerat P(7,4), alltsa antalet 4-permutationer ur en méngd med 7 mojliga ar alltsa
att forst valja ut de element som ska inga — detta gjordes i steg 1 — och sedan valdes den inbordes ordningen
mellan dessa 4 element, den inbérdes ordningen valdes i steg 2-5. Sammanfattningsvis finns da alltsa

7
.4.3.2.1
(1) 43

sitt att bilda antalet 4-permutationer fran en méngd med 7 element, vi har alltsa fatt fram likheten

P(7,4) = <D-4-3-2-1: (D 4

men da kan vi bara dividera bada led med 4! och fa

(D _ %p(?, 4)

och vi har lyckats rakna ut (Z)
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I exemplet ar talen 7 och 4 valda sa att de ska illustrera en generell sats men det finns forstas ingenting som
hindrar oss fran att lata talen 7 och 4 erséttas av godtyckliga tal, sa generellt har vi féljande sats:

Sats: Lat n och k vara givna heltal med 0 < k < n. Antalet sitt att vilja k element fran en méngd med n

element ar da
n\  P(nk) n!
k) kK kl(n— k)

Om vi nu later k£ och n vara som i satsen ovan sa ar som sagt (Z) antalet satt att vélja delméangder med k&

element fran en mangd med n element. Till exempel kan vi illustrera (Z) som antalet satt att valja ut k heltal
fran de forsta n positiva heltalen
{1,2,...,n}.

Men om vi rdknar antalet sitt att vélja ut k heltal fran den har méngden sa kan vi observera att varje gang
vi gor ett val av en méangd med k tal sa véljer vi ocksa ut vilka n — k element som inte ska vara med. Sa fort
vi bestdmmer oss for en delméngd av {1,2,...,n} sa ar ju ocksa komplementméngden bestamd. Varje val av
k tal fran {1,2,...,n} svarar ju da precis mot ett val av de n — k element som inte ska vara med. Sa antalet
sitt att valja k element fran n mojliga maste alltsa vara lika med antalet satt att valja ut n — k element fran
n mojliga. Vi har genom ett kombinatoriskt resonemang kommit fram till formeln

n 1 n! 1 n! 1 n! n! n
<l<:> Sk m—k) (n—k)! kKl (n—k)! (n—(n—-Fk)) n-FKMn-(n-FkF) <n—k>

Vissa forfattare anvander termen kombination for delméngd och dven termen k-kombination for en delmangd
med k element, det ar inte sa vanligt pa svenska och vi kommer inte att anvinda den termen men termen
har d4nda givit namn till det hér avsnittet av den anledningen. Vi skulle ocksa kunna satt namnet ” Antalet
Delméngder Av En Given Méngd” men det blev lite mastigt med ett sidant namn. Ett annat namn skulle
kunna vara ”binomialkoefficienter” for talet

n
(+)

kallas ocksa en binomialkoefficient av anledningar som vi kommer att se langre fram. Vi ska nu studera lite
mer exempel som involverar binomialkoefficienter, alltsa tal av typen (Z)

Vi kan ocksa verifiera formeln algebraiskt:

Exempel: Hur manga kommittéer bestaende av 6 personer kan véljas fran en grupp bestaende av 20 kvin-
nor och 10 mén om kommittén ska besta av tre personer av varje kon?

Losning: Vi ska vélja ut 3 kvinnor och 3 mén. Vi kan beskriva det som en process i tva steg: vélj forst
kvinnorna och dérefter ménnen. Kvinnorna kan véljas pa (2&?) siatt och méannen kan véljas pa (130) satt och
enligt multiplikationsprincipen blir det totala antalet sitt att vélja kommittéer lika med

(20) (10) 20! 100 20-19-18-10-9-7

= . = = 119700.

3r-17 3.7 3-2-3-2
Exempel: En man anmérker att hela gruppen bestar av 2/3 kvinnor men bara 1/3 mén. Han tycker att kom-
mitténs sammanséttning bor aterspegla dessa proportitioner sa han kraver att kommitténs sammansattning
andras till 4 kvinnor och 2 man. Hur manga méjliga kommittéer kan nu bildas?

3 3) =

Lo6sning: Vi behdver bara géra om samma berdkningar med talen 4 och 2 istéllet for de tva 3:orna och vi
far nu det nya resultatet

<20> <10> 20! 10! 20-19-18-17-10-9

= . = = 218025.
4 2 41-16! 2!-8! 4.-3-2-1-2-1

Som vi ser ar det nédstan dubbelt sa manga.

OVNINGAR

8.5.1 Vi atervander till vanliga kortlekar med 52 kort. I spelet poker tilldelas varje spelare 5 kort, en
uppséattning av 5 kort i ett pokerspel kallas en "hand”. Hur manga pokerhénder finns det?

8.5.2 Visa foljande identiteter, har géller 0 < k < n:
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) =1L (1) =(") =n,
= (") + () (k> 0.)

8.5.3 Pa hur manga olika satt kan en férening med 15 medlemmar véalja en arbetsgrupp med 5 personer i?

8.5.4 Antag att foreningen i féregaende uppgift har medlemmar av tva olika slag, 8 av medlemmarna har
varit med i foreningen i mer &n 10 ar. 7 av medlemmarna har inte det. P& hur manga olika sétt kan en
arbetsgrupp (som i forra uppgiften) véljas om kravet &r att exakt 3 av medlemmarna i arbetsgruppen ska
ha varit medlemmar i mer &n 10 ar? (De aterstaende 2 medlemmarna i arbetsgruppen ska alltsa ha varit
medlemmar i 10 ar eller mindre.)

6. REPETITIONER MED MERA

Vi ska nu fortsétta studera urvalsprocesser som involverar val i flera steg. Vi kommer kunna anvénda dessa
satt att beskriva urvalsprocesser for att gora sannolikhetsberdkningar och det kommer i sin tur att hjalpa oss
att forsta strukturen pa méngder battre. Multiplikationsprincipen kommer att vara en grund for dessa vidare
utvecklingar av teorin. Vi studerar detta genom att ge exempel som vi generaliserar till satser. Vi ska borja
med att ge alternativa tolkningar av bade P(n, k) och (Z)

Talet P(n, k) kan beskrivas som antalet sitt att lagga k olika objekt i n lador med hogst ett element i varje
lada: alltsa de k lador som ska ha ett objekt i sig véljs ut och eftersom objekten &ar olika blir ordningen pa
ladorna relevant. Observera att i det har synséttet dr elementen som viéljs ut sjilva ladorna. Och talet P(n, k)

var da givet av formeln
|

n!
Pn,k)=nn—1)---(n—k+1) = TR

En alternativ tolkning av den hér situationen ar om vi har en sa kallad urna med n olikfargade kulor i och

tar upp k kulor i en bestdmd ordning. Antalet olika sitt att ta upp dessa k kulor, i olika ordningar, blir ocksa

just talet P(n, k). Nar vi talar om urnmodeller brukar vi ocksa ange om vi ska ldgga tillbaka kulor eller inte och

da vi tar upp kulor ur urnan och raknar antalet ordningsféljder sa laggs inga kulor tillbaka i urnan, vi sdger da

att urvalsprocessen ar utan daterldggning. I urnmodellen valjs alltsa kulor ut, i ladmodellen ovan valdes lador ut.

Vi atervander till att ldgga objekt i lador och studerar variationen som uppkommer om alla objekt ar exakt
lika. Antalet mojligheter att lagga k precis likadana objekt i n lador med hogst ett objekt i varje lada blir da
(Z) som kan uppfattas som det tal som rédknar antalet delméngder med k element valda fran n mojliga, det
som vi véaljer ut i lddmodellen &r alltsa de k lador som ska ha ett objekt i sig.

Motsvarande urnmodell kan beskrivas genom att vi studerar hur manga sétt det finns att utan aterlaggning
ta upp k kulor fran en urna som innehaller n olika kulor dér alla kulor &r olika och dar ordningen inte ar viktig.
Det blir helt enkelt (Z) som da rdknar antalet delméngder med k element nér dessa véljs fran en mangd med
n element.

Vi atervander nu till modellen dér vi lagger objekt i lador och studerar situationen dar vi kan lagga flera
objekt i varje lada. Det uppstar en repetition i och med att vi kan vélja samma lada flera ganger, darav titeln
pa det har avsnittet. Vi tar ett exempel.

Exempel: Pa hur manga sitt kan vi lagga tre kulor, en bla, en réd och en gul i fyra olika lador om vi far
lagga hur manga kulor vi vill i varje lada?

Lo6sning: Alla tre kulor kan laggas hur som helst, ingen lada blir nagonsin full (enligt problemets férutséttningar)
sa det finns 4 satt att placera den gula, den réda och den bla s& enligt multiplikationsregeln blir totala antalet
satt att lagga alla kulor

4-4-4=4% = 64 sitt.

Motsvarande urnmodell som illustrerar samma princip som ovanstaende exempel kan formuleras sa hér:
betrakta en urna innehéllandes fyra kulor av olika férg: en bla, en gul, en réd och en gron. Om tar upp
en kula tre ganger fran denna urna och légger tillbaka kulan mellan varje gang (detta kallas att vi tar ” med
aterliggning”), pa hur méanga olika siitt kan detta ske? Svaret blir som ldsaren troligen inser aterigen 43.

Vi atervander nu till situationen dar vi vill lagga kulor i lador. I det ovanstaende har vi utrett situationen
da vi lagger olikfargade kulor i olika lador. Vi vill nu lista ut pa hur manga olika satt man kan ligga samma
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typ av objekt som kan representeras av likafdrgade kulor. Vi studerar detta genom att ge ett exempel som
delvis anknyter till elektroteknik.

Exempel: Nicola Tesla var en berémd uppfinnare som gav oss trefassystemet for distribution av elkraft.
Han tyckte mycket om duvor och bestéllde speciella fréer for att mata duvor i parken. Vi tanker oss da situ-
ationen att Tesla kastar ut 5 frén och tre duvor kommer och tar dessa fron. Hur manga olika sétt kan dessa
fron fordelas bland duvorna?

Losning: Vi loser det har problemet genom att representera fréna med nollor, fem fron representeras alltsa
av symbolerna
0 00 0 O

Till dessa symboler ska vi ldgga symbolerna 1 och 1 och vi ska representera ett utfall av en matning genom att
bilda strangar av symbolerna 0 och 1 pa foljande sétt:

(1) Forst anges antalet frorn som duva 1 &dter genom att att ett antal nollor skrivs.

(2) Sedan anges en etta for att symbolisera gransen mellan det som den forsta och den andra duvan ater.
(3) Sedan anges ett antal nollor som symboliserar det som den andra duvan &ter.

(4) Efter det anges en etta som symboliserar gréansen mellan det den andra och den tredje duvan ater.
(5) Till sist anges de nollor som symboliserar de frén som den sista duvan ater.

Dessa striangarna kommer alltsa att vara 0000011, som symboliserar att den férsta duvan fick alla frén, 0000101
som symboliserar att den forsta duvan fick 4 frérn, den andra duvan fick ett fré och den sista duvan inget och
sa vidare till 1100000 som symboliserar att den sista duvan fick alla fron.

Eftersom varje striang respresenterar precis en distribution av fron mellan duvorna sa svarar varje strang
mot precis ett utfall av urvalsprocessen sa genom att rdkna antalet strangar med 7 symboler bestaende av fem
nollor och tva ettor kan vi alltsa riakna antalet sétt att bland tre duvor fordela fem fron. Sa var fraga kan alltsa
formuleras om till pa hur manga olika sitt kan strangar av detta slag skapas? Svaret ar enkelt, vi kan se det
som ett urvalsproblem dér vi har sju symboler som alla antingen ska vara 1 eller 0 och det ska vara tva ettor.
Antalet sadana strangar svarar da mot att vi raknar pa hur ménga olika sétt vi kan véalja de 2 positioner som
ska vara ettor: och det blir

7 3+5-—-1 n+k—1 n+k—1 " T\ e
<2> =21 = ( 3_1 ) :< ) :< f > (eftersom (ppq) = (pqq) for alla p, q).

n—1

ddr n = 3 och k = 5. Nu har vi infért symbolerna n, k eftersom det inte finns négonting i detta exempel som
ar specifikt for 3 eller 5, det fungerar utmarkt generellt och dérfér har vi en formel som fungerar for alla n, k.
Vi ger en lista pa alla dessa strangar som fungerar som representationer av fordelningar av frén bland duvor:

0000011, 0000101, 0001001, 0010001, 0100001, 1000001, 0000110, 0001010, 0010010, 0100010, 1000010,
0001100, 0010100, 0100100, 1000100, 0011000, 0101000, 1001000, 0110000, 1010000, 1100000.

Och som vi ser ar det precis 21 sadana strangar. Denna procedur &ar forstas anvandbar for att berdkna antal
sitt att fordela identiska kulor i olika lador med mdjlighet att lagga flera kulor i varje lada. Vi ger nu ocksa
en Overblick av fyra olika formler som vi hérlett for olika fordelningssituationer. Denna ges i tabell (1).

TABLE 1. Antal satt att lagga k kulor i n numrerade lador ar

Identiska kulor | Olika kulor
Hogst en kula per lada () P(n, k)
Hur manga kulor som helst i varje lada ("le_l) nk

Vi ska avsluta det hér avsnittet genom att studera en speciell applikation av multiplikationsprincipen:
omordning av objekt som omvaxlande ar lika och olika. Vi tar ett exempel direkt:

Exempel: Ett anagram av ett ord ar en foljd av bokstéver som innehaller bokstaverna i detta ord. Till
exempel ar 7ASPRI” ett anagram av ”PARIS”. Det engelska ordet ”THINK” har ett anagram som ser ut sa
héar: "KHNIT”. Fragan ar nu hur manga anagram ordet

ANNAGRAM

har. (Detta &r en felstavning av ordet anagram.)
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Lo6sning: Vi ska bilda ett anagram av bokstdverna A, N, N, A G, R, A, M. Vi kan 16sa det har problemet

genom att se formerandet av ett anagram som en process i 3 steg:

1. Valj pa vilka positioner A:na ska sta: vi har 8 méjliga positioner och 3 A:n sa detta kan goras pa (g)
satt.

2. Valj var N:en ska sta: vi har 5 positioner kvar och 2 N sa detta kn goras pa (g) satt.

3. Valj till sist konstellationen av G, R, och M: vi har 3 positioner kvar och bokstaverna G,R,M kan
placeras pa dessa positioner pa 3! sétt.

Totalt sett blir det alltsa (g) . (g) -3l = %%3! = 3% =4-7-6-5-4 = 3360 anagram av ordet ANNAGRAM.

OVNINGAR
8.6.1 Hur manga olika sekvenser av bokstaver kan astadkommas genom att omordna bokstédverna i ordet
"MATEMATIK”?
8.6.2 Betrakta nedanstaende ekvation dar x1,xs,x3 ar heltal.
1 + x9 + x3 = 10.

Vi vill betrakta antalet 16sningar till den hér ekvationen. Till exempel ar x1 = 1, x9 = 2, 3 = 7 en 16sning.

(a) Om vi antar att vi alltid har 1 > 0,29 > 0,23 > 0, visa att antalet l6sningar &ar

100+3-1\ (12
10 -~ \10/)°
(b) Om vi antar att vi ddremot har x1 > 1,29 > 1,23 > 1 visa att antalet 16sningar nu &r
T+3-1\ (9
7 - \7)
Ledning: Betrakta en l6sning som ett sitt att placera 10 kulor i tre urnor (i (a)) och 7 kulor i ett visst antal
urnor (i (b)).
8.6.3 Hur manga l6sningar till olikheten

1 +x2+ 23 <10

finns det om x1,x9,x3 som i forra uppgiften alla &r heltal > 07 Ledning: Studera antalet losningar till en

ekvation liknande den i forra uppgiften men med fyra termer i vansterledet.

8.6.4 Pa hur manga olika sitt kan vi placera fem bla kulor och fyra réda kulor i tre urnor om kulorna far
placeras hur som helst?

7. BINOMIALSATSEN

Betrakta multiplikationen som ingar i uttrycket (a +0b) - (a +b). Fran tidigare matematikstudier kommer vi
i hag att det hir uttrycket dr lika med a? + 2ab + b? och vi ska nu studera i detalj hur det uppkommer. Vi ser
pa en figur:

a b

Att berdkna uttrycket (a + b) - (a + b) kan liknas vid att berdkna arean av den kvadrat som illustreras i
figuren. Den har sidan a + b och nér vi multiplicerar a + b med sig sjélv (som mvi gor nér vi berdknar arean av
en kvadrat) sa behover varje term i a + b, det vill séga a:et och b:et var for sig, multipliceras med varje term
ia+ b det vill sdga a:et och b:et igen. Varje term i forsta parentesen ska alltsd multipliceras med varje term
ur den andra parentesen. Det ger upphov till produkterna a-a = a?, a-b=ab, b-a = ba, and b - b = b? som
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alla kan tolkas som areor i figuren. Sedan ska dessa resulterande produkter adderas for att berdkna den totala
arean och det ger upphov till summan
a® + ab + ba + b* = a® + 2ab + b?

som #r det vilkinda uttrycket for (a + b)2. (Det hir brukar dven kallas férsta kvadreringsregeln.) Det #r nu
vart att observera att beskrivningen ovan med att ”alla termer ur alla parenteser ska multipliceras med alla
termer i alla andra parenteser” ar en kombinatorisk beskrivning av hur vi nar ett algebraiskt uttryck: de fyra
termerna i a® + ab + ba + b uppnas genom att vi viljer alla méjliga kombinationer att multiplicera de tva
termerna (a och b) ur den forsta parentesen med de tva termerna ur den andra parentesen (ocksa a och b).
Enligt multiplikationspricnipen far vi da 2 - 2 = 4 mdjligheter och darfér de 4 termerna

a®, ab, ba, och b?

vars summa ar det valkdnda uttrycket i forsta kvadreringsregeln.

Vi ska gora detta kombinatoriska uttalande igen i det generella fallet, alltsa for en allmén potens, men forst
ska vi betrakta potensen 3 for att lattare kunna gora generaliseringen till en allmén potens.

Vi betraktar alltsa (a + b)® och skriver det som
(a+0b)-(a+Db)-(a+b)

och om vi skriver upp alla produkter som resulterar ifran processen att multiplicera varje term ur varje parentes
med varje annan term ur alla andra parenteser sa far vi en lista pa dessa termer med féljande utseende:

aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb.
och nar vi summerar dessa termer far vi
(a +b)(a+b)(a+b) = aaa + aab + aba + baa + abb + bab + bba + bbb = a* + 3a®b + 3ab* + b°.
Vi ska nu generalisera det hér till en allmén potens n och vi vill alltsa berédkna
(a+0b)"

dér n ar ett positivt heltal och a och b ar vilka tal som helst. D& vi multiplicerar ihop alla n parenteser pa
samma sétt som for n = 2 och n = 3 sa kommer vi fa en rad uttryck som ska summeras. Dessa uttryck kommer
att vara pa formen a’ - b¥ diir j + k = n. Till exempel sa vi att uttrycket for (a + b)3 bestod bland annat av
termerna a® = a®? (34+0 = 3), a?b! (2+1 = 3) och sa vidare. Uttrycket for (a+ b)™ nir vi multiplicerat ihop
alla termern i alla parenteser med varandra kommer alltsa att se ut sa hér:

(1) (a4 b)" = (koeff) - a"b° + (koeff) - a" o' 4 ... + (koeff)a'b" ! + (koeff) - a®b"

dér uttrycket "koeff” star for en koefficienter som vi inte &nnu vet vilka de ar.

Sa fragan ar vilka ar dessa koefficienter? Vi studerar varje term for sig och vi ska fora ett kombinatoriskt
resonemang for att lista ut vilka koefficienterna #ir. Sa vi bérjar med den forsta termen: (koeff) - a™b°. Hur
uppkommer denna term? Jo, det ar da vi vid ihopmultiplikationen véaljer a fran samtliga parenteser av formen
(a+Db). Det finns endast ett sitt att gora det och det ar att vélja a fran samtliga parenteser sa den koefficienten
maste vara 1. Alltsa har vi ekvationen med nummer (1) ovan givet av

(2) (a+b)" =1-a"b° + (koeff) - a" 10 + ... + (koeff)a'b" ™! + (koeff) - a%b™.

Vi gar vidare till andra termen: (koeff) - "~ 1b! — hur uppstér den? Jo, genom att vi viljer a fran n — 1
parenteser pa formen (a + b) och b fran 1 av parenteserna. Koefficienten raknar da antalet sitt som det &r
mojligt att gora detta val och koefficienten kommer alltsa att bli lika med antalet sétt att vilja ut 1 parentes
som vi tar b ifran, fran n maojliga parentser, det ar alltsa

(1) ==

och pa liknande sétt kan vi inse att den forsta koefficienten (som var 1) svarar mot ett val av 0 parenteser av n
mojliga som vi tar b ifran, det vill sdga vi tar a ifran alla parenteser, och koefficienten rédknar antal mdojligheter

att gora detta som blir
n\ n! _1
0) 0-(n—-0)

Och sjélvklart uptréader ett monster hér sa att (1) i sjalva verket ges av

n_ (Y nj0 Y n-1;1 Y\ pn-2;2 n 1;n—1 Y\ o3n
(a+ ) —<O>ab+<1>a b+<2>a b+...+<n_1>ab +<n>ab
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och detta &r uttrycket i binomialsatsen och det forklarar ocksa namnet ”binomialkoefficient” pa uttrycken av
typen (7). Vi har alltsé:

Sats: Binomialsatsen For varje positivt heltal och varje par av reella tal a,b har vi

n_ (™) nj0 Y n—1;1 N\ n-2;2 n 1;n—1 n On_n Y\ n—kpk
(a+b)—<0>ab+<1>a b+<2>a b+...+<n_1>ab +<n>ab—kzo<k>a bE.

Uttrycket a+ b har tva termer och déarfor kallas det ett binom. Ordet bi betyder ju tva och hér har vi ocksa
forklaringen till ”bi” i ordet ”binomialkoefficient”.

Vi ska nu studera egenskaper hos binomialkoefficienterna baserat pa mer kombinatoriska resonemang.

Exempel: Betrakta (D Den betecknar alltsa antalet sitt att valja ut 4 objekt fran en méngd bestaende
av 7 element. Beteckna ett tag dessa sju element med

01, 02, 03, 04, 05, 05, och or.
Genom att fasta uppméarksamheten pa ett visst element, sidg o1, sa kan vi berékna (Z) som en summa av tva
tal, A och B dar

(1) A = antalet sétt att valja ut 4 element fran de 7 givna, givet att o; &r med.
(2) B = antalet sitt att vélja ut 4 element fran de 7 givna, givet att oy inte ar med.

Det hér ar en enkel tillampning av additionsprincipen for antingen ar o; med i valet av delméngd av
{015 02, 03, 04, 05, Og, 07}

eller sa ar op inte med. Men bade talet A och B &r enklare att rdkna ut &n (Z), talet A blir ju bara (g)
eftersom det ar givet att o1 ska vara med och da maste de 6vriga 3 elementen véljas fran {02, 03,04, 05, 06, 07}

som &r 6 till antalet. Pa samma sétt blir B = (g) eftersom alla 4 element som ska vara med nu ska véljas fran

{02, 03,04, 05, 06,07 }. Sammantaget har vi
™ _ (6, (6
4)  \3 4

och det &r forstas ingenting som &r speciellt med 7 och 4, sa fort vi har heltal n, k med k& < n sa kan vi resonera

pa samma sitt och fa
n)y (n-—1 n n—1
k) k k—1)

Den hér identiteten kallas Pascals Formel och den ger upphov till en struktur pa méangden av alla bino-
mialkoefficienter. Den strukturen kallas Pascals Triangel och den ar en karta 6ver alla binomialkoefficienter.
Da vi ritar Pascals triangel utgar vi fran att (g) = (Z) = 1 for alla naturliga tal n. Da kan vi sitta alla
binomialkoefficienter av detta slag langd med kanten av en triangel som far féljande utseende:

n=0: 1
n=1: 1 1
n=2: 1 2 1

n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 4 1

De 6vre kanterna ar som sagt alla binomialkoefficienterna pa formen (8) = (Z) =1, alla dem ar lika med 1.

Det inre av triangeln &r da binomialkoefficienter som kan beriknas med hjalp av Pascals formel. Till exempel

: ()-0)-(0)--

och det ar 2:an i det inre i mitten och vi far den genom att summera de tva binomialkoefficienterna som ligger
diagonalt 6ver, alltsa ((1]) =1 och G) = 1. Pa samma sitt har vi

(1) = () (1) 2=

och sa vidare. Om vi tittar noga sa ser vi ocksa att binomalkoefficienterna for varje utveckling av (a + b)™
ligger inbidddade pa varje rad. P& rad 0 har vi bara en 1:a och (a+5b)° ér ju lika med 1. Parad 1 har vi 1 och 1
och (a+b)! &r ju bara 1-a+ 1-b. Vidare, pa rad 2 har vi koefficienterna 1 2 1 och enligt 1:a kvadreringsregeln
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géller ju som bekant (a +b)? = 1-a? +2-ab+ 1-b? och monstret fortsitter forstas vidare for hogre potenser.

Exempel: Har utvecklingen av (23:2 — %)10 nagon konstant term? Nagon z-term? Nagon z2-term?

Losning: En direkt tillimpning av binomialsatsen ger:

(2952 _ i) v _ f: <1£> (24:2)10-F . (_é)k _ i (1]3)210%20%(_1)%;3 _ f: (1]5))2101?(_1)%203@

Och vi staller oss alltsa fragan om detta uttryck har nagon konstant term. Det skulle i sa fall krdvas att
exponenten for x ar 0. Kan exponenten for x vara 0?7 Nej, for exponenten for x ar 20 — 3k och om det &r 0
sa skulle 20 = 3k och 20 &r inte delbart med 3. Sa det finns inga konstanta termen i uttrycket ifraga. Pa ett
liknande sitt kan lasaren Overtyga sig om att det inte heller kan finnas ndgon z-term. Déaremot finns faktiskt
en x2-term och vi kan fa fram den genom att forst soka det k for vilket 20 — 3k = 2. Detta &r en ekvation i k
som har losningen k£ = 6 och om vi satter £k =6 i

<1£> 210714: (_1)14:.%,2073]4:

sé uppstar z2-termen och koeffficienten framfor 22 blir da

(160>2106(_1)6

s& hela z?-termen ges av

10 10-9-8-7
<6>210_6(—1)6-x2:24W-x2:24-10-3-7-902:210-16-352:3360-352.

Vi ska avsluta kapitlet med ett elegant resultat, vi visar att summan av alla binomialkoefficienter pa rad n
i Pascals triangel alltid blir lika med 2". Vi formulerar detta lite mer matematiskt:

Sats: For varje heltal n > 0 galler

Bevis: Enligt binomialsatsen kan vi skriva

fZ(Z)=§nj(’;)-1n-k-1k:<1+1)n:2n

k=0

och beviset ar klart.

Detta resultat kan kopplas ihop med potensméangder fran kapitel 2, om vi har en méngd bestaende av n
element, fragan ar da hur manga delméngder finns det i den mangden? Vi vet fran kapitel 2 att detta an-
tal ar lika med 2™, men vi kan ocksa berdkna antalet delméngder av en méngd pa foljande satt. Borja fran 0 och

Steg 0.

Steg 1.

lagg forst till antalet delméngder som har 0 element (det &r bara en som &dr tomma méngden) som
ocksa kan skrivas som
n
=1
(5) =v

som alltsa &r antalet sitt att vélja ut 0 element fran en méngd med n méjliga. Detta svarar mot forsta
termen i summan vi hanterat i satsen ovan.
Légg sedan till antalet delméngder som har 1 element (det &r n stycken) som ocksa kan skrivas som

Q)

som alltsa ar antalet sdtt att valja ut 1 element fran en mangd med n mojliga. Detta svarar mot andra
termen i summan vi hanterat i satsen ovan.



18 KAPITEL 8 - KOMBINATORIK

Steg n Léagg till slut till antalet delméngder som har n element (det &r 1 stycken ndmligen méngden sjilv) som

ocksa kan skrivas som
") =
. —

som alltsa ar antalet sdtt att valja ut alla n element fran en méangd med n mojliga. Detta svarar mot
andra termen i summan vi hanterat i satsen ovan.

Sammantaget vet vi att denna summa dr 2" (fran kapitel 2) men uppenbarligen blir den ocksa summan av alla
binomialkoefficienterna sa att vi aterigen har
" /n
=2"
> (1)

k=0
Kolla att detta stimmer genom att summera alla element fran nagra rader i Pascals triangel ovan.

OVNINGAR

8.7.1 Ovan visas Pascals identitet kombinatoriskt, alltsa med ett resonemang om hur saker och ting kan
valjas. Ge ett algebraiskt bevis av Pascals identitet, visa alltsa att for alla heltal n > k& > 1 har vi

B-G)=()

8.7.2 Skriv ner utvecklingen av (z + y)° med hjilp av binomialsatsen, rikna ut varje binomialkoefficient
explicit.

8.7.3 Visa att > p_,(—1)*(}) = 0.
8.7.4 Beridkna (Z) och jamfoér med (g) Jamfor dven vardena av (g) och (g)

8.7.5 Rita en jattestor Pascals triangel genom att anvidnda Pascals identitet och rekursivt komma fram till
vad som ska sta pa varje rad. Verifiera att din 8:e rad har utseendet

1 8 28 56 70 56 28 8 1

och kontrollera att du far summan till 28.

8.7.6 Finn binomialutvecklingarna av foljande uttryck. Forenkla sé langt som mojligt.

(
(
(c) ExQ +y)°

BLANDADE OVNINGAR

Det finns inte blandade ovningar till detta kapitel, ga istdllet direkt pa gamla tentamensuppgifter.

SVAR TILL DE FLESTA OVNINGARNA

8.1 Principen for inklusion och exklusion.

8.1.1. For att visa att
’A1UA2U...UA7L‘ = ’Aﬂ—i—‘Ag’—l——i—‘An’
alltid géller da alla ingdende méngder ar parvis disjunkta utgar vi fran att
[EUF|=|E|+|F|

d& méngderna F, I’ ir disjunkta. For matematisk induktion infér vi nu predikatet
n
Q(n) < For n parvis disjunkta méngder A, Ay, ..., A, géller |[A; UA3U...UA,| = Z | Ay |
k=1

och ett induktionsbevis 6ver n innebér som vanligt att visa Vn € N : Q(n). Vi tar nu de tre stegen i induktionen:
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Steg 1. Verifiera att VL1 = HL; i Q(1). Vi har
1
VL = |A| respektive HL, = Z |Ak| = |A1]
k=1
det ar alltsa trivialt sant att VL1 = HL; dvs Q(1) géller.

Steg 2. Visa nu, for godtyckligt p € N, att implikationen Q(p) = Q(p + 1) géller, vi gor detta genom
att gora induktionsantagandet @, det vill séga att

p
AL U Ay U A = | Ay
k=1

for alla foljder av parvis disjunkta mangder Ay U Ay...U A, och vi later nu Ay, A, Ay, ..., Apiq vara
en godtycklig f6ljd av parvis disjunkta mangder. Vi ska nu visa Qp+1, dvs att
p+1
‘Al UAsy...U Ap+1’ = Z ‘Ak‘
k=1

Som vanligt infor vi beteckningarna V' L,/ H L,, respektive V' Ly, 1/H Ly, for att slippa skriva sa mycket.
Antagandena ovan innebar att méngderna

E:A1UA2...UAP och F:Ap+1
ar disjunkta, vilket innebér att

VLpi1 =|A1UA...UA,UA, 1| =|EUF|=|E|+|F|=

P
A1 U Az U A+ Al = 3 1Al + [Apa]
k=1
har har vi anvant induktionsantagandet. Men detta sista tal ar precis lika med
p+1
> Al
k=1

vilket ju &r HL,y vilket visar att VL, = HLy,; foljer av antagandet VL, = HL, det vill saga
implikationen Q(p) = Q(p + 1) &r visad vilket fullbordar steg 2 i induktionsbeviset.

Steg 3: Steg 1 och steg 2 tillsammans med induktionsaxiomet fullbordar beviset.

8.1.2 Antag att vi har 50 studenter dér 35 studenter har klarat en kurs i databasteknik och 25 studenter
klarat en kurs i diskret matematik och 19 studenter har klarat bada kurserna. Hur manga har inte klarat
nagon av kurserna?

8.1.2. Vi infor méngderna

A = méngden av studenter som klarat databaskursen
B = méngden av studenter som klarat kursen i diskret matematik

Vi soker |A¢ N B€|. Texten i uppgiften ger oss: |A| = 35, | B| = 25 respektive |[A N B| = 19. Mangdalgebra och
principen for inklusion och exklusion ger oss:

|A°N B°| =50 — |[AUB| =50 — (|A| + |B| — |[AN B|) = 50 — (35 + 25 — 19) = 50 — 41 = 9.

8.1.3. Beteckningar fran foregaende uppgift och denna uppgift ger oss:

|A| =35
|B| = 25
|JANB| ==

och ekvationen som uppstar fran principen for inklusion och exklusion far utseendet
|JAUB|=|A|+|B|-|ANB|< |AUB|=35+25 -z < 2 =60—|AUB|.

Om vi inte vet hur stor |A N B| &r sa kan |A U B| variera mellan 35 och 50 (35 svarar mot att |A N B| = 25,
som innebér att B C A och 50 svarar mot att AU B técker in samtliga 50 studenter). Dessa grénser pa |AU B
resulterar i grénserna

60 — 35 =25 respektive 60 — 50 =10
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pa x sa svaret dr att 10 < x < 25.

8.2 Additions- och multiplikationsprinciperna.

8.2.1. Multiplikationsprincipen ger att antal satt som hela forloppet kan ske pa &r
6-6=36

sitt. Detta svarar mot en process i tva steg dar varje steg dr "kasta en tarning”. Varje steg kan kan utfalla pa
6 satt.

8.2.2. 1 (a) kan vi se uppbyggnaden av en registreringsskylt som en process i sex steg dar vi i de forsta tre
stegen valjer en av 26 bokstéver och i de sista tre stegen véljer en av 10 siffror. Totalt antal registreringsskyltar
som da kan uppkomma blir

26-26-26-10-10-10 (= 17576000).

I (b) modifierar vi processen sa att vi aldrig véljer samma bokstav tva ganger respektive aldrig samma siffra
tva ganger, motsvarande antal registreringskskyltar blir da

26-25-24-10-9-8 (= 11232000).

8.2.3. Nar vi raknar antalet delméngder som har vissa egenskaper till en viss mangd kan vi lika garna rakna
antalet sitt att stegvis vélja delméngder med dessa egenskaper. For att 16sa (a) infor vi méngderna

Ay = sétt att vélja delmangder fran S dar talet 2 ar med
A4 = sétt att vélja delmangder fran S dar talet 4 ar med

I (a) soker vi antal sitt att vélja delméngder déar hdgst ett av talen 2 och 4 & med. Med ovanstaende
beteckningar kan vi teckna detta tal som

(A2 N Ag)°| = [P(S)] — [A2 N Ay.
Men |As N A4l representerar antal delméngder som har bade 2 och 4 med, det maste bli 22 = 4 sa vi far
[(Ap N Ay =2 =22 =16 —4 = 12.

i (b) infor vi méngderna

Ay = sétt att vélja delmangder fran S dar talet 1 ar med
Az = sétt att vélja delmangder fran S dar talet 3 ar med

och vi séker hir |(A; N A3)¢| som av symmetriskill (exakt samma resonemang som i (a)) ocksa blir 24 — 22 =
16 —4 =12.

8.3 Dirichlets ladprincip.

8.3.1. Vi kan uppfatta tagandet av strumpor ur byraladan som att vi lagger kulor i tre urnor, en svart urna
(da vi tar upp en svart strumpa), en vit urna (da vi tar upp en vit strumpa) och en réd urna (da vi tar upp
en rod strumpa). For att vi garanterat ska ha tva kulor i en urna (som motsvarar tva strumpor med samma
farg) da vi har dessa tre urnor (strumpférger) maste vi alltsa ta upp minst 34+1=4 strumpor for att garanterat
fa tva av samma farg. (Véarsta fallet — fyra strumpor — dr ju om vi far en svart, en vit, en r6d strumpa som
forsta tre, den sista fjdrde strumpan som vi tar upp kommer ju da garanterat att ha samma farg som nagon
av de foregaende.)

8.3.2. Piltavlan kan delas in i fyra kvadrater med sidan 10 cm som téacker piltavlan fullstédndigt. Dessa fyra
kvadrater ar fyra omraden inom vilka alla 5 pilar kommer att hamna. Enligt ladprincipen hamnar garanterat
tva av pilarna inom samma kvadrat, eftersom storsta avstandet mellan tva punkter i en kvadrat med sidan 10
cm dr v/2-10 cm < 15 cm kommer dessa tva pilar att garanterat sitta nirmare varandra én 15 cm. (Egentligen
14.14... cm.)

8.4 Permutationer.
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8.4.1. Antalet k-permutationer ar antalet sitt att omordna k element valda fran n mdjliga. Vi anvénder
multiplikationsprincipen for att lista ut vad talet blir och uppfattar valjandet av en ordnad uppséttning av k
element fran n mojliga som en process i k steg:

Steg 1. Valj det element som ska vara pa plats 1. Detta kan goras pa n satt.

Steg 2. Valj det element som ska vara pa plats 2. Detta kan goras pa n — 1 sétt.

Steg k. Valj det element som ska vara pa plats k. Detta kan goras pa n — (k — 1) sétt.

Enligt multiplikationsprincipen blir totala antalet satt lika med

- n-(n=1)-...-n—k+1)-(n—k)-(n—k—-1)-...-2-1  nl
non=b-(-(k-1) = n—Fk) -n—k—1)-....2-1 ~ -k

och uttrycket (n+'k)' ar precis det som kallas P(n, k).

8.4.2. Svaret pa (b)-uppgiften var
26-25-24-10-9-8
som kan uppfattar som P(26,3) - P(10,3) som ocksa kan formuleras som processen att forst vélja tre element

(bokstéverna) fran 26 mojliga (inga upprepade bokstéver) f6ljt av ett val av tre siffror fran 10 méjliga (inga
upprepade siffror). Detta blir en mer kompakt formulering &n om var valprocess skulle haft sex steg.

8.4.8. Uppgiften ar faktiskt lite tvetydigt formulerad ... var vaksam pa sadana ting. Vi utgar fran att ordningen
raknas med sa att vélja klover 2 f6ljt av hjarter 3 &r ett annat val &n att véalja forst hjarter 3 foljt av klover

2. I sa fall blir det

52!
P(52,2) = 7 = 52 51 = 2652

olika satt.

8.4.4. Att vélja tre olika element som ska ha olika roller innebér att den inbordes ordning pa dessa element
spelar roll. Det betyder att antalet satt blir

20!
P(20,3) = 03y — 2019+ 18 = 6840,

8.5 Kombinationer.

8.5.1. Om vi ser en pokerhand som en mdangd kort sa finns det
52
5

olika pokerhénder.

8.5.2.

(@): ()= =m=L () = ogm = oo = L

<711> B (n—ri!)!'u N (nﬁll)! - (”711> - (n—(n—ln)!)!-(n—l)! - (nTl)! -

(b) : Vi har
n n n! n!
(k:—1>+<k:> O e N
n!-k n!-(n+1—k) (n+Ln! (n+1)!

R 2 O L o Ry Ty Rl (YN O 7 X [l QG Ry S T/

men det sista uttrycket &r precis (";1), alltsa har vi visat att

() =)+ ()

(Forutsattningen & > 0 kommer in f6r att vi meningsfullt ska kunna skriva upp alla uttryck som har
k—11isig.)

8.5.3. Det blir

15 15.-14-13-12-11
< ) (= =3-7-13-11 = 3003 sétt.)

) 5:4-3-2-1
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8.5.4. Vi ser nu véiljandet av en arbetsgrupp som en process i tva steg: 1. vélj forst 3 medlemmar av de 8 som
varit med i mer dn 10 ar, det kan goras pa (g) satt. 2. valj 2 medlemmar bland de 7 medlemmar som inte
varit med i 10 ar, det kan ske pa (;) satt. Totalt antal sétt att vélja arbetsgruppen blir nu

3 7 8! 7! 8.7-6 7-6
. = — e — = - —_— = . . . = 11 "tt-
<3> <2> 531 B2l - 3.2 g o T3 76 s

8.6 Repetitioner.

8.6.1. Ordet MATEMATIK bestar av 2 stycken A, 2 stycken M, 2 stycken T, ett E, ett I och ett K. Att formera
en sekvens av dessa bokstdver kan ses som en process i sex steg dér vi placerar ut alla bokstéaver pa 9 platser
(ordet har 9 bokstéver) dar det forsta steget ar att placera ut A:na, det kan goras pa (g) sitt, da A:na ar
utplacerade placeras M:n ut, det kan goras pa (;) sétt (tva av platserna ar upptagna fran de redan utplacerade

A:na, steg 3 innebar att placera ut T:na, det kan ske pa (g) satt och slutligen placeras de tre sista bokstaverna
E, I och K ut och det kan goras pa 3 -2 -1 satt. Totalt antal sdtt som en sekvens kan formeras blir

N [T\ (5 9 7 5 9!
. . .3.2.1 = . . .3.29.1=—"  _—9.71=14 )
<2> <2> <2> s TSI RCTRETRG ol ot g 0= 4900

8.6.2. (a) Att tilldela tre ickenegativa tal som l6sning till ekvationen
1+ 29 + 23 =10

ar precis ekvivalent med att lagga ett 10 likadana kulor i tre olika urnor. En kombinatorisk sats sager att detta

kan goras pa
10+3-1) (12
10 ~\10

olika sétt vilket var det som skulle visas. (b) Om vi kréver att 7 > 1,29 > 1,23 > 1 sa kan vi genom att
skriva

$1+$2—|—£C3:10<:>($1—1)—|-($2—1)—|—($3—1):10—3:7

inse att antal l0sningar méaste vara lika med antal 16sningar till

ity +ys=7

(3)-0

enligt samma resonemang som i (@) fast med talet 7 istéllet for 10.

dar y-na ar > 0, men detta blir just

8.6.3. Olikaheten x1 4+ x9 + 3 < 10 har en 16sning for varje x4 > 0 som uppfyller
T + x9 + 3 + x4 = 10.

Man brukar kalla detta for att infora en slackvariabel (som hér x4) for att hantera en olikhet som om den vore
en likhet. Antal 16sningar till olikheten blir da precis lika med antalet 16sningar till likheten, dvs

104+4—1 13\  13-12-11
( 10 ) <10> 32

8.6.4. Om kulorna far placeras hur som helst sa adr den process som beskrivs ekvivalent med tre oberoende
processer som var for sig kan utféras pa

C57)=06) ()= () = (7)) =0)

olika séatt, totalt antal satt att genomfora utplaceringsprocesserna blir darfor
7 6 5 7-6 6-5 5-4
. . - . . —7.3.6-25=3150.
<5> <4> <3> 5 5 5 7-3-6-25= 3150

8.7.1. Detta ar bara uppgift 8.5.2 (b) men med n istallet for n + 1.

8.7 Binomialsatsen.

8.7.2. Vi har (z +1y)° =

5\ 50 9\ 4 1 9\ 3 9 5\ 2 3 9\ 1 4 505_
<O>my+<1>xy+2xy+3xy+4xy+5xy—

1-24+5-2%+10- 232 +10- 223 + 5 ay* + 145
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8.7.3. Vi har

0=(1-1)"= zn: (Z) 1F . (—1)F = zn:(_n'f(?;).

k=0 k=0

(Z) - (9—?1!)!-4! e (99!_ - (9—95!)!-5! - <§>

och (Z) = % =3-7-6=126. (g) och (g) behandlas pa precis samma sétt.

8.7.4. Vi har

8.7.5. Losning saknas, jamfor din 16sning med en studiekamrats 16sning och diskutera pa seminarier och lik-
nande.

8.7.6. Vi har

(a) (z+1)° = §)a%+ (D)2° + () + (5)2* + (Da* + Pz + (§) =
28 + 62° + 152 + 2023 + 1522 + 62 + 1

) (20 = (a0 + (o 2+ (ot 24 (a2 4 (o 2+ Qa2+ ()2 -

20 4+2.62°4+4-152*4+8-202% +16- 1522 +32- 62 +64-1 =
28 + 1225 + 602% + 16022 + 24022 + 1922 + 64.

(¢) (&% +y)° = (0)(=*)% o+ (D @y + (5) @) + (5) (@)% + (9) ()" + (3) () ' + (¢) («
1- (2% +6- (22)y! +15- (m2)4y +20- (22)3y3 + 15 (22)2y* + 6 - (22)'y® + 1 - ( )Oy =
z'? + 6210y + 15ac8y2 + 202893 + 1524y + 622y° + 40 =
(d) (z*+1/2)° = (2% +271)° =
1-($2)6($_1)0+6-($2)5($_1)1+15'($2)4($_1)2—|—20-($2)3($_1)3—|—15-($2)2($_1)4+6-($2)1($_1)5+1-($2)0($_1)6 —
22 4+6-20. 27 +15.28 27242025 22+ 152 27t 4622 20+ 20 =
212 4 62° 4+ 152° + 2023 + 15+ 6273 4+ 276



