KAPITEL 6 - FORDJUPAD TALTEORI

1. FORDJUPAT STUDIUM AV RESTKLASSER SOM MATEMATISKA OBJEKT

Vi har alltsa introducerat restklassen horande till ett visst modulos n som méangden av alla tal som ger en
viss rest vid division med n. For ett visst n uppkommer d& ocksa n stycken restklasser som vi noterade med
0,1,2,.... (Ordet "modulos” betyder bara ett fixt positivt heltal.)

Exempel:

1. Alla jaimna tal: {...,—4,-2,0,2,4,6,8,...} = {2k;k € Z}. Denna restklass skrivs da som 0, nir vi
har modulos 2 underforstatt. (Jamna tal r ju de som &r jaimnt delbara med 2 som alltsa ger rest 0 vid
division med 2.)

2. Alla udda tal: {...,-3,-1,1,3,5,7,...} = {2k + 1;k € Z}. Denna restklass skrivs da som 1, nar vi
har modulos 2 underforstatt. (Udda tal dr de som inte &r jamnt delbara med 2 som alltsa ger rest 1
vid division med 2.)

3. Alla tal som ger rest 3 vid division med 5: {...,—12,-7,—-2,3,8,13,18,...} = {6k + 3;k € Z}. Denna
restklass skrivs 3, hir dr dd modulus 5 underforstatt.

Tillsammans med strecknotationen, alltsa att vi drar ett streck ovanfor det tal som representerar restklassen
(3), maste det alltid finnas ett bestimt n (som vi i exemplet ovan kallar ett "modulos”). Detta n var 2 i de
tva forsta delarna av exemplet och 5 i den sista delen. Det maste alltid finnas nagot sétt att veta vad n ar,
annars kan vi inte veta vad T betyder (dér x anvénds for att representera restklassen T).

Vi betraktar aterigen multiplikationstabellerna fér Z7 och Ziq:
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I kapitel 4 sag vi hur vi kunde introducera rakneoperationer pa restklasser. Vi vill nu dven inféra division
och for att kunna gora det pa ett sitt som gor att lasaren ska kunna forsta hur det gors ska vi jamféra den
situationen med alla andra situationer da vi infort rakneoperationer pa andra matematiska objekt som tal,
vektorer och matriser. Vi inforde rakneoperationer som addition, subtraktion, olika sorters multiplikation.
Alla dessa rakneoperationer har inforts for restklasser och nu ska vi alltsa inféra division.

For att ndrma oss fragan med division ska vi forst ndrmare studera vad subtraktion egentligen &r.

Att subtrahera ett matematiskt objekt a fran ett matematiskt objekt b innebéar att finna det matematiska
objekt x som uppfyller ekvationen

a+zx=hb.
Om det finns ett x som tillsammans med a och b uppfyller den har ekvationen sa betecknar vi ett sadant x
med b—a och det héar ar forstas nagot vi gjort sedan vi varit sma. Podngen hér ar att narmare begrunda vad vi
egentligen gjort sa att vi kan béttre forsta generaliseringarna sa att detta kan végleda oss néar vi nu infér division.

Lat oss nu resonera pa samma satt betraffande division och se hur division hénger ihop med multiplikation.
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Fragan om hur vi dividerar ett objekt med ett annat objekt upkommer da vi stéller oss fragan for ett givet
a och b finns det ett objekt x som uppfyller ekvationen
a-xr =0

Aterigen om ett sadant z finns d betecknar vi det med by g. Och igen konstaterar vi att det har har vi
sysslat med lange. Dock vet vi lite mer fran universitetsmatematiken att om vi arbetar med matriser sa nér
det galler ekvationen

A-X=B
sa har den inte sdkert 16sningar for alla matriser A och B. Det finns lésningar for alla B bara om A &r som
det heter inverterbar. Nar matrisinversen fanns kunde I6sningen skrivas

X=A"'B
och matrisen A~ kallades da inversen till A. Ett lingre namn dr den multiplikativa inversen till A. Nar vi &r
klara och infért division som ”multiplikation med den multiplikativa inversen” sa kommer vi dven att skriva
om a-x = b som

z=al-b
och uppfatta att denna ekvation har uppkommit fran att vi multiplicerar baa led i a - © = b med just den hér

multiplikativa inversen (a=1). Det #r sa hiir vi ska gora for att nirma oss division av restklasser, vi talar alltsa
om division som multiplikation med en multplikativ invers.

Sa vi betraktar ekvationen a - x = b i ljuset av hur multiplikationstabellerna for Z7 och Zyy ser ut och vi
staller alltsa fragan nér kan vi 16sa ekvationen

a-xr=0>b?

Nar finns det alltsa ett 2 som tillsammans med a och b uppfyller det héar kravet da a, b och x ar restklasser?

Det kommer att visa sig att for vissa a har den hér ekvationen inga losningar  som vi kan hitta i Z1g, om
vi till exempel sitter b = 4 och a = 5 sa dr det omdjligt att hitta = € Z;g sadant att a - & = b. Det skulle i sa
fall innebéra att vi skulle ha 5 - 2 = 4 och det &r omgjligt. (Varfor?)

Vi begrundar alltsa division i Z1g och vi formulerar det som att vi séker x € Zig som uppfyller
a-xr =0

Vi kan da konstatera att det som &r intressant att betrakta dr huruvida den rad (i multiplikationstabellen)
som bestdms av a har alla moéjliga varden for ett b i sig eller inte. Vi tar ett exempel: kan vi 16sa ekvationen

3-x=0
for alla mojliga viarden pa b? Raden som bestims av 3 i multiplikationstabellen for Zqq ar

[3]0[3]6[9[2[5]8[1[4]7]

och varje maojligt b forekommer verkligen i den har raden. Om vi till exempel vill ha ett x sa att 3.2 = 8 sa
tittar vi pa den hér raden i tabellen dar elementet 8 forekommer. Det forekommer i kolumnen som bestams av
6 (som vi avliser i tabellens 6versta rad) och det ger oss alltsa att 16sningen till ekvationen &r z = 6. (Alltsa
3-6=238.)
Vid nérmare inspektion av multiplikationstabellen fér Zg, kan vi dra slutsatsen att ekvationen
a-x=1»b

har en 16sning x € Z1p om och endast om a = 1 eller a = 3 eller a = 7 eller a = 9. Sa vad &r ménstret hir? Vad
behover vi stélla for krav pa a for att det ska finnas en 16sning? Om vi minns hur vi inférde multiplikation for

matriser sa var kravet att matrisen skulle vara inverterbar (som testas till exempel genom att berékna en de-
termininant) och hér har vi alltsa fragan som vi stéller i motsvarande situation for multiplikation av restklasser.

Sa vad ar kravet pa a?

Vi kan fa en ledtrad om vi studerar multiplikationstabellen for Zr, har innehaller alla rader alla element ur
Z7. Det betyder att alla ekvationer av typen

a-r=">

alltid har 16sningar i Z7. (Utom forstas fallet a = 0.)
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Till exempel om vi skulle vilja 16sa 4 - 2 = 6 i Z7, vad blir d& x? Ja vi tittar i raden som bestims av a = 4
och férsoker hitta 6. Och den finns kolumnen som bestdms av 5 (vi avldser det i tabellens Gversta rad) och det
ger oss alltsa att

4-5=6
sd att losningen till 4- 2 = 6 4r z = 5. Och den hir processen, att soka en 16sning till a - x = b kommer att ge
ett x for alla @ och bi Z7 ... men inte i Zig. Men i Zyy fungerar det for vissa a.

Satsen om l6sningar till kongruensen az = b(mod n) ger oss svaret. Den sade att den hir kongruensen har
en 16sning pa formen

x =1z (mod n)

for alla b omm ged(a,n) = 1. Att l6sningen till kongruensen ax = b(mod n) blir en hel restklass innebér att
vi kan ge en ekvivalent formulering av satsen i termer av kongruensklasser. Den ekvivalenta formuleringen ger
oss ett precist svar pa var fraga ovan. Av satsen om l6sningar till kongruensen az = b(mod n) (som géller
heltal) foljer alltsa den hér satsen som ror restklasser:

Sats: Lat n vara ett fixt positivt heltal och betrakta Z,. Da géller att ekvationen

ar=>
dar a,z,b € Zy, har en 16sning for alla b om och endast om ged(a,n) = 1.

Den hér satsen ar tyvarr inte valformulerad. Minns att a € Z,. Beteckningen n star visserligen for ett
heltal men a, i den hér satsen, ar inte ett heltall Det &r ju en restklass! Det visar sig dock att alla heltal i
en kongruensklass modulo n har samma storsta gemensamma delare med n. Det ar forstas nagonting som vi
maste bevisa och det lamnas till ldsaren som en 6vning. Vad det innebér ar dock att vi kan definiera ged(a,n),

dér a € Z,, som ged(z,n) dar z kan viljas fritt i a. (En speciell 6vning som ldsaren kan gora innehaller precis
dessa steg.)

Vi ger en foljdsats till satsen om l6sningar till kongruensen ax = b i Z,,:
Sats: Om n ér ett primtal sd har ekvationen ax = b i Z,, en 16sning for alla a # 0 och alla b € Z,,.

Bevis: Detta ér bara satsen omformulerad med ett primtal som n. Da giller alltid ged(a,n) = 1 sdvida
inte nla < a = 0. Beviset &r klart.

Vi har tidigare talat om multiplikativa inverser nér de ar heltal och da har vi till exempel sagt att 7 &r
multiplikativ invers till 4 modulo 9 eftersom 7 -4 = 1(mod 9). Men om vi har z -y = 1(mod n) sa kommer
samma kongruens gélla for alla tal i de restklasser som x och y &r representanter for, vi kan alltsa skriva

z-y=1 (modn) T -y=1
sa definitionen av multiplikativ invers kan utvidgas till kongruensklasser och vi kan gora foljande definition:

Definition: Lat n vara ett positivt heltal och 1at a € Z,,. Om sa = 1 for ett s € Z,, s kallar vi s for den
multiplikativa inversen for a i Zy,.

Vi behover egentligen ocksa overtyga oss om att den multiplikativa inversen &r entydig om vi vill kunna
skriva ” den multiplikativa inversen” men entydigheten foljer ldtt av resonemanget att om vi antar att vi har
tva multiplikativa inverser s1 och sg till a, da géller s;a = 1 och ssa = 1 och

s1=81-1=s1-(a-s2) = (s1-a) so =159 =s9.
Vi tittar pa en gammal tentafraga fran April 2015:

Tillampa Euklides utvidgade algoritm for att finna den multiplikativa inversen till 23 (mod 17) och anvind
den for att 16sa kongruensen 23z = 337 (mod 17).

Lo6sning: Vi utfor upprepade applikationer av divisionsalgoritmen och far:

23 = 1-1746,
17 = 2645,
6 = 1-5+41
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saatt 1=6—-1-5=6—-1-(17—2-6)=3-6—-17=3-(23—-17) — 17 =323 —4-17. Det hér betyder
att den multikativa inversen for 23 (mod 17) &r 3. Att multiplicera bada sidor av kongruensen med 3 kommer
alltsa att ge 1 som koefficient framfor x, det vill séga vi har da 16st kongruensen. Men det &r ocksa en bra idé
att reducera 337 modulo 17 och sedan utféra multiplikationen med 3. Vi har da 337 = 14 och om vi gor allt
detta far vi
23x = 337 (mod 17) < 23z = 14 (mod 17) < 3-23x = 3 - 14 (mod 17)

vilket kan skrivas 1 -2z =3 - 14(mod 17) < z = 8(mod 17).

Alternativ 16sning: Det ar faktiskt ocksa en bra idé att dven reducera 23 modulo 17. Vi har forstas 23 = 6
(mod 17) sa innan vi 6verhuvudtaget séatter igang med Euklides utvidgade algoritm kan vi skriva

23z = 337 (mod 17) & 62 = 337 (mod 17) < 62 = 14 (mod 17)

och sedan arbeta darifran. Det visar sig att siffrorna bli mindre da och lardomen &r att sa fort vi kan reducera
modulo det vi raknar med sa gor vi det.

Vi studerar en annan formulering av samma problematik:
Exempel: Finn den multiplikativa inversen av 17 i Zg.

Losning: Vi soker heltal s,t sadana att s- 17 +¢- 19 = 1. Dessa heltal existerar sidkert eftersom 17,19 ar
relativt prima. (Varfér?) Euklides utvidgade algoritm ger da

19=1-1742 17=8-24+1 1=19-8-(19-17)<1=9-17-8-19

Detta betyder att s =9 och t = —8 uppfyller s- 17 4+t - 19 = 1 vilket betyder att den multiplikativa inversen
av 171 Zqg ar 9.

OVNINGAR

6.1.1 Lasaren kan sjalv valja tva skilda primtal, p, g, vilka som helst, och 6va pa att hitta den multiplikativa
inversen av p i Z, men ocksa den multiplikativa inversen av g i Z,. Gor detta for ett antal par av skilda primtal.
(Kanske det ar bra att valja p,q = 11,13, p,q = 11,17, p,q = 23,29 och p,q = 23,37.)

6.1.2 Studera narmare ett av de fall du hittade pa i férra 6vningsuppgiften, dar du hittade den multiplikativa
inversen av p i Z, for tva skilda primtal p, g. Anvand Euklides utvidgade algoritm for att hitta den multiplikativa
inversen av p + ¢ i Z4 och reducera modulo ¢ (sa att du inte representerar den multiplikativa inversen med

nagot annat &n talen 1,2,...,¢—1). Gor sedan samma sak for p + 2 - ¢ och reducera modulo ¢q. Kan du se ett
monster? Vad skulle du fa om du s6kte den multiplikativa inversen for p + 10 - ¢?

2. MER OM MULTIPLIKATIVA INVERSER I Z,

Vi kan formulera resultaten fran foregaende avsnitt s& hér:

Sats: Lat n vara ett positivt heltal. Om ac = be (mod n) och ged(e,n) =1, sa har vi a = b (mod n).
eller, om vi anvinder kongruensklassnotation kan vi uttrycka det sa hér:

Sats: Lat n vara ett positivt heltal och betrakta @, b,¢ € Z,. Om @-¢ = b-¢ och ged(c,n) = 1, sd har via = b.
Samma tva satser uttryckta da n ar ett primtal (n = p) far lydelserna:

Sats: Lat p vara ett primtal. Om ac = be (mod p) och ¢ # 0(mod p) sa har vi a = b (mod p).

(Eftersom p ar ett primtal sa har vi ¢ #Z 0(mod p) < p1{ ¢ < ged(e, p) = 1 sa den forra satsens forutsiattningar
ar precis som de tva foregaende.)

Slutligen ger vi ocksa formuleringen i Zj:
Sats: Lat p vara ett primtal och betrakta @,b,¢ € Zy. Om@-¢ = b-Zoch€+#0sahar via=>b.

Den sista formuleringen &r sarskilt intressant. Det betyder att vi har delat bada led med ¢, vi har ” férkortat”
eller ”dividerat” med ¢ som vi sdger néar det géller vanliga tal skilda fran 0. Alla dessa rakningar och egenskaper



KAPITEL 6 - FORDJUPAD TALTEORI 5

betyder att Z, fungerar i princip likadant som de vanliga reella talen: vi kan addera, subtrahera, multiplicera
och dividera (med element som inte &r 0).

Vi utforskar egenskaper hos Z,, dir p ar ett primtal. Dér har alltsa varje element som inte dr 0 en multi-

plikativ invers. Det ar fallet i till exempel Z7, elementen 1,2,3,4,5,6 har alla multiplikativa inverser. Om vi
betecknar dessa element med x, sa kan vi alltsa alltid finna ett s sadant att sz = 1. (Vad géller for 77)

For att hitta multiplikativa inverser till alla dessa element kan vi titta i multiplikationstabellen for Z7. Om
vi gor det sa ser vi att 1-1 =1 vilket visar att den multiplikativa inversen av 1 ar 1 (sjalvklart!), vidare ser vi

att 2-4 =1 sd att den multiplikativa inversen av 2 ér 4.

Vi kan skapa en tabell:

Z7 | Invers
0 | Saknas

O Oy x| Wl DO ] O
O ol DO Olf i

Betrakta den hér fragan: vilka element i Z, har sig sjalva som multiplikativa inverser? Det vill sdga vilka
element = € Z, uppfyller ekvationen

x-x =17
Om vi skriver z - z som 2 sa fragar vi alltsa vilka = € Z,, uppfyller ekvationen
2 =1.

Eftersom p ar ett primtal, sa fungerar Z, som de reella talen sa vi kan l6sa den hér ekvationen som vi brukar
16sa andragradsekvationer, genom att faktorisera polynomet:

P=1e?-1"=0@+1)-(z-1)=0224+1=0Ve—-1=0ca=—1=p—1Vae=1

sa de enda tva mojligheterna for ett element i Z, att vara sin egen multiplikativa invers &r om det &r 1 eller
p— 1. Det betyder att varje annat element i Z,, det vill siga de p — 3 elementen 2,3,...,p — 2 alla har
multiplikativa inverser som inte ar dem sjalva.

Och visst #r det s om vi tittar i tabellen ovan. De enda elementen i Z7 som ér sina egna inverser ar 1 och
6=7-1

Vi kommer att se en tillampning av denna egenskap i beviset av Wilsons Sats i ndsta avsnitt.

OVNINGAR

6.2.1 Gor motsvarande utredning som ovan som gjordes for Z7, men gor den instéllet i Zg, det vill sdga se om
du kan hitta element i Zg som ocksa ar sina egna multiplikativa inverser. Har alla element i Zg multiplikativa
inverser? Om inte, vilka element har inte multiplikativa inverser? Kan du se varfor dessa element inte har
nagra multiplikativa inverser?

6.2.2 Lat a,b € Z,, vara givha. Antag vidare att ab = 1. Visa att b? ar den multiplikativa inversen till a2.
Visa vidare att ab® ar den multiplikativa inversen till a.

6.2.3 Beteckna med x,y element i Z. Los ekvationssystemet
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6.2.4 Beteckna med z,y, z element i Z5. Los ekvationssystemet
2r + 3y + 2z
3x + Qy +z
r+y+z=4.

2
5

3. NAGRA TALTEORETISKA RESULTAT

I detta avsnitt ska vi bevisa nagra viktiga resultat inom talteorin. Vi borjar med en enkel sats om primtals-
faktorer.

Sats: Lat n > 1 vara ett positivt heltal. Den minsta delaren a > 1 till n maste da alltid vara ett primtal.

Bevis: Sjalvklart delar ju det positiva talet 1 varje annat heltal, det &r darfér vi behover saga att a > 1 for
att satsen ska bli sann. Talet 1 kallas da en trivial delare till varje annat heltal. (Vi bortser ocksa fran alla
negativa delare.) Vi introducerar nu dérfér méngden av alla positiva icketriviala delare till n:

M={deZ:dnnd>1}.

Var uppgift ar att visa att det minsta elementet i den har méngden &r ett primtal. Vi konstaterar forst att
maéngden inte ar tom, faktiskt dr n sjalv ett element i méngden. Talet n skulle ocksa kunna uppfattas som en
trivial delare, men vi valjer inte att sdga sa i just det hir beviset.

Ok, M &r en icketom méngd av positiva tal, da maste den ha ett minsta element. Om n sjilv ar ett primtal
ja da kan inte M innehalla nagra andra tal &n just n sjilv och da blir n sjdlv det minsta elementet i M. Sa
om n &r ett primtal dr saken alltsa klar. (n = a). Vi antar darfor att n inte ar ett primtal. Vi kan da skriva

n=a-b

déar a > 1 ar det minsta talet i M och b > 1 ocksa ligger i M. Vad hénder nu om a inte ar ett primtal? For att
se vad som hénder da sa antar vi att @ inte &r ett primtal. Da kan a faktoriseras i p > 1,q > 1, det vill sdga
a=p-q. Men eftersom n =a-b=p-q-bsahar vi tydligen p|n sa att dgven p € M. Eftersom p < a (eftersom
p-q = a och g > 1) sa blir detta en motségelse, a skulle ju vara det minsta talet i M, men vi har hittat p € M
som dndad ar mindre &n a. Antagandet om att det minsta talet a € M inte var ett primtal kan alltsa inte vara
sant, alltsa ar det minsta talet i M alltid ett primtal. Beviset ar klart.

Fran den hér satsen foljer en mycket viktig sats:
Sats: (Euklides Sats.) Det finns odndligt manga primtal.

Bevis: Antag motsatsen, alltsa att det bara finns ett dndligt antal primtal. D& kan vi skriva upp allihop i
en lista: p1,po,...,pn diar n nagot troligen mycket stort tal. Vi vet inte vilket stort tal det hér & men poéngen
ar att listan ar andlig och teoretiskt sétt kan skrivas upp och att den har ett slut. Vi vet att p; = 2 och
p2 = 3 och att det, enligt antagandet, inte finns nagot primtal storre &n p,, (vi antar ocksa att de ar givna i
storleksordning). Bilda nu det speciella talet

N=pi-py-...-pp+ 1.

Det héar talet ar storre an alla tal i listan sa darfor kan det inte vara ett primtal, det ar ju inte med listan som
innehaller alla primtal. Det betyder da (enligt forra satsen) att den minsta delaren till det hér talet maste
vara ett primtal. Eftersom vi har en fullsténdig lista pa alla primtal sa vet vi att det minsta talet som delar
N maste finnas i den listan, det vill sdga vi vet att

p1|N eller po|N eller ... eller p,|N.

Men inga av dessa delbarhetsforhallanden kan gélla eftersom N ar konstruerat sa att det alltid lamnar resten
1 vid division med varje tal ur listan. Vi har natt en motségelse sa antagandet om att det bara finns dndligt
manga primtal maste alltsa vara falskt. Det finns alltsa odndligt manga primtal vilket fullbordar beviset.

Vi tittar pa en annan sats:

Sats: (Fermats Lilla Sats.) Om p &r ett primtal och p t ¢, da géller
&A1 =1 (mod p).
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Bevis: Betrakta talen 1,2,...,(p — 1). Om vi multiplicerar alla dessa tal med talet ¢ sa bildas talen
¢,2¢,...,(p—1)c. Om tva av talen i den andra listan ar kongruenta modulo p, vad giller da? Antag att dessa
tva tal har ordningsnummer j och k (i intervallet 1,2,...p — 1). Da har vi alltsa

j-c=k-c (mod p).

Eftersom p 1 ¢ sa ar ged(c,p) = 1 det vill sdga det finns en multiplikativ invers till ¢ modulo p, kalla den d.
Men da far vi

jc=k-c(modp)=j-c-d=k-c-d(modp)=j-1=k-1(modp)<j=k

dér vi kan dra slutsatsen att j = k eftersom bade j och k &r bland talen 1,2,...,(p —1). Men det hér betyder
alltsa att i Z,, ar elementen ¢, 2¢,...,(p — 1)c de samma som elementen 1,2, ...,¢ men i en annan ordning. Det
betyder att

2. (p—De=c-2-c...-(p_1)-e=1.2.....p—1

ol
o

sa att

c-co...-clp—1)'=(p-1)

vilket ger efter division med (p — 1)! att P~ =T vilket, uttryckt som en kongruens #r ¢?~ = 1(mod p) vilket
skulle bevisas.

I forra avsnittet arbetade vi med att para ihop elementen som inte var 0 eller p — 1 i Z,, med sina respektive
multiplikativa inverser. Att det 6verhuvudtaget gick att gora sa hangde pa att p var ett udda primtal. Vi ska
anvianda denna egenskap i beviset av nasta sats.

Sats: (Wilsons Sats.) Lat n € Z vara ett godtyckligt positivt heltal. Da géller
n ar ett primtal < (n —1)! = — 1 (mod n).
Bevis: Antag att n ar ett primtal. Om n = 2 sa har vi
2-1)!I=1= -1 (mod 2)

sa att alltsa (n —1)! = — 1(mod n) stdmmer for n = 2. Om vi betraktar alla andra primtal sa kommer de att
vara udda. Da kan vi géra som i avsnittet om multiplikativa inverser i Z, och rada upp hela produkten

och rdakna ut produkten genom att para ihop de olika multiplikativa inverserna. Ovan &r detta gjort i Z7 men
rent generellt far kalkylen utseendet

1 p—1=1-1-...-1-p—1=p—1
sa att
p—Dl=p-1
och detta omskrivet till en kongruens ger (p — 1)/ =p—1= — 1 (mod p) vilket skulle bevisas.
Vi antar nu omvént att (n — 1)! = — 1(mod n). Antag ocksa, for att na en motségelse att n inte ar ett
primtal. Da finns a > 1 och b > 1, positiva heltal sadana att n = a - b. Detta insatt i (n — 1)! = — 1(mod n)
ger oss

(n—-1'=1-2-...-(a—1ala+1)-...-(n—1)=—-14k-a-b=—-1+4+k-n
dar k ar nagot heltal. Det har ar en motsagelse. Varfor det? Jo, likheten kan skrivas om till
l=k-a-b—1-2-...-(a—Da(a+1)-...-(n—1).

och hogerledet kan skrivas som a - heltal och slutsatsen blir att a|l vilket dr omdjligt. Antagandet om att n
inte ar ett primtal maste alltsa vara falskt, det vill sdga n maste vara ett primtal vilket skulle bevisas.

Ovm’ngar saknas med teorin kommer att tillémpas ¢ andra sammanhang.
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4. ARITMETIKENS FUNDAMENTALSATS

Vi ska nu ge halva beviset for Aritmetikens Fundamentalsats som saknades forut. (Andra halvan kommer
senare i kapitlet). Vi behover dock en hjélpsats forst.

Sats: Om a och b dr tva heltal och p &r ett primtal som uppfyller p|ab sa géller p|a eller plb.

Bevis: Antag att p{b. Eftersom p &r ett primtal har vi ged(p,b) = 1 och enligt Bezouts sats ger da
pr+by=1
for nagra heltal x,y. Antag vidare att ab = pk. Da har vi
a=a-1=a-(pr+by) =apzr+ aby = apr + pky = plazx + ky) = p - heltal

vilket alltsa innebér att pla. Vi har alltsa visat p 1 b = pla vilket ar logiskt ekvivalent med p|a eller p|b och
beviset &ar klart.

Som ndmndes kommer vi bara att ge ena halva beviset av Aritmetikens Fundamentalsats. Av tidigare
exempel ar det ganska troligt att det finns standardméssiga primtalsfaktoriseringar av varje heltal, alltsa
faktoriseringar av typen

720=8-9-10=2%-32.2.5=2%.32.5!

dér primtalen 2, 3 och 5 ar de aktuella primatalsfaktorerna i det positiva heltalet 720. Aritmetikens Funda-
mentalsats sdger att varje positivt heltal har exakt en sadan faktorisering. For att visa att det géller maste vi
visa tva saker:

(1) For varje positivt heltal finns minst en standardméssig primtalsfaktorisering.
(2) For varje heltal finns hdgst en standardméssig primtalsfaktorisering.

Eftersom vi sett manga exempel pa primtalsfaktoriseringar sa ska vi vanta med att visa att det alltid finns
minst en sadan (férsta punkten) och visa att det finns hdgst en sadan (andra punkten). Senare i kapitlet visas
den forsta punkten.

Andra punkten visas hér nedan genom att vi antar att det finns tva standardmaéssiga primtalsfaktoriseringar
och sedan visa att dessa bada faktoriseringar maste vara identiska.

Aritmetikens Fundamentalsats: Lat N vara ett godtyckligt positivt heltal. Da finns en och endast en
standardméssig primtalsfaktorisering av V.

Bevis: (Bewvis av att det finns hogst en.) Vi antar att det finns tva olika standardmaéssiga primtalsfaktoris-
eringar av N och betecknar dem med

N =pi'-p3* ... pn respektive N = qll’1 . q32 g
Har ar alltsa E = {p1,p2,...,pn} mingden av primtalsfaktorer i den ena primtalsfaktoriseringen av N och
F ={q1,q2,...,9n} dr méngden av primtalsfaktorer i den andra primtalsfaktoriseringen av N. (I exemplet

ovan med 720 ovan fick vi primtalsfaktorerna {2,3,5}.) Vi ska visa att dessa méngder i sjilva verket &r lika
och att exponenterna ocksa ar lika, det vill sdga att n = m, p; = ¢; for alla i och a; = b; for alla 1.

Vi bérjar med p;. Uppenbarligen géller p1| NV, det far vi fran den ena faktoriseringen. Om vi da anvander
var hjalpsats pa utsagan

b b m p—
pila a5 oy (= N)
upprepade ganger kan vi dra slutsatsen att p; maste dela nagot av talen qll’l, qSQ, ...,qbm. Men det enda sittet

som ett primtal (p;) kan dela en potens av primtal (qnégontmg) a4r om p; = ¢. Vi maste alltsa ha p = ¢ eller

p = qo eller ... eller p; = ¢,,. Det betyder att p; € F. Precis samma argument kan goras for alla andra primtal
at bada hallen (for po,...,p, respektive qi,...,qy) sa att vi far E C F och F C E och av detta kan vi dra
slutsatsen F = F' varav foljer n = m och att p; = ¢; for alla i. Det aterstar att visa att a; = b; for alla ¢. Vi
har som sagt situationen

n o 0 b n
N =p}* - p5? ... ppn = p* -p22-...-pl;b
Om a; < by sa skulle vi kunna forkorta denna identitet och fa

VL:pSQ-...-p‘fL":pl{r“l-pSQ-...-pr”:HL
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dar vi alltsa inte har nagon primfaktor p; i vanster led (VL) men vél en primfaktor p; i hoger led (HL). Vad
detta betyder ar alltsa att p1|H L. Eftersom VL = HL maste vi alltsa ha p1|V L. Om vi hér aterigen anvénder
hjalpsatsen sa far vi att

p1lp5® vV pilps® V...V pilpy”

som aterigen leder till pi|p5* V p1|ps* V...V p1|p% vilket &r en motségelse eftersom vi jobbar med primtal och
alla dessa primtal ar olika (enda sittet for p;|p5? dr om p; = pa). Vi kan alltsa inte ha a; < by och pa samma
sitt inte heller by < aq, alltsa maste a; = by folja. Pa precis samma satt kan vi visa a; = b; for alla i. Beviset
ar klart eftersom vi visat att de bada primtalsfaktoriseringarna &r identiska.

Det aterstar som vi namnt att visa att det 6verhuvudtaget finns nagon primtalsfaktoriseringen av alla posi-
tiva heltal, det kommer att goras i avsnittet om sa kallad stark matematisk induktion.

Ovningar saknas med teorin kommer att tillimpas i andra sammanhang. Det har ocksi funnits évningar pé
Aritmetikens Fundamentalsats i kapitel 4. Repetera gdrna dessa.

5. MATEMATISK INDUKTION

Den kraftfulla principen bakom sa kallad matematisk induktion kan illustreras av en rad fallande domino-
brickor. Vi har alla sett roliga filmer pa nétet med jattemanga fallande dominobrickor som &r uppstéllda sa
att varje dominobricka i foljden &r tillrdckligt ndra nasta dominobricka s& att om en dominobricka faller sa
medfor det att nasta dominibricka faller. Vi har alltsa implikationer inbyggda i den hér situationen. Eftersom
alla dominobrickor star tillrdckligt ndra varandra sa faller alla om den forsta far en liten knuff sa att den faller
pa nésta dominobricka. Vi har alltsa ett slags startimpuls som ocksa maste ges for att alla ska falla.

Nar vi laser ovanstaende beskrivning har vi forhoppningsvis en upplevelse av forstaelse. Och all matematisk
teoribygegnad vilar pa nagot slags upplevelse av forstaelse. Med vad ar forstaelse da? Vi lamnar den fragan
men konstaterar att for att gora matematik behdvs forstaelse, annars blir det ett tomt manipulerande med
formler.

Genom tiderna har méanniskorna haft olika sorters talbegrepp och vi har ndmnt nagra olika talméangder,
de naturliga talen (N), sedan kommer heltalen (Z), sedan de rationella talen (Q) sedan de reella talen (R)
och sa vidare. Vi har ocksa inklusionen N C Z C Q C R och varje inklusion representerar en utvidgning
av talbegreppet. De naturliga talen kommer forst och ar 1,2,3,.... Associerat med de naturliga talen finns
additionsoperationen, vi adderar tva naturliga tal och far ett nytt naturligt tal. Efter det kommer heltalen
och det nya jamfort med naturliga talen ar talet 0 och de negativa talen, —1,—2,—3,... och subtraktionen,
vi kan addera men ocksa subtrahera heltal och alltid fa ett heltal. Néasta steg dr de rationella talen och med
dessa tal kan vi addera, subtrahera, multiplicera men &ven dividera och alltid fa ett rationellt tal som resultat.
(Med undantag for att vi aldrig far dividera med 0.) Pa liknande sétt involverar nésta steg, de reella talen en
utvidgning av talbegreppet och en utvidgning av vad vi kan gora med talen. Och hér kommer podngen: de
forsta talen som nédmndes i detta stycke, de naturliga talen, N, var kommer de ifran? Svaret kanske kommer
att féorvana oss. Vi kan ndmligen med fog hévda att de naturliga talen inte alls kommer fran matematiken, de
kommer fran oss ménniskor. Och vi skulle kunna séga att vi skapar matematiken med de naturliga talen som
slags grund. Om det hér stimmer kan man da stélla sig fragan var ménniskan har fatt de naturliga talen ifran
och genom ménniskans utveckling genom manga artusenden skulle vi kunna férmoda att hon har vuxit upp
med dem ... fér 10000 ar sedan kanske konversationer av typen

Om du far en hést av mig sa kan val jag fa tre getter av dig?

kunde utspela sig. De naturliga talen fanns liksom i naturen och det ar precis dérfér som de kallas de naturliga
talen. Maénsklig begreppsbildning som involverar jamforelse av olika objekt och fomagan att konstatera att
tva objekt ar av samma typ var kanske upphovet till de naturliga talen. ”3 stycken dpplen som vi kan &ta”,
712 fiskar som vi fangar (for att dta)”, ”for vintern kan vi lagra fettet fran tre hjortar i den hér grottan”
och liknande, alla dessa 6vervaganden handlar om 6verlevnad och egentligen sa handlar kanske all utbildning
och begreppbildning om detta: att leva battre. Vi skulle kunna siga att det Gvergripande malet med in-
genjorskunskap ar att forbattra levnadsforhallandena.

Nog med filosofi! Vi har konstaterat att de naturliga talen principiellt inte har matematiskt ursprung, de
finns snarare som en grund till matematiken. Det betyder att den anvandning som vi har av de naturliga talen
har mycket djupa rotter. Det ar kanske dessa djupa rotter som ligger bakom fascinationen med de fallande
dominbrickorna. De modellerar de naturliga talen. De naturliga talen skulle ju kunna liknas vid en lang rad
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dominobrickor.

Det vi som vi nu ska gora &ar att studera hur principen for matematisk induktion kan anvéndas for att
formulera bevis av utsagor som bestar av kvantifierade predikat dar variabeln som finns i predikatet 16per 6ver
de naturliga talen. Ett exempel pa en sadan utsaga skulle kunna vara

Summan av de n forsta udda naturliga talen &r n2.

For att se att det héar ar ett kvantifierat predikat kan vi formulera det pa ett lite med klumpigt satt:

For alla naturliga tal n giller att om vi summerar den n forsta udda naturliga talen blir summan n?.

Klumpigt som sagt, men vi kan lattare formulera detta matematiskt med en allkvantor:

n
Vn € N: A(n), dar A(n) ar predikatet Z(?k —1) =n>%
k=1
Vi kan studera ett antal enskilda utsagor som bildas da vi sdtter in de férsta naturliga talen n = 1, n = 2 och
n = 3 och se att A(1), A(2) och A(3) alla &r sanna:

A1) &1 =17 sant. A(2) & 1+3=2%=4),sant. A(3) & 1+3+5=23%=09),sant.

Dessa observationer innebér forstas ett fullstdndigt acceptabelt matematisk bevis for att A(1), A(2) och A(3)
alla &r sanna. Men nu vill vi visa att A(n) ar sann for alla naturliga tal och tar vi in principen for matematisk
induktion som alltsa &r beskriven av de fallande dominobrickorna. Vi vill visa att alla utsagor

A1), A(2), AB), A(4), AD),

dr sanna och om vi kan visa att alla implikationer A(1) = A(2), A(2) = A(3), A(3) = A(4), ... &r sanna ja
da ar alla utsagorna i samma situation som dominobrickorna, vi sag att A(1) var sann (ovan). Om ocksa alla
implikationer A(1) = A(2), A(2) = A(3), A(3) = A(4), ... &r sanna sa far vi

A(1) sann = A(2) sann = A(3) sann = A(4) sann = A(5) sann, . ..

det vill sdga att A(n) ar sann for alla n € N. Sanningsvérdena uppstar precis pa samma sitt som att alla
dominorbrickor faller. Att férsta dominobrickan faller svarar mot att vi kontrollerade att A(1) var sann. Att
implikationenerna A(1) = A(2), A(2) = A(3), A(3) = A(4), ... var sanna svarar da mot att dominobrickorna
ar placerade pa ett saddant sétt att om en bricka faller s& medfor det att nésta bricka faller.

Strategin ar att alltsd att visa att alla utsagorna uppfyller tva saker:

(1) A(1) ar sann. Detta &r startvirdet som svarar mot att forsta dominbrickan falller.

(2) For alla naturliga tal p ar implikationen A(p) = A(p+1) sann. Detta svarar mot att alla dominobrickor
sta tillrackligt tatt tillsammans sa att om en faller sa faller néasta. Det ar ju ocksa i analogi med vad
implikationen séger: om en utsaga ar sann och implikationen &r sann sa bli ocksa nésta utsaga sann.

(Varibeln p &r bara inford for att poéngtera att vi arbetar med en viss utsaga, det kommer fran engelskans
particular, alltsa att vi da vi studerar sanningsvardet hos implikationen gor detta for ett visst varde som vi
kallar p. Vi skulle kunnat anvénda bokstaven n ocksa i steg 2, men i den framstéllningen gor vi inte det.)

Vi ger nu ett formellt induktionsbevis for det pastaende vi just gjort.
Sats: Vn € N: Y"1 (2k — 1) = n?.

Bevis: Matematisk induktion éver n. Vi infor predikatet A(n) < Y 7_,(2k — 1) = n%. Det som ska visas
kan da uttryckas Vn € N : A(n). Vi delar upp induktionsbeviset i tre delsteg.

Steg 1. Visa att A(1) &r sann. Att visa att A(n) &r sant innebér att kontrollera att vénsterledet i pastaendet
som formerar A(n) ar lika med hogerledet i pastaendet som formerar A(n) och vi ska gora detta for n = 1. Vi
har redan gjort det ovan, men goér om det héar for tydlighetens skull:

1
Vinster led i A(1)=» (2k—1)=2-1-1=2-1=1 Hogerledi A(1)=1>=1.
k=1
Bara som ren bekvamlighet infor vi har den kortare notationen V'L, respektive H L, for véanter respektive
hoger led i A(n) och vi konstaterar att VL; = 1 och att HL; = 1 och alltsa géller VL1 = HL; det vill séga
A(1) ar sann. (Férsta dominobrickan faller alltsa!)
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Steg 2. 1 detta steg ska vi visa att alla de har implikationerna A(p) = A(p + 1) &r sanna for alla p som &r
aktuella. (Som ndmnt ovan skulle vi kunna anvénda variabeln n hér istéller for p men vi anvénder p just nu.)
Vi ska alltsa visa implikationen
Alp) = Alp+1)
for alla p € N. Ett sitt att visa en implikation (och det vanligaste i induktionsbevis) &r att anta att forledet
ar sant och visa att efterledet foljer med hjalp av logiska och matematiska mandvrar. Vi antar alltsa att A(p)
ar sann, det vill sdga att vi for ett visst viarde pa p € N har

P

Alp) © VL, =HL, < > =p°
k=1
Antagandet som vi gor i induktionsbevis kallas induktionsantagandet och observera att vi nu har en anvandbar
formel. Vi kan alltsa anvinda oss av att den hdr likheten galler. Malet &r att visa att A(p + 1) &r sann och vi
kommer att kunna gora det med kraft av induktionsantagandet. For att visa att A(p + 1) &r sann studerar vi
VLpy1 och HLy, ;1 och forsoker se att de ar lika. Och har ska vi alltsa anvindae induktionsantagandet. Sa vi
far

p+1 D r
Vippi=>» (2k—1)=> @k—1)+2p+1)-1)= [Z(% - 1)} + [Q(p +1) - 1}
k=1 k=1 k=1

och har har vi &n sa lange bara satt in p+1 i uttrycket som definerar vad V'L, &r lika med. Detta vansterled
(VLpy1) ar tydligen en summa med p + 1 termer. Induktionsantagandet uttrycker nagonting om de forsta p
termerna i denna summa, darfor &r summan isérskriven ovan sa att vi ser hela summan (med p + 1 termen)
som en summa av forst p termen och sedan term nummer p + 1. Vi arbetar vidare med det uttrycket och
ersitter da summan av de forsta p termerna med det som vi enligt induktionsantagandet vet den summan ar
lika med, alltsa:
P
VL1 = [Z(%— 1)} + [Q(p—i-l) - 1] =p?+2p+1)—1=p>+2p+1.
k=1

och i det hér steget har vi alltsa anvdnt induktionsantagandet och alltsa ersatt [ b2k — 1)] med p2. Det
ar mycket viktigt att vi poangterar detta, annars har vi inte en fullstdndig motivering for alla delsteg.

Nar vi anvant induktionsantagandet &r det lampligt att undersoka vad H L, &r lika med, sa vi satter in
p + 11 definitionen av HL,, och far:

HLpi1 =@+ 1)2=p*+2p+1

och hér kan vi konstatera att V' L,y1 = HLypyq vilket &r precis samma sak som att A(p + 1) &r sann. Efter-
som vi uppnadde detta med hjilp av induktionsantagandet A(p) kan vi dra slutsatsen att implikationen
A(p) = A(p + 1) maste vara sann vilket fullbordar det andra steget i induktionsbeviset.

Nu kanske vi tédnker oss att vi har fullbordat hela induktionsbeviset. Steg 1 och 2 ger oss kanske en inre syn
av att hela situationen liknar dominobrickorna som faller och dérmed blir alla utsagor A(n) sanna eftersom de
naturliga talen &r i princip som en rad dominbrickor. Men vi vill faktiskt ocksa ha denna sista sving med i
beviset, alltsa en matematiskt korrekt formulering av ”de naturliga talen &r i princip som en rad dominbrickor”.

Ett bevis dr nagonting som méanniskorna har hittat pa for att 6vertyga sig sjalva om vad som ar sant respek-
tive falskt. Ett bevis kraver fullstdndiga motiveringar och om vi laser orden ”de naturliga talen ar i princip
som en rad dominbrickor” som ska vara det sista som kravs for att beviset ovan ska vara klart sa far vi kianslan
av att de orden skrivs dar just for att beviset inte ar fullstdndigt &nnu. Hade det varit fullstdndigt hade vi ju
inte behovt skriva nagot alls. Men vi kan inte tala om ”dominobrickor” i texten till ett formellt matematiskt
bevis. Vi maste ha nagonting mer precist.

Ett induktionsbevis dr en matematisk utredning av fragan om for vilka naturliga tal n predikatet A(n) &r
en sann utsaga. Om vi betecknar méngden av tal for vilket predikaten ar sant med M sa vill vi alltsa visa att
M = N. Steg 1 och 2 i beviset ger oss att denna méngd har tva egenskaper:

(1)1eM

2)peM=p+1eM
och har finns det nagonting som vi kan hinvisa till som kallas induktionsaxiomet som ar den matematiska
formuleringen av just de naturliga talens grundlaggande princip. Induktionsaxiomet sédger att om en mangd
M har de tva egenskaperna ovan sa kan vi dra slutsatsen att méngden bestar av alla naturliga tal, det vill saga
med hénvisning till induktionsaxiomet kan vi dra slutsatsen att M = N och det fullbordar beviset.
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Den hér langa matematisk-pedagogiska utredningen behdver forstas inte tas med. I vanliga formuleringar
av induktionsbevis réacker det att skriva sa hér:

Steg 3. Steg 1 ger att A(1) &r sann. Steg 2 med p = 1 ger da A(1) sann = A(2) sann. Och upprepad
anvandning av steg 2 ger

A(1) sann = A(2) sann = A(3) sann = ... = Vn € N: A(n)

och den sista slutsatsen kan dras tack vare steg 1 och 2 och principen for matematisk induktion. Beviset ar klart.

I vart formella forhallningssatt till matematiska bevis ar det alltsa vésentligt att formulera det sista steget.
Som ett minimum maste vi skriva:

” Steg 3. Steg 1 och 2 och induktionsaxiomet fullbordar beviset.”

och det kan anses godkint men det kan ocksa vara bra att artikulera sig mer fullstdndigt som i bevistexten
som var given har.

Sammanfattningsvis: for att visa ett pastaende av formen Vn € N : A(n) bestar alltsa ett induktionsbevis
av foljande tre steg:

1. Kolla att pastaendet haller for startvardet, det vill sdga kolla att A(1) &r sann.

2. Visa implikationen A(p) = A(p + 1) for alla p € N. For att visa den hér implikationen antar vi forst
att A(p) ar sant for nagot visst varde pa p € N. Det kallas induktionsantagandet. Sedan anvénder vi
induktionsantagandet tillsammans med allt annat som vi vet ar sant och visar att ocksa A(p + 1) blir
sant. Av detta drar vi slutsatsen att implikationen A(p) = A(p + 1) maste vara sann.

3. Som sista viktiga steg hénvisar vi till steg 1 och 2 principen for matematiskt induktion (alternativt
kallat induktionsaziomet). Vi kan hér skriva ned féljden av utsagor

A(1) sann = A(2) sann = A(3) sann = ... = A(n) sann for alla n € N.

for en mer utforlig formulering (men som ett minimum maste vi alltid ha en referens till steg 1 och 2
och induktionsaxiomet).

Vi studerar ytterligare ett exempel:
Exempel: Bevisa, med matematisk induktion att 7|52" — 25" for alla n > 1.

Bevis: (Matematisk induktion éver m.) Vi introducerar predikatet A(n) for uttalandet 7|5%% — 257 dir
n € N. Uppgiften ar att visa att Vn € N: A(n).

Steg 1. Kolla att A(1) &ar sann. Ar det sa? Har vi att 521 — 251 &r delbart med 77 Vi kan rikna ut det och
vi far da
571 -2 =25 -32=-7=7--1
och tydligen #r 521 — 251 delbart med 7 sa A(1) &r sann. Steg 1 &r klart.

Steg 2. Vi ska nu visa implikationen A(p) = A(p + 1) for alla naturliga tal p och vi antar darfor att A(p)
ar sant for nagot naturligt tal p. Detta #r induktionsantagandet och enligt det har vi alltsa 7|5% — 25, Det
betyder att det existerar ett heltal ¢ sadant att 527 — 2°7 = 7q. Med stod av detta vill vi nu visa A(p + 1) det
vill siga 7|52P+1) — 25(°+1) Vi observerar drfor att

52(p+1) _ 95(p+1) — 52p+2 _ 95p+5 _ 95 . 520 _39.950 — 95.520 _ 95.95 _ 7. 9%,

Men detta tal kan skrivas 25 - (5% — 2°P) — 7 257 och om vi anviinder induktionstagandet som sade att
52P — 2°P = 7q fér nagot heltal ¢ har vi
52 1) _95(H1) — 95. 74 — 7.2 = 7. (25q — 2°P)

vilket helt klart &r delbart med 7. Alltsa har vi 7|52(P+1) — 25(+1) vilket &r precis A(p + 1). Vi har nu alltsa
visat implikationen A(p) = A(p + 1) vilket fullbordar steg 2.

Steg 3. De tva tidigare stegen och principen fér matematisk induktion gor att vi kan dra slutsatsen att
A(1) ar sann (steg 1) = A(2) sann (steg 2) = ... = A(n) sann for allan > 1
vilket fullbordar beviset.
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Vi kan ocksa ha andra startvarden dn 1. Matematisk induktion fungerar 6ver hela Z. Vi kommer att se det
i senare exempel och i nagra av évningarna nedan.
OVNINGAR

6.5.1 Visa med matematisk induktion att 1+2+3+...4+n=> , k= w for alla n > 1.
6.5.2 Visa med matematisk induktion att 22" — 1 &r delbart med 3 for alla heltal n > 0.
6.5.3 Visa med matematisk induktion att n < 2™ {or alla n > 1.

6.5.4 Visa med matematisk induktion formeln

n
doob=2"" -1 nx>o0
k=0

6.5.5 Lat matrisen A = <?) ;) vara given. Visa, med matematisk induktion att

on  pon—1
n __
A —<0 on ), n > 1.

6. STARK MATEMATISK INDUKTION

Matematisk induktion handlar om hela foljder av utsagor som vi sett. Vi vill alltsa visa att alla utsagor pa
formen
A(1), A(2), A(3), A4), ..
ar sanna. Och ett induktionsbevis dar vi hanvisar till induktionsaxiomet baseras pa att vi visat implikationen
A(p) = A(p+ 1) déar kraften som ger att A(p+ 1) dr sann kommer fran den nidrmast foregaende utsagan alltsa
A(p). Men malet &r ju att etablera att alla A(n) &r sanna, det vill sdga vi vill visa att
A(1) &r sann, A(2) ar sann, A(3) ar sann, A(4) dr sann, . ..

och vi gor det i vanlig matematisk induktion genom att ta induktionssteget dér som sagt A(p + 1) blir sann
tack vare att A(p) ar sann: utsagan A(p + 1) blir alltsa sann tack vare att den ndrmast foregaende utsagan
A(p) &r sann och vi far kaskaden

A(1) ar sann, A(2) ar sann, A(3) ar sann, A(4) ar sann, ..., A(p) dr sann = A(p + 1) &r sann, . ..

Men det skulle kunna finnas mer kraft i att utnyttja att samtliga foregaende utsagor A(1),..., A(p) &r sanna.
Detta ar principen bakom sa kallad stark matematisk induktion.

Vi formulerar det som en alternativ induktionsprincip: (Vi har ett mer allmént startvdrde hér, ng, som
skulle kunna vara 1, men vi ger en mer allmén formulering av stark matematisk induktion. Pa samma satt
skulle vanlig matematisk induktion kunnat starta pa nagot annat heltal &n 1.)

Principen for stark matematisk induktion: Givet ett uttalande A(n) for varje heltal n. Om f6ljande
tva villkor ar uppfyllda:

1. A(ng) ar sant for nagot heltal ng;
2. For alla p > ng géller implikationen A(ng) A A(ng +1) A... AN A(p) = A(p+ 1).

Da ar A(n) sann for alla n > ng, det vill siga VYn > ng : A(n).

Vi ska anvanda den starka formen av matematisk induktion for att visa att alla naturliga tal stérre dn 2
kan skrivas som en produkt av primtal. Vi har redan visat detta med Aritmetikens Fundamentalsats men vi
studerar en annan formulering hér.

Sats: Varje naturligt tal storre dn 2 kan skrivas som en produkt av primtal.

Bevis: Vi anvander stark matematisk induktion och infor férst predikatet
A(n) & n ar en produkt av primtal.

Det vi vill ska visa kan da uttryckas Yn € N: n > 2 = n &r en produkt av primtal.
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Vi tar nu de tre stegen i ett induktionsbevis:

1. Startvéardet ar ng = 2 och A(2) &r sant eftersom 2 sjalv &r ett primtal, darmed &r det ocksa en produkt
av primtal innehallandes bara en faktor namligen sig sjélv.

2. Fixera nu ett godtyckligt tal p > 2 antag att A géller for alla naturliga tal, 2,3,...,p, det vill saga
anta att A(2), A(3),...,A(p) alla géller. Da kanske p+ 1 redan &r ett primtal och da blir p+ 1 (liksom
2 i steg 1) en produkt av primtal sa da &r A(p + 1) sann. Men om p + 1 inte dr ett primtal sa finns
det naturliga tal a,b med 2 < a,b < p+ 1 sadana att p+ 1 = a - b. Enligt induktionsantagandet
giller bade A(a) och A(b) men det innebér ju att bade a och b &r produkter av primtal sa blir &ven
p+1=a-ben produkt av primtal, det vill siga A(p+ 1) &r sann. Vi har nu alltsa visat implikationen
A2) NAB) A ... ANA(p) = A(p + 1) vilket fullbordar det andra steget i beviset.

3. Vi hanvisar nu till principen for stark matematisk induktion och steg 1 och steg 3 som ger att vi kan
dra slutsatsen
A(2) sann = A(3) sann = ... = A(n) sanna for alla n > 2

vilket fullbordar beviset.

Den hér satsen ar svagare &n Aritmetikens Fundamentalsats eftersom den hér satsen uttrycker att varje
tal ar en produkt av primtal men inte att den primtalsfaktoriseringen ar entydigt bestdmd som Aritmetikens
Fundamentalsats ocksa uttryckte.

OvNING
6.6.1 Definiera en foljd av tal ag, aq, a9, ... rekursivt genom ag = 1, a; = 3 och
Ant2 = 2ap41 — apn, 1 > 0.

Visa med stark matematisk induktion att a,, = 2n+1 (n > 0).

6.6.2 Definiera en foljd av tal ag,aq, a9, ... rekursivt genom ag = 0, a; = 1 och
An+2 = 3apt1 — 2a,, n > 0.

Visa med stark matematisk induktion att a, = 2" — 1 (n > 0).

7. MATEMATISK INDUKTION OCH VALORDNINGSPRINCIPEN

Da har vi alltsa tva sorters induktion: stark matematisk induktion och (vanlig) matematisk induktion. Det
kommer att visa sig att dessa bada principer ar ekvivalenta. Men for att se att det ar ekvivalenta ska vi inféra
en tredje princip: véalordningsprincipen.

Det hér avsnittet &r mer teoretiskt &n de tidigare avsnitten och om ldsaren har svart att ta till sig detta
avsnitt kan hen vanta med det har till senare. Det kan ocksa hianda att lararen till kursen anser att detta inte
ingar i kursen.

Sats: (Vdlordningsprincipen for de naturliga talen.) Varje icketom delméngd av N har ett minsta element.

Principerna for matematisk induktion respektive stark matematisk induktion kan ges formuleringarna:

* (Matematisk induktion.) Om méngden M C N uppfyller villkoren
1.1eM
2.peM=p+1eM
sa galler M =N

* (Stark matematisk induktion.) Om méngden M C N uppfyller villkoren
1.1eM
2.1eMNAN2eMAN...NpeM=p+1eM
sa galler M =N
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(I den hér formuleringen av stark matematisk induktion har vi valt att ha startvardet 1, men formuleringar
kring startvérden i de grundldggande formuleringarna av principerna spelar ingen roll. Vi kan latt visa att den
hér formuleringen ar ekvivalent med den tidigare.)

Vi ska nu visa att de hér tre principerna alla &r ekvivalenta. Vi kommer att gora detta i form av att de alla
implicerar varandra, vi kommer att se att matematisk induktion = vélordningsprincipen = stark matematisk
induktion = matematisk induktion.

Bevis 1: (Matematisk induktion medfor vilordningsprincipen.) Det har beviset blir ett vanligt induktions-
bevis for att varje icketom delméngd av N har ett minsta element. Vi skapar forst att bevis for alla dndliga
delméngder av N. Vi infor darfor predikatet

A(n) < alla delméngder av N som har n element har ett minsta element

och vi ska nu visa Vn > 1: A(n).

Steg 1. Ar A(1) sann? Ja, A(1) séger att alla méngder som bestar av precis ett element har ett minsta
element och det ar ju sant, det enda ingaende elementet i méngden med ett element maste ju da ocksa vara
det minsta.

Steg 2. Antag att A(p) ar sant, det vill siga antag att alla méngder med p element i N har ett minsta
element — detta ar induktionsantagandet. Lat nu M vara en godtycklig delméngd av N med p + 1 element.
Valj ut ett element ur M, vilket som helst, vi kan kalla det . Nu har vi alltsa

M = {z} U (M — {z})

och méngden M — {z} &r en méngd med p element. Alltsa har den ett minsta element enligt induktionsanta-
gandet, kalla detta minsta element for y. Det ar da klart att M har ett minsta element som blir det minsta
av elementen x och y. Alltsa har M ett minsta element och A(p 4+ 1) ar alltsa sann. Vi drar slutsatsen att
implikationen A(p) = A(p + 1) &r sann vilket fullbordar steg 2 i beviset.

Steg 3. Steg 1 och 2 och principen f6r matematisk induktion fullbordar beviset av Vn € N : A(n), det vill
siga alla dndliga icketomma delméngder av N har ett minsta element. Detta fullbordar induktionsdelen av
beviset.

Steg 4. Steg 1-3 tar hand om alla dndliga icketomma delméngder av N men satsen uttrycker sig om alla
icketomma delméngder, vi maste alltsa hantera fallet med oéndliga delméngder (som da forsta automatiskt ar
icketommal) sérskilt och visa att ocksa de har ett minsta element. Men det &r enkelt. Om M &r en delméngd
med odndligt manga element sa kan vi bara vélja nagot element z € M med egenskapen att det finns x € M
med x < z. Det gar eftersom M har odndligt manga element. Bilda nu

E=M-{teM:t<z}

det vill sdga alla element i M som &r mindre dn z. Mangden F ar da icketom och &ndlig (eftersom den ligger i
N och ar uppat begransad) vilket innebér enligt forsta delen av det hér beviset att det finns ett minsta element
i E. Det ar klart att detta minsta element ocksa maste vara minsta element i hela M. Alltsa har M ett minsta
element dven i fallet da M har odndligt manga element.

I bada fallet (da M &r &ndlig eller odndlig) har alltsa M ett minsta element. Vélordningsprincipen ar ddrmed
visad med hjilp av principen for matematisk induktion. Alltsa kan vi uppfatta vélordningsprincipen som en
foljd av principen for matematisk induktion vilket fullbordar bevis 1.

Bevis 2: (Vilordningsprincipen medfor principen for stark matematisk induktion.) Vi utgar nu fran
valordningsprincipen, det vill séiga att varje ickteom delméngd av N alltid har ett minsta element och visar
att fran detta foljer principen for stark matematisk induktion. Vi later darfér M vara en delméngd av N som
uppfyller

l.1eM
2.1eMN2eMAN...N\peM=p+1eM

for att principen for stark matematisk induktion ska gélla s& ska vi nu visa att detta innebar att M = N.
Vi antar darfér motsatsen, antag alltsa att det finns element i N som inte ingar i M. Vi arbetar med N som
universum har och det betyder att M€ ar icketom. Men en icketom delméngd av N har ett minsta element,
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kalla detta minsta element for x. Att x &r minsta element i M€ betyder forstas att alla element som &r mindre
an x ingar i M, vi har alltsa situationen

l.1eM
2.1eMN2eMA...Nz—-1€ M.

Men da kan vi anvinda de egenskaperna for M som finns ovan for p = x — 1 och alltsa dra slutsatsen
p+1l=x—1+1=2x € M vilket motsdger att = ¢ M. Antagandet om att M€ skulle vara icketom maste alltsa
vara falskt vilket innebar att M¢ = () = M = N. Detta visar att principen for stark matematisk induktion
géller och eftersom vi visade den med hjalp av valordningsprincipen sa kan vi uppfatta principen for stark
matematisk induktion som en f6ljd av valordningsprincipen. Detta fullbordar bevis 2.

Bevis 3: (Principen for stark matematisk induktion medfér principen for (vanlig) matematisk induktion.)
I detta sista bevis utgar vi fran principen for stark matematisk induktion och visar att av den foljer principen
for matematisk induktion. Vi antar alltsa att foljande géller:

(Stark matematisk induktion.) Om méangden M C N uppfyller villkoren

1.1eM
2.1eMN2eMAN.. N\peM=p+1eM

sa galler M =N
utgaende fran detta ska vi visa

(Matematisk induktion.) Om méngden M C N uppfyller villkoren
(a) 1e M
(b)) le MA2€e MAN...ApEM=p+1€eM
sa géiller M =N

Vi har &ndrat bendmningen av punkterna som definierar matematisk induktion till (a) och (b) for tyd-
lighetens skull.

Vi ska alltsa visa att principen for matematisk induktion adr uppfylld sa vi later M vara en godtycklig
delméngd av N som uppfyller (a) och (b). Att (a) ar uppfyllt betyder att krav 1 i principen {or stark matematisk
induktion ar uppfyllt. Vidare, for att underséka om ocksa 2:an géller, antag att méngden M uppfyller 1 €
MA2€e MA...Ap € M. Viar fostas fria att bara slappa de p— 1 forsta utsagorna sa att detta medfér p € M.
Men da far vi p+ 1 € M enligt (b) och detta betyder alltsa att implikationen

1EMA2EMA...ApeEM=p+1eM

ar uppfylld och det &r krav 2 i principen for stark matematisk induktion. Den ger oss da alltsa att M = N
enligt principen for stark matematisk induktion som vi har antagit giller. Men da har vi alltsa utgatt fran
de tva kraven (a) och (b) i principen for matematisk induktion och visat M = N. Eftersom det ocksa &r
slutsatsen for matematisk induktion sa géller &ven matematisk induktion. Vi har alltsa visat att principen for
matematisk induktion foljer av principen for stark matematisk induktion vilket fullbordar bevis 3.

De tre bevisen tagna tillsammans visar att alla tre principer dr ekvivalenta. (Sa ”stark” matematisk induk-
tion &r egentligen inte starkare dn vanlig induktion.)

Med hjalp av valordningsprincipen kan vi ge ett bevis for divisionsalgoritmen:

Sats 3.6 (Divisionsalgoritmen.) Lat n vara ett givet heltal. For varje positivt heltal d finns da entydigt
bestdmda tal ¢ och » med 0 < r < d — 1 sadana att

n=q-d+r.

Bevis: Vi kommer att anvinda en speciell variant av valordningsprincipen for heltalen som lyder sa har:

Vilordningsprincipen for heltalen: Varje nedat begransad icketom delméngd av Z har ett minsta element.
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Lat nu n vara heltalet i satsens forutsattningar och bilda méngden
E={teZ :n<t-d}.

Den har méngden ar icketom eftersom ¢ kan véljas hur stort som helst och alltid garanterat kunna uppfylla
n < t-d. Vidare &r méngden nedat begridnsad eftersom n &r ett fixt tal. Om ¢ véljs tillrdckligt stort negativt
kommer olikheten n < t - d till slut att inte vara uppfylld. Vidare kommer den inte heller vara uppfylld for
nagra mindre tal 4n detta stora negativa tal. Eftersom E &r icketom och nedat begriansad finns ett minsta tal
i E som vi kallar ¢’. Att ¢’ ar det minsta talet i E betyder att

n<q-d och n>(d—-1)-d

Vi illustrerar situationen i en figur:

n
I I I I I
] ] —e ] ] >

(¢—-3)-d (¢-1)-d (¢-1)-d ¢-d (¢ +1)-d

alla multiplar av d ligger pa jdmna avstang langs med hela tallinjen och nagonstans finns talet n mellan tva
av dessa multiplar (eller exakt pa). Med vélordningsprincipen tar vi fasta pa ¢’ som &r den minsta multipeln
som &r storre dn n, den finns tack vare valordningsprincipen.

Om vi nu satter ¢ = ¢’ — 1 och r = n — ¢ - d har vi alltsa funnit ¢ och r som uppfyller kraven i satsen. Det
aterstar att visa att ¢ och r ar entydigt bestdmda av kravet 0 < r < d — 1 och darfér antar vi att det finns tva
uppséattningar av tal, g1, 71 och ¢o, 79 som uppfyller kraven

n:ql-d+T1 (OS’I"ISd—l) och n:qz-d—i—T’z (OSTQSd_l)

Vi visar tva implikationer: ¢; = ¢a = r1 =ry och r =71y = @1 = ¢o.

1. Om ry = r9 = r sa far vi
O=n—-n=(q -d+7)—(@2-d+7)=(q1 —q@) - d=q —q@=0=q = q.
2. Om a andra sidan ¢ = g9 = ¢ sa fa vi
O=n—-n=(q-d+r)—(qg-d+r)=(q—q)-d+ri—ro=r1—re=0=r; =r9.

Vi kan alltsa dra slutsaten att antingen géller r; = r9 och g1 = ¢2 och da &r satsen fullstéandigt visad, eller
sa galler 1 # 19 och q1 # qo. Det géller alltsa att visa att detta sista fall inte kan gélla, sa vi studerar det
fallet i detalj. Vi far da

O=n—n=(q-d+r)—(@-d+r)=(q1—q) - d+(r1—r2) = (@1 —q2)-d=(r2 —r1) = d|ra — 11

men det har dr en motsigelse eftersom talet ro — r; maste ligga i intervallet —d + 1,...,d — 1 och hér finns
bara 0 som multipel av d. Det enda séttet som vi kan ha d|re — ry &r om ro —r = 0 vilket innebéar att ro =7
vilket motséiger vilket motsager att bade ¢; # g2 och 1 # 7y ska gélla. Beviset ar fullbordat.

Ovm’ngar saknas till detta avsnitt.

8. REKURSIVT DEFINIERADE TALFOLJDER

Vi ska nu anvinda matematisk induktion och talteori for att studera rekursivt definierade foljder av tal. Vi
skapar en sadan genom att ange starttalen och sen anger vi hur alla talen som kommer efter beror pa de tal
som kommer tidigare. Vi ger ett exempel.

Exempel: Lat ap =1 och ap11 = (n+1) - a, for alla n > 0. Da blir a; definerad av 1-ap=1-1=1. Nar
aq ar bestamd kan vi rédkna ut nasta som ar as och det blir as =2 -a; = 2-1 = 2. Processen forstatter forstas
i all oandlighet:

a3 =3-2=06, as =4-3 =24, as =5-24=120,...

och det allminna monstret blir

ap=n-(n—1)-...-2-1.
Den hér talfljden, eller den hér processen, att multiplicera alla tal fran och med n ner till 1 ar en viktig
process och vi illustrerar alltsa har en viktig talfoljd. Talet n-(n —1)-...-2-1 kallas fakulteten av n, eller

n-fakultet. (Pa engelska kallas det factorial.) Vi betecknar n-fakultet med symbolen n! och vi ser alltsa av det
ovanstaende exemplet att a,, = n!.
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Notera att nér vi definierar en talfoljd rekursivt sa innehaller definitionen en referens till det foregaende
talet. Det héar kommer att passa mycket bra ihop med induktion dar andra steget ju ocksa handlar om att
referera till foregaende fall. Vi tar ett exempel pa det.

Exempel: Visa att for alla n > 4 géller n! > 2.

Lésning: Vi anvander matematisk induktion: introducera predikatet
A(n) & nl >2"

for alla naturliga tal n. Det som vi ska visa kan formuleras Vn > 4 : n! > 2™ Nu tar vi de tre stegen i ett
induktionsbevis:

(1) Startvirdet dr 4 si kontrollera alltsa att A(4) dr sann. Vi ska allts siikerstiilla att 4! > 2%, Vi riiknar
ut bada leden och far att detta #r ekvivalent med 24 > 16 (4! = 24 och 2% = 16) och det hir #r forstas
sant.

(2) Vi ska nu visa implikationen A(p) = A(p+1) for alla p > 4 sa vi gor induktionsantagandet att A(p) ar
sant for ett visst p > 4. Da géller alltsa A(p) < p! > 2P. Med hjilp av detta ska vi nu visa att A(p+1)
ocksa dr sann. Vi sétter upp vénster och hoger led av A(p + 1):

VIippi =@+ =(@p+1)-pl  HLy,=2""=2.2°

Kan vi nu se att V' L,11 > HL,1 med hjilp av induktionsantagandet som var VL, = p! > 2P = HL,?
Ja har kan vi se hur matematisk induktion passar bra ihop med rekursion, V' L, innehaller precis
p! som ju forekommer i induktionsantagandet och att induktionsantagandet géller innebér att vi kan
skatta VLp41 = (p+1) - p! nedat med (p+ 1) -2P. Sa vi har

Vippr=(p+1)-pt=(p+1)-2°
tack vare A(p) < p! > 2P. Men vi har ju ocksa att p > 4 sa vi kan fortsitta gora skattningen
(p+1)-2°>(4+1)-2?=5-20>2.27 =2PF = [, ;. S& sammantaget ger induktionsantagandet
och p > 4 att V L,y1 > 2P haller, och detta dr ju forstids A(p + 1). Vi har med det hiir visat att for
p > 4 giller A(p) = A(p + 1) vilket fullbordar induktionssteget.

(3) De tva ovanstaende stegen innebér att
A(4) ar sann (steg 1) = A(5) ar sann (A(4)+steg 2) = A(6) ar sann (A(5)+steg 2) = ...
=Vn>4:A(n)

och detta resonemang héaller tack vare steg 1 och 2 och principen fér matematisk induktion.

Det hér var ett induktionsbevis dar vi inte hade startvardet 1, vi startade pa 4, men principen for matema-
tisk induktion géller egentligen for alla heltal och utsagor som &r formulerade i form av en rad av pastaenden
med ett startvirde. Det ar strukturen pa hur utsagorna hanger ihop som é&r viktig (som att dominobrickorna
ska sta tillrackligt ndra varandra), det ar inte viktigt hur vi numrerar dem.

Vi ska nu studera tva speciella typer av rekursivt definierade talféljder. Vi ger dessa i samma definition. I
definitionen infoér vi ocksa ett skrivsétt for en talfoljd. Vi skriver sa har

{antn1

da vi betecknar en foljd av tal dér talen far namnen aq, as, az och sa vidare.

Definition: En foljd av tal {a,}>%, kallas en aritmetisk talféljd om det finns en konstant d sadan att
an+1 = ap, + d for alla n € N. En {6ljd av tal {a,}72; kallas en geometrisk talféljd om det finns en konstant a
sadan att a,+1 = a - a, for alla n € N. Talet a kallas da talféljdens kvot.

Den aritmetriska foljden skapas alltsa genom att successivt addera ett visst tal d for att skapa nésta tal i
foljden. Den geometriska foljden skapas genom att successivt multiplicera att visst tal a for att skapa nésta
tal i foljden. Néar det géller den geometriska foljden sé far talet a namnet kvot, men talet d i den aritmetiska
foljden saknar namn. (Valet av bokstaven d for tanken till ordet ”distans” och i en aritmetisk foljd ligger talen
pa en konstant distans fran varandra.)
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Vi ger en sats om dessa typer av foljder.

Sats: Lat {a,}5° vara en aritmetisk talfoljd och lat {b,}>2; vara en geometrisk talfoljd. For alla n € N
giller da a,, = a1+ (n—1)-d och b, = by - b= dar b ar kvoten for {b,}.

Bevis: Vi visar endast pastaendet om {a,} och lamnar pastaendet om {b,} som en évning. Detta ar ett
induktionsbevis sa vi introducerar predikatet

An) e ap=a1+(n—1)-d.

Var uppgift ar att visa Vn € N: A(n). Vi tar nu de tre stegen som &r nédvéandiga for induktionen.
1. A1) e a1 =a1+ (1 —1)-d < a; = a; vilket &r uppenbart sant.

2. Vi gar nu vidare och visar implikationen A(p) = A(p + 1) och antar darfor att A(p) &r sant for ett
visst p € N. Det &r ekvivalent med att
VL,=ap=a1+(p—1)-d= HL,.
Baserat pa detta ska vi nu visa A(p + 1), det vill sdga V L,;1 = HLpq sa vi studerar V. Ly q:
V Lpi1 = ape1 = {enligt definitionen av aritmentisk talféljd} = a, +d =V L, +d
men detta tal & HL, + d, enligt induktionsantagandet (A(p) < VL, = HL,), sa hela uttrycket ar

ag+(p—-1)-d+d=ar+p-d=a1+(p+1—-1)-d=HLpy; saatt VL, = HL,; vilket precis ar
A(p+1). Vi har med detta visat att implikationen A(p) = A(p + 1) alltid géller {or alla p € N.

3. Steg 1 och 2 tillsammans med principen for matematisk induktion ger att vi kan dra slutsatsen Vn €

N: A(n) vilket fullbordar beviset.

Ovningar saknas till detta avsnitt.

9. DIFFERENSEKVATIONER
Tank tillbaka ett tag pa talfoljden som definerades i borjan av forra avsnittet. Vi hade dar
ap=1 och ap+1=(Mn+1)-ay

och vi kunde se ett monster sa att den rekursivt definerade talfoljdens tal kunde uttryckas explicit, alltsa inte
rekursivt och vi kunde da skriva a,, = n! dar alltsa hogerledet — n! — inte innehaller nagra uttryck med a,. Vi
ska nu studera hur det kan goras allmént for en viss typ av rekursivt definerade talféljder. Tekniken kommer
att vara fullstdndigt analog med tekniken for att 16sa differentialekvationer och har kommer vi att kalla det
hela for att ”16sa differensekvationer” men det kommer bara handla om att hitta en explicit formel fér en
rekursivt definerad talfcljd. Vi gor en definition for skapa klarhet.

Definition: Identiteten a, o = A - ant1 + B - ap, dar {a,}32 &r en talfdljd och A och B ar konstanta tal,
kallas en linjdr homogen differensekvation med konstansta koefficienter av andra ordningen. Vi kan omvaxlande
vélja att ange startviardena (som da kan anges med till exempel ag = a och a; = b f6r nagra tal a och b) eller
bara betrakta identiteten utan starttal. Processen att omvandla den rekursiva definitionen av differensekva-
tionen till en explicit formel som anger vad varje tal a, ar (utan referens till tidigare tal i foljden) kallas att
losa differensekvationen.

Att losa differensekvationen ani9 = A - api1 + B - a, kommer da involvera den sa kallade karakteristiska
ekvationen som for andra gradens differensekvationer pa ovanstaende form far utseendet

?=A-z+B
och den allménna losningen, alltsa det explicita for vad a,, ar ges av
an=C-r?+D-ry respektive an=(C-n+D)-r"

beroende pa om den karakteristiska ekvationen har tva enkelrotter (r1 och 72) eller en dubbelrot (r). Konstan-
terna C' och D bestams av starttalen ag = a och a; = b som ar helt analogt med det som kallas ”begynnel-
sevillkor” i teorin for differentialekvationer. (Aven de bada l6sningsformlerna for de explicita uttrycken for a,
ar i analogi med teorin for differentialekvationer.)

Vi tar tva typiska exempel:
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Exempel: Finn ett explicit uttryck for talen i talféljden som defineras av ag = 3, a1 = 2, ant2 = 3ap41—2a.

Léosning: Vi ska alltsa 16sa differensekvationen a,19 = 3a,+1 — 2a, som tydligen har den karakteristiska
ekvationen 22 =32 —2 < x =1V = 2, det vill siga vi har tva enkeltrétter r; = 1 och 7o = 2. Alltsa &r en
explicit formel for a,, given av

a,=C-1"+D.2",
Om vin =0 och n =1 sa fa vi uttrycken for ag respektive a; och startvirdena ag = 3,a1 = 2 ger oss da de
bada ekvationerna C' + D = 3 och C'+ 2 - D = 2 som &r ett linjart ekvationssystem med tva variabler och
tva ekvationer som har lésningarna C' = 4 och D = —1. Detta insatt i formeln for {a,} ger att 16sningen till
differensekvationen ar a,, = 4 — 2™.

Och har kommer ett exempel med en dubbelrot:
Exempel: Los differensekvationen a, 49 = 4ay11 — 4ay,, n > 0, dér ag = 1 och a; = 4.

Lésning: Den karakteristiska ekvationen har utseendet 22 = 4x — 4 < (z — 2)2 = 0 som har dubbelroten
x = 2. Alltsa dr den allménna l6sningen till differensekvationen given av a, = (C'-n+ D)-2" och om vi sétter
n = 0 och n = 1 uppstar ekvationerna (C' -0+ D) -2° = ag = 1 och (C -1+ D) - 2! = 4 fran starttalen och
dessa kan skrivas
D=1NC+D=2&C=D=1

sa den explicita l6sningen till den givna differensekvationen ar a, = (C-n+ D) -2" = (n+1) - 2".
Vi ger ett klassiskt exempel:

Exempel: Talfoljden definierad av
ag=1,a1 = 1,ap412 = any1 + an, for allan > 0.
kallas Fibonaccis talfoljd och om vi skriver ut talen ser det ut sa har:
1,1,2,3,5,8,13,21,....

Foljden bildas alltsa genom att sétta de tva forsta talen till 1 och sedan bildas de foljande talen genom att
varje tal sétts till summan av de tva foregaende. Vi hittar ett explicit uttryck fér a,, genom att betrakta det
hela som en differensekvation som vi loser.

Den karakteristiska ekvationen har utseendet 2> = x + 1 som har 16sningarna x = %‘/5 Det har ar tva
enkelrotter sa den allménna l6sningen har formen

1+v5)" 1-v5\"
e

Om vi sitter n = 0,n = 1 sa far vi fran startviardena ekvationerna C'+ D = 1 respektive C'(

.. . . _ 1 145 o _Llf\/g
1 och det har ekvationssystemet har 16sningarna C' = N D = 2

_L 1+\/§ n-l—l_L 1_\/5 n+1
an—\/g — 7 — .

Det ar ganska anmérkningsvart att det explicita uttrycket for talen ar ganska komplicerade med potenser och

1+2\/5)+D-(1*2\/5)

, och detta ger den explicita
16sningen

en massa rotuttryck men att &nda, nar vi sitter in n = 0,1,2,..., sa forsvinner alla rotuttryck och allt gar
jamnt ut och bildar den vackra foljden av naturliga tal som alltsa utgoér Fibonaccis talfoljd:
1,1,2,3,5,8, ...

(I vissa andra framstdallningar anges de forsta talen i foljden som 0 och 1 och inte som hér 1 och 1, det ger
inga storre skillnader mot den hdr framstdllningen, alla tal blir bara forskjutna ett steg.)
Ovningar saknas till detta avsnitt.

BLANDADE OVNINGAR

6.1 Lat h > —1 vara ett fixt reellt tal. Visa, med matematisk induktion Bernoulli’s olikhet
(I+nh)<(1+4+h)", n>0.
Ga direkt pa gamla tentauppgifter — det finns manga heltalsproblem sdrskilt med induktion.



