KAPITEL 2 - MANGDLARA

1. MANGDER OCH DERAS ELEMENT

Det centrala i méngdlaran ar forstds mangden. En méangd ar en samling objekt. Objekten kan vara tal,
matriser, vektorer, eller varldsliga ting som bilar, personer eller blommor eller vad som helst. Vi ska borja tala
om detta pa ett mer noggrannt sitt sa vi gor en definition och infor ett par satt att skriva.

Definition 2.1: En mdngd &r en samling objekt. Objekten kallas element och méngden ségs besta av sina
element. En méngd &r helt bestdmd av de element som ingar och det maste finnas ett satt att entydigt avgora
om ett objekt &r ett element i méngden eller ej. Om en méangd betecknas med M skriver vi x € M for att
beteckna att elementet x tillhor M. Vi skriver vidare = ¢ M for att beteckna att x inte tillhér M. Vi kan ange
en mingd genom att rdkna upp dess element. Da anvénds skrivséittet M = {a,b, ¢, ...} dér a, b och ¢ betecknar
ingaende element i M. Ibland kan verkligen ocksa symbolerna ”...”, de tre punkterna efter varandra, vara
med och definiera innehallet i en méangd nir méngdens element bildar ett tydligt monster.

Exempel: Lat M vara méangden av alla positiva udda heltal. Da ar M = {1,3,5,...} . Vidare vet vi da
att b€ M , 7€ M , men till exempel géller 2 ¢ M och —7 ¢ M.

I en méngd finns ingen inbordes ordning mellan elementen. Alltsa dr méngderna {1,2,3} och {2, 3,1} precis
samma mangd och vi kan alltsa skriva {1,2,3} = {2,3,1}. Vidare kan varje element bara férekomma hogst en
gang i varje méngd. Darfor anser vi att méngden {1,2,1,3,4} egentligen dr méangden {1,2,3,4}.

Vi kommer att se mycket stora likheter mellan méngdlaran och logiken. Vi kan se ett forsta uttryck for
dessa likheter i foregdende stycke. Dér havdades att ett element bara kan forekomma i en méngd ”hogst
en gang”. Betrakta méngden {1,2,3}. Den innehaller elementen 1, 2 och 3. Det betyder att utsagorna
1€ {1,2,3}, 2 € {1,2,3} och 3 € {1,2,3} alla har sanningsvirdet Sann. Och vi kan forstas ocksa teckna
falska utsagor som involverar samma méngd, till exempel 4 € {1,2,3} och 5 € {1,2,3}. Sa fort vi har en
mangd M sa ar alltsd € M en utsaga som antingen ar Sann eller Falsk. Vi lagger mérke till att vi har en
motsvarighet till utsagor hér: just precis att det maste finnas ett entydigt sétt att avgora om ett objekt ar ett
element i en mangd eller ej svarar exakt mot kravet som vi stéllde pa utsagor: att de ska vara sanna eller falska.

Det finns en mojlighet att en méngd inte innehaller nagra element alls. En sddan méngd kallas tom och det
finns bara en sadan méngd som da brukar kallas ”den tomma méngden”. Vi gor en definition och infor ett
skrivsatt.

Definition 2.2: Den tomma mdngden &r den méngd som inte har nagra element alls. Vi betecknar den
med symbolen (.

Eftersom () inte innehaller nagra element kan det aldrig vara uppfyllt att = € () for nagot element z alls.
Utsagan = € () ar alltsa alltid falsk. Daremot géller = ¢ () for alla objekt x och utsagan = ¢ ) ar alltsa alltid sann.

Vi ska nu infora ett par standardméssiga méngder som kommer att finnas med oss i resten av framstéallningen.
Vi gor detta i form av en definition.

Definition 2.3: Foljande skrivsétt dedikeras till f6ljande standardméssiga mangder:

N = méngden av alla Naturliga tal, det vill sdga {1,2,3,...}. Denna méngd kan ocksa kallas ”alla positiva
heltal”. (Ibland anses &ven talet 0 inga bland de naturliga talen.)

7Z = méangden av alla Heltal, det vill sdga {...,—2,-1,0,1,2,3,...}.

Q = méangden av alla Rationella tal, det vill siga méangden av alla braktal alltsa alla tal som kan skrivas
pa formen a/b dér b forstas inte kan vara 0.

R = méangden av alla Reella tal, det vill siga alla tal som vi behéver da vi skapar matematik och in-
genjorskonst, de rationella talen riicker inte till, exempelvis #r talet v/2 inte rationellt. (Det ar de reella
talen som vi &r vana att arbeta med fran kurser i matematisk analys.)
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For samtliga dessa talméngder kan vi ibland vélja att exkludera alla icke-positiva tal fran méngden genom
att ligga till ett ”+”. Med detta skrivsitt blir dd RT = mé#ngden av alla positiva reella tal och Z* = alla
positiva heltal (som ju &r de naturliga talen — N).

Vi ska utvidga skrivsittet for méngder genom att skriva pa foljande sétt:
{element : logisk beskrivning av hur elementet bildas}

Vi anvénder alltsa klamrar och innanfor vénstra klammern ({) anger vi de element som finns i méngden.
Sedan fortsitter vi med ett kolon (:) och efter det anges en beskrivning pa hur de element som ingar i méngden
bildas. Denna beskrivning kan anvanda sig av satslogik och vi kan alltsa bilda utsagor som beskriver krav pa
elementen. Vi avslutar sedan med en hogerklammer (}). Héar foljer ett par exempel pa detta.

Exempel: Vi bildar méangden
M=A{x:xe€ZNx >4}

Denna méngds element betecknar vi alltsa med x och vi bildar x genom att folja de anvisningar som finns efter
kolonet. Dar star det att x ska véljas bland de hela talen (méngden Z) och att x ska véljas storre &n 4. Det
innebér att M blir denna méngd: {5,6,7,8,...} det vill siga alla heltal fran och med 5.

Exempel: Vi bildar mangden
M={2-z:x€ZNzx> 3}
Den har mangden bildas genom att vi tar alla heltal x storre an 3, det vill sdga talen 4, 5, 6, ... och multiplicerar
alla dessa tal med 2. Mangden M bestar darfor av elementen {2-4,2-5,2-6,...} som alltsa bildar méngden
{8,10,12,...} det vill sdga alla jaimna heltal fran och med 8.

OvVNING

2.1.1 Lat Z beteckna méngden av alla heltal. Vilka méangder ar lika?:
M, ={0,2,4,6,...},

My =1{1,3,5,...},

Ms ={0,5,10,15,...},

My = Méngden av alla udda heltal,

My = Méngden av alla positiva heltal, inklusive 0,
Mg :{Qk‘kEZ},

M7; ={2-k:k€Zochk >0},

Mg ={2-k+1:keZ},

My ={2-k+1:k€ZNk >0},

My ={5-n:n €Z ochn >0},

M1 = Mangden av alla jdmna heltal.

2. DELMANGDER

Ofta vill vi uttrycka att de element som finns i en viss méngd A ocksa finns i en annan méngd B. Det skulle
till exempel vara fallet om vi hade A = {1,2,3} och B ={1,2,3,4,5}. Detta betyder att hela méngden A &r
innesluten 1 B eller att méngden A &ar en del av méngden B. Till exempel &r méngden av alla udda positiva
heltal innesluten i mangden av alla positiva heltal. Vi ger en formell definition av detta:

Definition 2.4: Lat A och B vara tva méngder. Om varje element i A &ven finns i B sdger vi att A ar
innesluten 1 B eller att A &r en delmdngd av B. Vi skriver detta sa har: A C B.

Exempel: Lat A vara méngden av alla udda positiva heltal, det vill sdga lat A = {1,3,5,7,...}. Da géller
A C Z, det vill sdga A ar en delméngd av méngden av alla heltal. Vi kan ocksa skriva A C N eller A C Q.

Exempel: Vi kan kaskadkoppla delméngdssymbolen for att uttrycka att en mangd kan vara delméngd av
en méngd som i sin tur dr delmingd av en annan &nnu storre méngd. Vi kan dérfor skriva (med samma A
som i forra exemplet):

)cACNCZCQCR

vilket betyder att tomma méngden ar delméngd av A som i sin tur ar delméngd av méngden av de naturliga
talen som i sin tur ar delméngd av mangden av alla heltal och sa vidare.



KAPITEL 2 - MANGDLARA 3

Om delméngdsrelationen mellan tva méangder dr uppfylld (det vill séga, helt enkelt om A C B, som till ex-
empel om A = {1,2,3} och B =1{1,2,3,4,5}) sa kan detta ges en satslogisk tolkning. Om vi later x beteckna
ett element i A sa &r A C B samma sak som att x € A = = € B, det vill sdga "delméngd” hénger ihop med
implikation.

Tomma méangden, (), anses vara delmiangd av varje annan méangd, det vill saga, for alla mangder M géller
() € M. Det stammer ocksa 6verens med den satslogiska tolkningen som namndes precis ovan, eftersom imp-
likationen z € ) — x € M alltid har ett falskt forled, utsagan x € () ar ju alltid falsk, vilket innebér att hela
implikationen blir sann oavsett vad M &r. Det innebar alltsa att implikationen géller for alla moéjliga méangder
M det vill saga () 4r delméangd av vilken mangd som helst. Tomma mangden ar forstas den enda mangd som
har denna egenskap.

Anmdrkning: 1 andra framstéllningar av mangdlaran anvands symbolen ”"C” for att beteckna delméngder.
Denna symbol dr en sammanslagning mellan likhetstecknet ”=" och ”C” och ar tédnkt att indikera att likhet
mellan mangderna ocksa kan rada. Varje méngd &r ju en delméngd av sig sjilv och beteckningen A C B
betyder saledes ” A ar en delméngd av B eller sa ar mangderna A och B lika”. Vi gor inte den distinktionen i
denna framstéllning utan anvander genomgaende symbolen ”C” for att beteckna delméngder och vi inkluderar
alltsa ocksa mojligheten att méangderna A och B ar lika da vi skriver A C B.

Da det giller likhet mellan méngder sa intréiffar detta precis da de bada méngderna ar delméngder av
varandra. Mer precist, om A och B ar tva méangder sa géiller A = B om och endast om A C B och B C A. Vi
kan ge detta samma satslogiska tolkning som ovan genom att konstatera att tva méangder A och B é&r lika om
och endast om de har samma element, det betyder att alla element som finns i A ska ocksa finnas i B — det vill
sdga A C B, och alla element som finns i B ska ocksa finnas i A — det vill sdga B C A. Men A C B betyder ju
att t € A=z € B och B C A betyder ju att z € B = x € A och dessa tva tillsammans blir x € A & x € B,
det vill sdga mingderna A och B har exakt samma element.

OVNING
2.2.1 Ange vilka delméngdsforhallanden som finns mellan mangderna M; — M1 i uppgift 2.1.1. (Till exempel
galler My C Ms.)
3. VENNDIAGRAM OCH UNIVERSUM

Matematikern John Venn (1834-1923) kom pa ett sitt att askadliggéra méangder och deras inbordes rela-
tioner. Han uppfann alltsa de sa kallade Venndiagrammen och i Venndiagram ténker vi oss méngderna som
om de var inneslutna i en stor allomfattande méangd som kallas universum och den ska vi beteckna med U.

Ett Venndiagram som askadliggér en delméngdsrelation mellan tva méngder A och B ges i nedanstaende
figur.

U

Figuren symboliserar att A C B och dérfor har vi symboliserat méangderna A och B med ellipser dér den
ellips som symboliserar A ligger innanfor den ellips som symboliserar B.

I manga matematiska problemstéllningar finns en allomfattande méngd som innehaller alla de objekt som
ar relevanta for studiet av den aktuella problemstéallningen — det ar just en sddan har universummaéngd som &ar
betecknad med U i ovanstaende diagram. Det finns ocksa teoretiska skl till att infora en allomfattande mangd
som vi kommer att berora senare. Det betyder att en allomfattande méngd, som vi kallar universum och som
betecknas med U i ovanstaende Venndiagram, dr en mycket naturlig konstruktion. Vi tar ett par exempel pa
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situationer dar vi har en allomfattande méngd som innehaller alla objekt som beaktas och som kan illustreras
med ovanstaende Venndiagram.

Exempel: I linjar algebra studerar vi linjer och plan som kan betraktas som méangder av punkter. Det
kan da vara lampligt att lata universum, U, vara méangden av alla punkter, denna "méngd av alla punkter”
har vi i linjér algebra tidigare beteckat med R3. I Venndiagrammet ovan har vi som sagt en illustration av en
méngd, A, som &r innesluten i en annan, B, och att dessa tva méangder i sin tur &r inneslutna i ett universum
U. En situation dar detta uppkommer dr om A &r en linje som ligger i ett plan B och detta plan i sin tur ar
inneslutet i rummet av alla punkter som da blir universum U. Venndiagrammet ovan beskriver givetvis inte
geometriska forhallanden, men fungerar bra for att illustrera de mangdteoretiska férhallandena mellan linjen
(méngden A), planet (miingden B) och hela rummet R? (méngden U).

Exempel: Vi kan lata U beteckna alla studenter i hela varlden, B beteckna studenterna i Sverige och A
beteckna studenter vid KTH. Dessa tre méangder kan ocksa beskrivas med Venndiagrammet ovan. A C B och
B C U som ocksa med kaskadkoppling kan skrivas A C B C U.

Styrkan med méngdlaran (och matematik i allménhet) &r att samma principer kan anvéndas for att mod-
ellera, illustrera och dra slutsatser kring vitt skilda problemstéllningar. Samma Venndigramm kan alltsé vara
anviandbart vid studium av linjar algebra och vid studium av studenter. Vi kommer att 16pande anvanda
Venndiagram for att illustrera olika méngdteoretiska begrepp. Vi maste dock vara aterhallsamma nér vi ska
skapa bevis for méngteoretiska resultat. Har kommer inte Venndiagram vara acceptabla eftersom de snarare ar
pedagogiska instrument och det &r svart att i exakta matematiska termer beskriva precis vad ett Venndiagram
ar. Venndiagram kan dessutom ibland ritas pa ett felaktigt sitt och detta kan leda oss att tro att nagonting
galler trots att det inte ar sant. I slutet av detta kapitel kommer dock ett speciellt avsnitt att ges som i viss
man reparerar detta.

OvVNING

2.3.1 Universum fér méangderna M; — My; 1 uppgift 2.1.1 dr méngden av alla hela tal, det vill sidga
Z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}. Hlustrera delméngdsférhallandena fran 6vning 2.2.1 med Venndiagram.
Exempelvis géller My = My C Mg vilket kan illustreras i ett Venndiagram sa hér:

7

4. OPERATIONER PA MANGDER

I det hér avsnittet och det foljande kommer vi att infora fyra operationer pa méangder. Dessa operationer
kallas union, snitt, komplement och mdngddifferens. Vi kommer att se starka likheter har mellan de tre forsta
mangdoperationerna och de satslogiska operationerna disjunktion, konjunktion och negation.

4.1. Union. Vi studium av méngder beh6ver man ibland sla samman tva (eller flera) mangder till en. Detta
kallas union och ar den forsta méngdoperationen som vi ska inféra. Da man slar samman tva méangder A och
B far man en tredje mangd C som bestar av alla de element som ingar i A eller B. Det betyder att om ett
element x forekommer bade i A och B kommer elementet x endast att férekomma en gang i den sammanslagna
méngden, minns att en mangd bara kan innehalla varje element hogst en gang. Vi gor en ordentlig definition.

Definition 2.5: Lat A och B vara mangder. Med unionen av A och B menas da méngden C' som innehaller
precis alla element som ingar i A eller B. Vi skriver detta med unionstecknet "U” som C' = AU B.
Med klammernotation har vi C = AUB ={x: 2 € AV € B}.

Notera att det finns en disjunktion (V) i definitionen av union!

Exempel: Lat A = {1,2,3,4} och B = {3,4,5,6}. Daar AUB={x:2€ AVz € B} ={1,2,3,4,5,6}.
(Har har vi valt att inte beteckna unionen av A och B med en tredje symbol, C, som i definitionen, men vi
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skulle lika gérna ha kunna valt att sétta ett till namn (C) pa AU B.)

Exempel: Lat A vara méngden av alla udda positiva heltal, det vill siga A = {1,3,5,7,...} och lat B vara
méngden av alla negativa udda heltal, det vill siga B = {—1,—3,—5,—7,...}. Unionen av A och B blir da
AuB=H{...,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,...} det vill siga alla udda heltal.

Vi ska nu ge ett Venndiagram som illustrerar unionen mellan tva méngder. Union &r en operation som tar
tva méngder (hir A och B) och ger en tredje méngd (A U B) som resultat. Vi vill att vart Venndiagram
ska illustrera hur denna tredje méngd ser ut i relation till de tva givna mangderna. For att astadkomma
detta véljer vi att ge en farg till det omrade av diagrammet som respresenterar A U B sa i nedanstaende dia-
gram ar den yta som representerar AUB grafargad. (Inte mycket till ”farg”, men det fungerar forhoppningsvis!)

U

Vi ska ge nagra sista kommentarer angaende unionoperationen.

For alla méngder A géller AU = (U A = A. Att ta unionen mellan méngden A och den tomma méangden
innebar att sla ihop A med den méngd som inte innehaller nagra element alls och da tillfér vi inga nya element.
Tomma méangden har ju inga element sa da far vi tillbaka A. Detta &r precis i analogi med att alla tal x
uppfyller x +0 = 04+ x = x. Lagger vi pa 0 pa talet x far vi tillbaka . Tomma méangden ar alltsa ett slags
nolla bland mangder. Matematiskt sett brukar man saga att talet 0 ar ett neutralt element under operationen
addition och pa samma sitt sdger man att tomma méngden ar ett neutralt element under operationen union.

4.2. Snitt. Med union kan vi alltsa sla samman méangder och bilda nya méngder. Unionen av tva mangder A
och B innehaller alla element som ingar i ndgon av méngderna A och B som vi sett ovan. Det finns dock ofta
anledning av bilda en méngd som innehaller elementen som finns i bade A och B. Da bildar vi det sa kallade
snittet mellan A och B och det ar nasta operation som vi infor.

Definition 2.6: Lat A och B vara tva givna méangder. Med snittet mellan A och B menas da méangden C
som innehaller alla element som ingar i bade A och B. Vi skriver detta med snittecknet ”N” som C = AN B.
Med klammernotation har vi

C=ANB={z:x€ ANz € B}.

Och hér noterar vi forstas att snittoperationen definieras med hjilp av en konjunktion (A).

Exempel: Lat A ={1,2,3,4} och B ={3,4,5,6}. Da ar ANB = {3,4} f6r 3 och 4 &r de element som ingar
i bade A och B. (Har har vi valt att inte beteckna snittet av A och B med en tredje symbol som i definitionen,
men vi skulle lika gdrna ha kunna valt att sitta ett till namn, C', pa AN B.)

Exempel: Lat A vara méngden av alla udda positiva heltal, det vill sdga A = {1,3,5,7,...} och lat B
vara méngden av alla negativa udda heltal, det vill sdga B = {—1, -3, —5,—7,...}. Snittet av A och B blir da
AN B = {inga element alls} = tomma méngden = () . Det finns ju inga tal som ligger i bada méngderna, och
alltsa maste snittet vara tomt.

Pa samma sétt som forut sa studerar vi snittet mellan tva mangder representerat i ett Venndiagram och det
far da foljande utseende:
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och den méngd vi nu vill illustrera &r méngden av element som ligger i bade A och B, det betyder att
omradet som ar inneslutet av bade gransen kring respresentationen av A och gransen kring representationen
av B ér det omrade som fiargas. (Eller grafargas kanske vi skulle séga.)

P& samma sitt som unionoperationen har en relation till tomma méangden sa hénger snittoperationen sam-
man med tomma mangden pa foljande satt: For alla mangder A galler AN =0N A = 0.

Att bilda snittet mellan en mangd A och tomma méngden () innebar att bilda den mangd som innehaller
elementen som ligger bade 1 A och () . Men tomma mangden har ju inga element sa da far vi inga element som
ligger i bada méangderna. Méangden A N () maste darfor vara tomma mangden, (). Detta &r precis i analogi med
att alla tal z uppfyller 0 -z = x - 0 = 0 och vi ser aterigen hur tomma méngden &r lik talet 0.

OVNINGAR

2.4.1 Lat foljande méangder vara givna:
A=1{0,1,23,..1,
B = {z : x ar udda heltal eller z ar jamnt & positivt},
C = {x: z ar udda & positivt eller z ar ett jamnt heltal},
D=1{.,-4-3-2-1017234,5,...}
Uttryck A, B, C och D som unioner av méngderna M7 — M7 i uppgift 2.1.1.

2.4.2 Ange foljande mingder med klammernotation:
My OV Ma, My 0V Mg, My 0 My, My 0 Mo,
Mo N My, My N Mg, Mo N Myg, Mo N M.

Om nagon av dem &r tomma méangden, ange det.

2.4.3 Ange tre icketomma mangder av heltal A, B och C som har egenskapen
(a) (ANB)UC =AnNn(BUCQO).
(b) (ANB)UC # AN (BUC).

Undersok vad det ar som gor skillnaden mellan de tva situationerna.

5. KOMPLEMENT

Da vi véljer ett universum U och studerar delméngder av detta universum &ar det ibland av intresse att
bilda det sa kallade komplementet av en méngd A. Komplementet av en méngd A &r den delméngd av U som
innehaller alla element som inte &r element i A. Vi tar en formell definition.

Definition 2.7: Lat U vara ett givet universum och lat A vara en delméngd av U. Med komplementet till
A menas da den méngd som innehéaller alla element i U som inte &r innehallna i A. Komplementet till A skrivs
A°€. Med klammernotation har vi

A={zeU:x¢ A} ={zecU:~(xe€ A)}.

Aterigen ser vi att vi baserar oss pa en satslogisk operation: Komplementet definieras med hjilp av nega-
tion. Union, snitt och komplement baseras alltsa pa disjunktion, konjunktion och negation fran satslogiken. Vi
kommer att se att manga av de lagar som senare ska ta fram ar direkta motsvarigheter till de lagar vi sett for
logiska konnektiv. Vi kommer ocksa sa smaningom inse att Venndiagrammen ar kan ses som en motsvarighet
till sanningstabellerna.
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Anmdrkning: 1 definitionen for komplement har vi utékat klammernotationen, det star
A={zeU:x¢ A} ={zecU:~(x e A)}.

och vi har alltsa innan kolonet skrivit z € U snarare &n bara x. Sa hér kan vi géra nér vi vill betona att de
objekt vi arbetar med finns i ett viss storre mangd som till exempel ett allomfattande universum. Vi har inte
gjort samma modifikation av klammernotationen i definitionerna av union och snitt, men vi skulle kunnat gora
det. Vi kommer att aterkomma till det hér i slutet av det hér avsnittet.

Exempel: Lat A vara méngden av alla udda heltal {...,-5,-3,-1,1,3,5,7,...} och lat universum U utgoras
av alla heltal. Komplementet till A, det vill siga den méngd som vi betecknar med A€ blir da de heltal (element
i U) som inte &r udda. Dessa tal &r de jadmna talen, sa att

A={xeZ:x¢ A} ={ ..,-4,-2,0,2,4,6,...}.

Exempel: Lat B vara mangden av alla barn och U vara méngden av alla ménniskor. Komplementet till B
blir da B¢ =méngden av alla ménniskor som inte dr barn, det vill sdga alla vuxna.

Sjalvklart ska vi nu se pa ett Venndiagram som illustrerar komplementet. N&r vi tar komplementet av en
méngd sa ar ju bara en méngd involverad. Det innebér att Venndiagrammet endast kommer att ha en mangd
i sig. De element som ingar i komplementet ligger emellertid inte i den aktuella méngden och det innebér att
det omrade som kommer att grafargas dr omradet utanfor den aktuella mingden. Det ser ut sa hér:

U

Vi ger nu nagra avslutande kommentarer betraffande hur komplementet relaterar till tomma méangden. Men
dessa kommentarer kommer ocksa att involvera motsatsen till tomma méangden och motsatsen till tomma
méangden ar forstas universum, U. Skillnaden i de formella definitionerna av union och snitt jamforda med
definitionen av komplement var att de inkluderade inte en referens till universum U, men vi skulle kunna ha
inkluderat en referens till universum i deras definitioner ocksa. Om vi hade gjort det sa hade vi haft féljande
tre definitioner:

1. AUB={zxe€U:x€ AVze B}. Baseras pa disjunktion.
2. AnNB={zxeU:2€ ANz € B}. Baseras pa konjunktion.
3. A={zecU:~(xecA)} Baseras pa negation.

Vi kommer fran och med nu att anta att det &r sa har vi gjorde definitionerna. Anledningen till det ar att
med det har perspektivet, att vi alltid befinner oss inom ett universum, sa finns en i vissa avseenden exakt
overenstammelser mellan strukturen hos satslogiken och strukturen hos mangdlaran.

Nu kan vi diskutera komplementets roll i relation till bade tomma méangden () och universum U.

Foljande slaende monster kan upptéckas om vi studerar definitionerna (A &r en godtycklig méngd och x &r
ett godtyckligt tal):

| Mangdidentitet | Satslogiska och/eller aritmetiska motsvarigheter |

(A9 = A. Lagen om dubbel negation, =(—p) <+ p och tva minus tar ut varandra: —(—z) = x.
ANU =UnNA= A | Multiplikation med 1, alltsa 1 -z = x och om ¢ &ar sann s& géller p A g <> p.

AUU =UUA =U | Multiplikation med 0, alltsa 0 - z = 0 och om ¢ ar falsk sa géller pV ¢ < p.

)c=U Negationen av en falsk utsaga blir en sann utsaga

Uc=10 Negationen av en sann utsaga blir en falsk utsaga
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Vi ska aterkomma till den hér typen av identiteter i avsnittet om méngdlagar langre fram.

OVNINGAR
2.5.1 Vi betraktar méngden F € Z som &r méngden av alla jdmna heltal. Ange E°. (" E” som i engelskans

even.)

2.5.2 Vi betraktar méngden O € Z som &ar méngden av alla udda heltal. Ange O°. (”O” som i engelskans
odd.)

2.5.3 Vad ar FUO? Vad ar ENO?

2.5.4 Kan du fullborda tabellen ovan och finna en satslogisk motsvarighet till delméngdsrelationen mellan
mangder?
6. MANGDDIFFERENS
En speciell operation infors for att subtrahera en méngd fran en annan.
Definition 2.8: Lat A och B vara tva givna méangder. Med mdngddifferensen, A — B, menas da den

méngd som innehaller de element som finns i A men som inte ingar i B. Med klammernotation far vi

A-B={zeU:xz€ ANz ¢ B}.

Om vi tolkar vad som star i definitionen ser vi att A — B &r alla element som finns i A, men dér vi har tagit
bort de element som finns i B fran méngden A. Vi skulle kunna skriva om det s& hér:

A-B={recU:x€ ANx ¢ B} = AN B".
Det vill siga A — B = AN B¢ ar en formel for méngddifferensen. Vi ser pa ett par exempel.

Exempel: Lat A = {1,2,3,4,5,6} och B = {3,4,5,6,7,8}. Mingden A — B blir da {1,2} eftersom de
andra elementen i A, talen 3, 4, 5, 6 finns i B och de tas bort fran A da vi bildar A — B.

Exempel: Méngden av alla heltal betecknas som férut ndmnt med Z. Lat vidare J vara méngden av alla
jdmna tal. Méngden Z—J blir da alla heltal som inte &r jamna, det vill siga Z—J blir méngden av alla udda tal.

Exempel: Lat A vara vilken mangd som helst. Mangden A — () blir da mangden A sjalv. Detta eftersom
vi véljer att fran A ta bort de element som ingar i (). Eftersom () inte innehaller nagra element tar vi saledes
inte bort nagonting och mangden A — () kan inte skilja sig alls fran méngden A. Alltsa blir A — () = A. Detta
visar aterigen att () ar likt talet 0. Vi kan ocksa anvinda formeln ovan och konstatera att

A—-DP=ANP =ANU = A.

Vi illustrerar nu differensen mellan tva mangder, A — B, i ett Venndiagram i nedanstaende figur.

U

En sista kommentar om méangddifferensen och det ar att komplementet A° till en méngd kan skrivas som en
méangddifferens, ndmligen
A=UNA“=U-A
Vi har nu samlat pa oss en massa olika samband och egenskaper hos méngdoperationerna sa det passar bra
att ga till ndsta avsnitt dar vi dgnar oss helt at att skapa en del systematik och Gverblick av det vi stétt pa
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hittills.

OVNINGAR
2.6.1 Lat E = {1,2,3,4} och F = {3,4,5,6}. Bilda E — F.

2.6.2 Lat F = {1,2,3,4} och F = {3,4}. Bilda F — F.
2.6.3 Om universum &r alla heltal Z och E ar alla jamna heltal s& har vi sett tidigare att
E‘=7Z—-FE=0

déar O ar alla udda heltal. Men om universum &r alla reella tal, R, och vi alltsa betraktar £ € R, ”alla jamna
heltal bland de reella talen”, vad ar nu E°? Vad ar relationen mellan O och E€ nu?

7. MANGDLAGAR

Vi har sett att precis som att det finns lagar for utsagor finns det lagar fér mangder. Eftersom méangdlarans
definitioner ocksa ar sa tatt sammanspunna med logikens definitioner kommer méngdlarans lagar att vara
véaldigt liknande logikens. Vi har sett tecken pa detta i de foregaende avsnitten och nu ska vi borja visa mer
av det hir pa ett noggrannt sitt.

Det ar normalt sa att for varje lag for utsagor finns en motsvarande lag som géller for mangder. Till exempel
minns vi fran kapitel 1 att DeMorgans lag géller for utsagor: =(pAq) «» =pV —g. Om vi studerar Venndiagram
med tva mangder A och B kan vi faktiskt visa att precis samma sak géller méangder. Skillnaden blir bara
att negation av utsagor (—) byts mot méngdkomplement (A° och liknande) och disjunktion mellan utsagor
(V) byts mot union av méngder (U) och konjunktion av utsagor (A) byts mot snitt mellan méngder (N) och
ekvivalens mellan utsagor (<) byts till identitet mellan méngder (=). Vi har alltsa DeMorgans lagar dven for
méangder:

Sats 2.1: (DeMorgans lagar) For alla méngder A och B géller: (ANB)¢ = A°UB°och (AUB)¢ = A°N B°.

Innan vi studerar beviset av den héar lagen behdver vi veta vad som egentligen utgdr ett bevis. Att rita
upp Venndiagram kan tyckas som ett bra sitt att Overtyga sig om att nagonting géaller, men tyvarr kan vi inte
acceptera det som ett fullfjidrat matematiskt bevis som namndes tidigare. Sa vi kommer att motivera DeMor-
gans lagar (eller i alla fall en av dem) pa tva nivaer, forst genom att ge Venndiagram och sedan genom att ge
ett formellt riktigt matematiskt bevis. Vi kommer att inrikta oss pa den ena av lagarna ((AN B)¢ = A°U B°)
och ldmna motsvarande behandling av den andra lagen som en 6vning. Dessutom kommer manga av bevisen
av manga av lagarna att ocksa ldmnas som Gvningar.

Motivering med Venndiagram: Vi studerar vénster och hoger led av likheten (AN B)¢ = A°U B¢ med
Venndiagram. Vi ska alltsa gora ett Venndiagram for (AN B)¢ som vi kommer att kalla Dy, och ett Venndia-
gram for A°U B¢ som vi kommer att kalla Dp. Dessa Venndiagram kommer att bli lika och det kommer att
motivera satsen.

Vi bérjar med att konstruera Dy . Komplementet till AN B illustreras av foljande Venndiagram:

U

Detta ar Dy . Allt som &ar grafiargat utgor alltsa (A N B)¢. Vi bildar nu Dpy, genom att kombinera Ven-
ndiagrammen for A¢ och B¢ enligt operationen union. Vi tar upp Venndiagrammen for A¢ och B€:
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U U

A¢: B¢

Vi kombinerar nu dessa tva Venndiagram i en union och far Dy :

T T T

2o [ af o

Om vi inspekterar Venndiagrammen for Dy, och Dy, ser vi att de ar identiska vilket motiverar satsen.

Som namnt ovan behover vi ocksa ge ett formellt matematiskt bevis. Vi formulerar det sa har:

Bevis: Vi ska visa att tva méngder &r lika, det vill sdga méngderna (A N B)¢ och A°U B¢. Tva méngder
ar lika om och endast om foljande ekvivalens géller for alla element x € U: z € (AN B)¢ < x € A°U B°. Vi
studerar darfor x € (AN B)°.

re€(ANB) < -(xe(ANB)) e ~(r€ ANz € B).

Har har vi bara anvéint definitionen av snitt och komplement. Men hér har vi da en satslogisk negation av
en konjunktion. (Vi kan uppfatta det som att vi &versatt fran mangdsprak till logiksprak.) Vi kan sjélvklart
anvianda den satslogik som vi redan tagit fram och dar finns férstas DeMorgans lag for utsagor och utsagan
—(x € ANz € B) ar darfor ekvivalent med -z € AV -z € B som i sin tur &r ekvivalent med

r € A°Vr e B xe A°U B¢

och sammantaget har vi alltsa visat att z € (AN B)¢ & z € A°U B¢, vilket innebér att mangderna (AN B)¢
och AU B¢ maste vara lika. Beviset ar klart.

Vi ger nu en lista pa lagar som géller for méngder. Listan har i princip samma innehall som en motsvarande
lista for satslogik som involverar utsagor och konnektiv. I den hér listan far vi i stallet méngder och méngd-
operationer.

Sats: Mdngdlagar For alla mangder A, B och C galler foljande:

1. Kommutativa lagarna: ANB=BNAoch AUB=BUA.
2. Associativa lagarna: (ANB)NC=An(BNC)och (AUB)UC =AU (BUCQC).
3. Distributiva lagarna: AU(BNC)=(AUB)N(AUC) och

AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

4. Lagen om dubbla komplementet: (A°)¢ = A.

5. Idempotens: ANA=Aoch AUA=A.

6. DeMorgans lagar: (AUB)® = A°NB°och (AN B)* = A°U B°.
7. Absorptionslagarna: AU(ANB)=Aoch AN(AUB) = A.

Vi ldmnar bevisen av dessa lagar som évningar.
Vi formulerar dven ett par lagar som involverar tomma mangden, (), och universum U.

Sats: For alla mangder A i ett universum U géller:

1. Union med tomma méngden: AUD=0UA = A.
2. Snitt och union med komplementet: AN A¢=( och AU A°=U.
3. Komplement av U och 0: U¢=0och(c="U.

Vi ldmnar bevisen av dessa lagar som évningar.

Anmdrkning: Att (ANB)NC = AN (BNC) betyder att vi kan kasta parenteserna och skriva AN BN C.
Detta ar helt i analogi med vanliga tal, vi kan ju till exempel skriva 2 -3 -4 och uppfatta det som véldefinierat.
For att beskriva den har egenskapen sédger vi att snitt och multiplikation ar associativa. Union och addition ar
ocksa associativa det vill sdga pa samma sétt blir uttrycken AU B U C och 2 + 3 + 4 véldefinierade eftersom
parenteserna inte behovs — de kan sdttas var som helst sa kan vi lika gédrna ta bort dem.
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OVNINGAR

2.7.1 Visa foljande lagar med Venndiagram:
1. Associativa lagen for union: AUu(BUC)=(AUB)UC.
2. Distributiva lagarna: AU(BNC)=(AUB)N(AUC) samt
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

3. Lagen om dubbla komplementet: (A€)¢ = A.

5. Idempotens: ANA=Asamt AUA=A.

6. DeMorgans lagar: (AUB)¢ = A°N B samt (AN B)¢ = A°U B°.
7. Absorptionslagarna: AU(ANB)=Asamt AN(AUB) = A.

2.7.2 Studera med Venndiagram foljande tva lagar:

ACBABNC=0=ANC=0 och CCAUBAANBNC=0=CnNA=0vCnB=40.

En av dem ggller, en av dem géller inte. Vilken géller och vilken géller inte? Motivera med Venndiagram. For
den lagen som inte géller, exemplifiera med tre méangder A, B och C som inte uppfyller lagen.

2.7.3 Lat A, B och C vara godtyckliga méngder. For varje pastaende, avgér om det ar sant eller falskt.

Om det ar sant, visa det genom att rita ett Venndiagram for hoger och vanster led. Om det ar falskt ge ett
motexempel genom att ange méngder A, B och eventuellt C for vilka pastaendet inte géller.

(a) (A—B)*=(B—A)".
(b) (AUB)—C =(A—C)U(B - O).

(Fran tentamen i diskret matematik den 11 januari 2001.)

2.7.4 Ange med méngdsymboler (A, B, C, union-, snitt- och méangddifferenstecken) vilka méngder &r som
ar symboliserade i nedanstaende Venndiagram:
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Diagram 1. Diagram 2.

| ‘ | ‘
Diagram 3. Diagram 4.

| ‘ | ‘
Diagram 5. Diagram 6.

U . U .
Diagram 7. Diagram 8.

| ‘ | ‘

8. KRYSSPRODUKTER

Ibland behdver vi bilda ordnade par av element fran tva méangder, som till exempel koordinater av punkter
i talplanet R2. Vi far da element som (1,2),(3,4) och liknande. Det kan forstas goras for andra mingder #n
méangder av tal. Vi tar en definition.

Definition: Lat A och B vara tva méngder. Med kryssprodukten av A och B menas da méangden av alla
ordnade par av element fran A och B dar det forsta elementet i paren tas fran A och det andra tas fran B. Vi
skriver kryssprodukten med A x B och vi har alltsa A x B = {(a,b) : a € AANb € B}.

Exempel: Lat méngderna A = {1,2,3} och B = {3,4} vara givna. Da blir

Ax B={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)}.
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Observera att paren ar ordnade sa paret (3,4) ingar i A x B, men paret (4,3) ingar inte.

Exempel: Kryssprodukten mellan alla reella tal och alla reella tal, R x R som brukar betecknas med R?
bildar méngden av alla par av reella tal som vi kénner som méngden av alla punkter som brukar askadliggoras
som det reella talplanet.

Man kan bilda kryssprodukter mellan flera mangder. Vi tar en definition.

Definition: Lat A, B och C vara givna méngder. Med kryssprodukten mellan A, B och C menas da
méangden av alla ordnade tripplar av element fran A, B och C' dar det forsta elementet viljs fran A, det andra
fran B och det tredje fran C. Vi skriver denna kryssprodukt pa foljande sétt: A x B x C och vi har alltsa
Ax BxC={(a,b,c):ac ANbe BANce C}.

Exempel: Vi bildar kryssprodukten mellan A = {0,1}, B = {1,2} och C = {2,3}. Vi far da
Ax BxC=1{0,1,2),(0,1,3),(0,2,2),(0,2,3), (1,1,2),(1,1,3), (1,2,2), (1,2, 3)}.

Exempel: Om vi bildar R x R x R, ddr R som férut &r méngden av reella tal far vi liksom i forra exemplet
en méangd som vi kdnner igen fran linjara algebran: R x R x R &r Euklidiska rummet av punkter i tre dimen-
sioner, alltsa R3.

P& samma sétt som ovan kan vi inféra kryssprodukter av fler mangder dn 3. Saledes blir A x B x C' x D lika
med méangder av alla ordnade fyrtipplar av element fran mangderna A, B, C' och D. I fyrtipplarna Ax BxCx D
i ska forstas det forsta elementet véljas fran A, det andra fran B, det tredje fran C och det fjarde fran D.

(Observera att kryssprodukten faktiskt inte &r en associativ operation.)

OVNING
2.8.1 Lat méangderna
A={1,2,3,4}, B ={10,20} och C = {100,200,300}
vara givna. Ange foljande tre méngder genom att rdkna upp deras element:
AxB, AxC, (AxB)xC, Ax(BxC), AxBxC.
Géller (Ax B) x C=Ax (Bx(C)=Ax B x(C? Varfor? Varfor inte?
9. ANTAL ELEMENT I EN MANGD
Vi infor ett skrivséatt for antal element i en méngd.

Definition 2.11: Lat A vara en godtycklig méngd. Med beteckningen |A| menas da antalet element i A.
Om A &r en méngd med oéandligt antal element skriver vi |A| = oo.

Exempel: Lat A ={1,2,3,5}. Eftersom A har 4 element far vi |A| = 4.

Exempel: For méngden Z = alla heltal giller |Z| = co eftersom Z har odndligt manga element. (Det finns
ju odndligt manga heltal.)

Exempel: Antalet element i tomma méngden &r 0 och den &dr den enda méngden som har 0 element. Alltsa
vet vi att |A|=0< A =0.
Exempel: Lat méngderna A = {1,2,3} och B = {3,4} vara givna. Da blir
Ax B={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)}
som vi sett ovan. Vi har att |A| =3, |B| =2 och |A x B| = 6. Vi observerar att 6 = 3 - 2 och alltsa géller
|JAx Bl=6=3-2=|A4]|-|B|.
Detta &r forstas ingen tillfallighet. For alla kryssprodukter géller |A x B| = |A| - |B].

OvVNING

2.9.1 Lat méngderna A, B och C vara givna som i uppgift 2.8.1. Ange
|[Ax B|, |[AxC|, [(AxB)xC| och |[AxBxC]|.
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10. MANGDER AV MANGDER OCH POTENSMANGDEN

Vi har nu infért mangdbegreppet och har symbolen € som anvinds for att beteckna inklusion i mangder
av enskilda element, alltsa 1 € {1,2,3} respektive 5 ¢ {1,2,3} och liknande. Vidare har vi ocksa symbolen
C (och ibland C) som betecknar inklusion av méngder i méangder, sa kallade delmdngder, sa att vi kan skriva
{1,2} € {1,2,3} och sa vidare.

I det héar avsnittet ska vi ga ett steg langre och betrakta méngder av mdangder, det vill sdga vi ska studera
situationen dar elementen sjélva i en mangd ocksa ar méangder. Det skulle kunna se ut sa har:

M = {{1,2},{2,3},{1,2,3}}.
Har har vi bildat en méangd som vi kallar M. Mangden M har tre element och dessa tre element &r méngderna
{1,2}, {2,3}, och {1,2,3}.
Eftersom elementen i M &r méngder sa kan vi skriva
{1,2} e M, {2,3} € M, och {1,2,3} € M.
Och det har ar alltsa tre sanna utsagor. Observera da att utsagorna
{1,2} ¢ M, {2,3} C M, och {1,2,3}C M

ar falska eftersom M inte innehaller talen 1, 2 eller 3. Det har med "méngder av mangder” &r egentligen inte
sa komplicerat, vi maste bara se till att vi anvander ratt symbol, € eller C, sa att det vi skriver inte blir fel.

Da det giller tomma méangden, @, sa ar den en delmingd av varje mangd, men den ar inte ett element i
varje mangd. Som vi betonat tidigare har vi alltsa alltid ) C M men alltsa inte alls sakert ) € M. Om vi ska
ha tomma méangden som ett element i en méangd sa maste det konstrueras pa det séttet, vi kan till exempel
skriva

E={0,{1,2},{2,3},{1,2,3}}  (={0yuM)
och nu har vi verkligen ) € E (och forstas ocksa ) C E).

Betrakta nu méngden F' = {1,2,3}. Vilka &r dess delméngder? Vilka ar de méangder alltsa uppfyller D C F?
Vi vill hitta alla moéjliga D. (Vi véljer D for att det ska vara en delméngd.)

Ja, () ar forstas en av delmangderna och dven F sjilv sa bade () och F' sjalv fungerar som D. Vi kan skapa
en lista pa mojliga delméngder och har alltsa hittills:

® och F.

Men det finns forstas flera. Vi kan studera de enskilda elementen i F' och inse att varje element kan férekomma
i en delméngd av F eller inte, det finns tva mojligheter for varje element, sa 1 kan vara med, eller inte, 2 kan
vara med eller inte och 3 kan vara med eller inte. Det blir total 8 mdjligheter. Vi har redan tackt tva av dessa
moljligheter, namligen da inga ar med (det var () respektive da alla var med (det var F sjilv). Vi leds av
dessa observerationer och kan nu skriva upp en lista pa alla delméngder till F"

0,{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,3} och F.

och det ar alltsa 8 mojliga delméngder som finns i F.

Den hér konstruktionen, att finna alla delméngder till en given méangd, ar anvindbar i matematisk teori-
byggnad. Vi utgar alltsa fran en given méangd och vill ta fram alla delméngder till denna givna méngd. For att
samla alla delméngder samlas dessa i en speciell méngd som vi bendmner potensmdangden. Vi gor en formell
definition:

Definition: Lat E vara en given méangd. Med potensmdngden av E menas da méngden av alla mgjliga
delméngder till E. Vi betecknar potensméngden med P(E).

Exempel: Ovan tog vi fram alla méljliga delméngder till {1,2,3} och dessa var

0,{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,3} och {1,2,3}.
Alltsa galler
P({1,2,3}) = {0.{1},{2}, {3}, {1, 2},{2,3},{1,3},{1,2,3}}.
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Exempel: Betrakta tomma méngden och en mingd som bara har ett element, lat oss sdga {1}.

Vad blir P(0)? Ja, det finns bara en delméngd av () och det ar () sjalv, sa P(0)) = {@}. Detta ar alltsa inte
tomma méngden, det ar mdngden av tomma mdngden.

Ju fler element en méngd har desto fler mojligheter finns det att bilda delméngder och {1} har tva mgjliga
delméngder, namligen () och {1} sjélv sa vi drar slutsatsen att P({1}) = {0, {1}}. Det finns alltsa tva element i
potensméngden av {1}. Ovan sag vi att potensméngden av {1, 2,3} innehdll hela 8 element — alltsa 8 méngder —
och det illustrerar forstas att ju fler element en méngd har desto flera méjligheter finns det att bilda delméangder.

OVNINGAR
2.10.1 Ange

(a) 0],

(b) {0}

(¢c) {0,{0}}]
(d) 1{0,{0,0}}|
(¢) {0,{0}, 0}

2.10.2 Lat E = {0,1}. Ange
(a) P(E)
(b) P(E) - E

11. DISJUNKTA MANGDER OCH PARTITIONERINGAR

For att infora mer tydlighet kring vilka méngder som ingar i vilka brukar man ibland inféra ordet klasser
ndr man talar om de méngder som ligger i en méngd. Ordet "klass” &r ocksa en synonym till ordet "méngd”
men brukar anvéndas nér en storre méngd ska delas in i klasser, alltsa nér vi ska skapa en klassifikation. Det
hér nagonting som vi kénner till fran dagligt tal vi kan till exempel tala om att en arskurs av elever i en
skola delas in i klasser, kanske méangden av elever i arskurs 4 delas in i klasserna 4A, 4B och 4C. En annan
mer samhéllsorienterad anvéndning av ordet "klass” kan vara att vi talar om ”&verklassen” (alltsa rikt folk),
"medelklassen” (folk som varken &r rika eller fattiga), eller ”underklassen” (fattiga).

Nér vi nu forsoker skapa ordning och reda dr det ibland bra att krdva att klasser inte har nagra gemensamma
element, alltsa element som tillhor tva olika klasser samtidigt. Vi infér den egenskapen generellt for méangder:

Definition 2.8: Lat A och B vara tva givna méingder. Da sigs A och B vara disjunkta om och endast om
de inte innehaller nagra gemensamma element. (Det har ingenting med disjunktion att gora.)

Fran definitionen foljer att tva méangder ar A och B &r disjunkta om och endast om snittet mellan dem &r
tomma méngden. Vi inser alltsa att

A och B ar disjunkta < AN B = ().

Exempel: Mingden av alla positiva heltal A = {1,2,3,4,5,...} och méngden av alla negativa heltal
B ={-1,-2,-3,—4,...} ir tva méngder som inte har nagra gemensamma element. Alltsa géller att ANB =)
och de ar alltsa disjunkta.

Tyvéarr ar terminologin inte sa bra. Att tva méngder ar disjunkta &r ju nagonting som karakteriseras av en
jamforelse av mangderna med varandra. Det vore da béttre att sdga att mangderna ar disjunkta fran varandra
men terminologin ar ganska etablerad. Nar vi talar om disjunkta méangder maste vi anta att det finns ett
sammanhang som kan anvéandas for att forklara vilka méngder som saknar gemensamma element.

Exempel: Méngden av alla jaimna heltal A = {0,£2,4+4,+6,...} och méngden av alla udda tal B =
{£1,43,4£5,...} har inga gemensamma element. Alltsa dr dessa méngder disjunkta och vi kan &ven hér kon-
statera att AN B = 0.

Exempel: Méangderna A = {1,3,5} och B = {2,3,4} har elementet 3 gemensamt. Saledes dr de médngderna
inte disjunkta och vi har AN B = {3} # 0.
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Exempel: Tomma méingden ar disjunkt med varje annan méngd. Eftersom tomma méngden inte innehaller
nagra element alls kan den heller inte ha nagra element gemensamt med nagon annan méngd. Vi har saledes
ANQ =0 for varje midngd A. (Tomma méngden &r till och med, i nagon artificiell mening ”disjunkt fran sig
sjalv”.)

Med Venndiagram kan vi illustrera att tva méngder &r disjunkta pa tva satt. Till vAnster i nedanstaende figur
har vi illustrerat att mingderna A och B ar disjunkta genom att ligga representationerna av méngderna helt
enkelt ett stycke fran varandra i sjilva diagrammet. I samma figur till hoger har vi illustrerat att méngderna
ar disjunkta genom att ldgga in symbolen for tomma méngden i det filt som representerar de gemensamma
elementen for A och B, det vill siga AN B.

U U

Figuren skulle alltsa kunna illustrera nagot av de ovanstaende exemplen, till exempel skulle A kunna sta for
de jamna talen och B skulle kunna sta for de udda talen.

Vi ska nu atervianda till det hiar med klasser. Som nadmnt ovan sdger vi ”klasser” nér vi vill skapa klas-
sificeringar. Och Kklassificeringar anvénds for att beskriva nagot slags struktur, vi beskriver till exempel
madnniskorna i samhallet som tillhorandes ”6verklassen” eller "medelklassen” eller "underklassen”.

Vi vill ofta att klasser ska vara disjunkta och nér vi anvander klasser for att beskriva en méngd sa vill vi
ocksa att unionen av alla klasserna ska vara hela mangden. Det ligger till grund for begreppet partitionering
som vi definierar sa hér:

Definition: Lat en icke-tom méangd M vara given. Med en partionering 11 av M menas da en méingd av
delméngder av M med foljande egenskaper:
(1) Inga element i IT far vara tomma méngden.
(2) Om E € II och F € II ar tva olika element av II sa géller E N F = (). Detta kallas att elementen i II
ar parvis disjunkta.
(3) Unionen av alla element i IT utgor hela M.

Vi kallar ibland elementen i II for klasser for att ocksa betona att de dr méangder.

Vi studerar nu nagra exempel pa partitioneringar som vi redan sett fast vi visste inte da vad ordet ”parti-
tionering” betydde.

Exempel: Ovan sag vi heltalen Z delas upp i udda och jamna tal, om U betecknar méngden av udda tal
och J betecknar méngden av jimna tal sa utgor II = {U, J} en partitionering av Z. Heltalen (Z) delas da upp
tva klasser av tal, de jamna (J) och de udda (U).

Exempel: Om vi har tva disjunkta icketomma méngder, vilka som helst, A och B sa utgor Il = {A, B} en
partitionering av A U B.

Och vi kan forstas hitta pa andra partitioneringar som till exempel om M = {1,2,3} sa utgor II =
{{1},{2},{3}} en partitionering av M dér alla klasser i II bestar av precis ett element.

En partionering II av en méngd M &r forstds en delmingd av potensméngden av M, det vill sdga vi har

alltid II C P(M).

OVNINGAR

2.11.1 Lat £ = {1,2,3,4,5}. Ange vilka av nedanstaende méngder av mangder som &r partitioneringar av
E. For de som inte ar partitioneringar av E ange varfor de inte ar det.
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(a) {{1},{2}, {3}, {4,5}},
(b) {{1,2},{3},{2},{4,5}},
(¢) {{1,2},{3}, {5}},

(d) {{1,2},{3,4,5}},

(e) {E}.

2.11.2 Hur manga olika partioneringar av méngden {1,2,3} kan du hitta?

12. PREDIKAT OCH KVANTORER

I detta avsnitt ska vi koppla ihop méngdléaran och logiken. Vi borjar med att inféra variabler i utsagor.

Definition 2.12: Ett predikat dr en mening som innehaller variabler och predikatet ska bli en utsaga da
variablerna tilldelas konkreta varden. Med domdnen av ett predikat menas méangden av tillatna vérden pa de
ingaende variablerna.

Exempel: Meningen p(z) = "z har fyra ben” dr ett predikat som blir olika utsagor beroende pa vad vi
sétter in for virde pa variabeln x. Vi far olika sanningsvéirden beroende pa vilka olika varden som x antar.
Exempelvis &r p(Hasten Brunte) sann medan p(Papegojan Polly) &r falsk. Doménen av predikatet p(z) kanske
kan anses vara méngden av alla djur. (Vi kan ha storre doméner ocksa, det hér ar bara ett exempel.)

Exempel: Meningen g(z) som definieras av den matematiska texten 2% — 3z + 2 = 0 ir ett predikat som
blir olika utsagor beroende pa vad vi satter in for varde pa variabeln x. Vi kdnner igen detta som en sa kallad
7ekvation” och ekvationer kan tolkas som predikat. Eftersom sjalva ekvationen innehaller ett likhetstecken ar
det béattre att specificera predikatet med ett ekvivalenstecken s& att vi infér predikatet genom att skriva

q(z) & 2?32 +2=0.

Vi siitter in lite olika virden pa z, exempelvis #r ¢(0) < 02 —3-0+2 =0+« — 1 = 0. Matematiskt vet vi att
denna utsaga &r falsk ty vanster led i likheten &r —1 medan hoger led &r 0. Vi kan 16sa andragradekvationer
och vi vet dérifran att ¢(1) och ¢(2) &r sanna medan g(x) blir falsk for alla andra vérden pa z. (Déribland
vérdet 0 som vi just sag.) Doménen for detta predikat skulle kunna vara de reella talen - R. (Eller till och
med de komplexa talen - C, men vi ber6r inte komplexa tal i denna framstéllning.)

Ett predikat har alltsa inte sanningsvirde pa egen hand. For att fa utsagor fran ett predikat har vi hittills
behovt peka ut konkreta virden pa predikatets variabler. Det finns emellertid ett mycket anvandbart och
kraftfullt notationssatt som tillater oss att formera utsagor av predikat utan att specificera konkreta varden
pa variablerna och det dr med sa kallade kvantorer.

Studera andra exemplet ovan. Vi vet att det finns ett véirde pa x som gér meningen ¢(x) sann. (Det finns
egentligen tva varden, namligen 1 och 2 som &r de tva l6sningarna till andragradsekvationen, men vi néjer oss
med att séga att det finns ett.) For att uttrycka detta ”"det finns ett x sadant att g(x) &r sann” skriver vi:

Jz : q(x)

och vi utléser det sa héar: ”Det existerar ett x sadant att ¢(x) &r sann”. Detta har ett sanningsvérde. Vi vet
att det finns ett (ja, till och med tval) vérde pa x som gor g(x) sann. Alltsa kan vi sdga att det ar sant att
det existerar ett x sadant att ¢(z) blir sann. Alltsa dr 3z : ¢(z) en sann utsaga.

Ibland brukar man poéngtera vilken doméan man arbetar med i samband med notationen med kvantorer och
da skriver vi sa hér: 3z € R : ¢(x). Doménen till predikatet ¢(x) ar alla reella tal och utsagan 3z € R : ¢(z)
utléser vi nu "Det finns ett « bland de reella talen sadant att ¢(z) &r sann.”

Symbolen ”3” kallas for existenskvantorn och vi ska studera ett par exempel med den.

Exempel: Utsagan 3z € R : 22 — 1 = 0 &r sann ty det finns ett reellt tal  sadant att 22> — 1 = 0, till
exempel duger z = 1. (Vi har ju 12 — 1 =0.)

Exempel: Utsagan 32 € R : 22 + 1 = 0 #r falsk ty det finns inget reellt tal x sadant att 2 + 1 = 0, for om
vi kvadrerar ett reellt, vilket som helst, far vi alltid nagonting positivt. Det innebér att uttrycket 22 + 1 alltid
ar storre dn 1 och saledes kan det aldrig bli 0, vilket val av talet x vi &n gor bland de reella talen. Utsagan
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Jr eR: 22+ 1 =0 ar alltsa falsk.

Det finns tva kvantorer, den ena dr existenskvantorn (som vi redan sett.) Den andra &r allkvantorn. Vi
anvander allkvantorn da vi vill uttrycka att nagonting géller for alla x (eller mer precist: alla véirden pa en
variabel i en viss domén). Vi skriver sa hér:

V@ q(zx)

och utléser det "For alla x géller ¢(x)”. Da far vi en utsaga. Pa samma sitt som med existenskvantorn kan
vi betona vilken den underliggande doménen till det aktuella predikatet &r genom att skriva Vo € D : g(x).
Detta utldses "For alla z 1 D &r ¢(x) sann”.

Vi tar ett par exempel:

Exempel: Utsagan Va € R : 22 > 0 &r sann ty om vi viljer ett reellt «, vilket som helst, och kvadrerar det
sa far vi ett positivt tal. Utsagan Va € R : 2 > 1 ar falsk eftersom det finns reella tal som inte uppfyller 2 > 1.

Exempel: Utsagan Vo € R : 22 —3-2+2 = 0 #r falsk. Visserligen giller det, som vi vet, att 22 —3-24+2 =0
och 12 —3 -1+ 2 = 0, det vill siga predikatet innanfor allkvantorn blir en sann utsaga for tvd virden pa x
men det betyder alltsa inte att predikatet blir en sann utsaga for alla varden pa x vilket vi hdvdar nér vi sdger
VeeR:22 -3 -2+2=0. Alltsa ir utsagan Vo € R: 22 — 3 -2z + 2 = 0 falsk.

Kvantorer kan illustreras genom foljande anekdot.

En ingenjor (inte utbildad vid KTH), en fysiker och en matematiker var pa resa i Skottland och akte tag
genom hoglanderna. Pa avstand sag de ett svart far sta och beta gris varpa ingenjoren utbrast: ”Hoérni kolla!
Ett svart far! Alla faren i Skottland &r tydligen svarta!” Bade fysikern och matematikern blev férskrackta 6ver
denna forhastade slutsats och fysikern tog till orda. ”Béste ingenjor! Vi har bara sett ett far som &r svart i
Skottland. Det innebér inte nédvandigtvis att alla far i Skottland &r svarta. Vad vi med sdkerhet kan siga
fran denna observation ar endast att det existerar ett far i Skottland som &r svart.”

Matematikern tittade forskrackt pa fysikern och tog till orda ... Vad matematikern sade ska vi vanta med.
Vi ska analysera ingenjorens och fysikerns utlatanden.

Om vi later D vara méangden av alla far i Skottland och p(z) vara predikatet

p(x) ="z &r svart”

sa kan ingenjorens utsaga formuleras:
Ve € D : p(x).
Det vill saga ”"For alla far i Skottland géller att de ar svarta”. Detta var givetvis inte sdkert, de tre resenérerna

hade ju bara observerat ett svart far, som fysikern anmaéarkte. Det som fysikern sade lag nérmare sanningen.
Fysikern sade

dxr € D : p(x),

alltsa "bland alla faren i Skottland existerar det ett far som &r svart”. (Némligen det far som de sag.)

Matematikern (som var en 6verpetnoga viktigpetter) sade: ”"Men &r ni helt fran vettet bada tval Faret star
ju i profill Det enda vi kan séga ar att det existerar ett far i Skottland vars ena sida &r svart!”

Vi ska studera hur vi negerar utsagor formerade med kvantorer. Hur negerar vi utsagan Vax € D : p(x)?
Vi kan atervéanda till exemplet med far i Skottland for att inse hur vi ska bilda denna negation. Antag att
det finns 1000 far i Skottland (det finns forstas mycket mer, men lat oss bara anta att det dr 1000.) Utsagan
Vx € D : p(x) kan da skrivas

p(x1) Ap(x2) A ... Ap(T1000),

det vill sdga "far xq ar svart och far xo ar svart och ... och far x1ggg ar svart.” Alla 1000 faren ar svarta. Vad
blir motsatsen? Vad maste géilla om detta ska vara en falsk utsaga? Jo, nagot av faren ar inte svart. Det
racker med att ett enda far inte &r svart for att utsagan ” Alla far &r svarta” ska vara en 16gn, det vill sdga vara
falsk. Motsatsen blir alltsa att

?Det existerar ett far som inte ar svart”

och med kvantorer kan vi skriva detta
Jz € D : —p(x).
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Sammanfattningsvis har vi alltsa att negationen av Vx € D : p(x) & 3z € D : =p(x). Vi kan skriva det mer
kompakt sa hér:
-V € D:p(x) < Jxr € D : —p(x).

Vi kan tolka detta som att negationstecknet ”multiplicerats in” forbi allkvantorn som da byts mot en existens-
kvantor.

P& samma sétt bildar vi negationer av utsagor formerade med existenskvantorn. Antag att vi vill bilda
utsagan ”"Det finns ett svart far i Skottland”. Med kvantorer blir det 3z € D : p(z). Om vi nu vill negera
detta, det vill sdga bilda motsatsen till "Det finns ett svart far i Skottland” da vill vi att det tolkningen ska
vara att det inte finns ett enda far i Skottland som &r svart. For alla far i Skottland ska det alltsa gélla att de
inte ar svarta. Negationen av ”Det existerar ett far i Skottland som &r svart” blir alltsa

"For alla i Skottland far géller att de inte &r svarta.”

Med kvantorer far vi
-3Jdx € D:p(x) & Ve € D : —p(x).

Det vill siga existenskvantorn byts mot allkvantorn da vi ”flyttar in” (eller ”multiplicerar in” ) negationstecknet.

Vi har faktiskt sett detta forr. Om vi hdvdar att Vo € D : p(z) sa ar detta (som némnt ovan) bara ett
kortare skrivsatt for konjunktionen

p(x1) Ap(z2) A ... A p(z1000),
alltsa en vanlig konjunktion av 1000 utsagor. (Om vi nu haller oss till de 1000 faren i Skottland.) Utsagan
dr € D : =p(x) kan da tolkas som en disjunktion:

Jz e D:p(x) < —p(r1) V-plxs) V...V p(T1000)-

Om vi skriver om de tva reglerna for negation av utsagor formerade med kvantorer ovan med dessa tolkningar
far vi alltsa:
Ve e D:px)edreD: p)

som déa skrivs om till
~(p(21) Ap(z2) Ao Ap(z1000)) < —p(21) V =p(22) V... V =p(@1000)-
Om vi hade haft bara tva far hade det sett ut sa héar:
~(p(z1) A p(2)) < —p(z1) V —p(22).
Men det hér ar bara DeMorgans Lag! (—(p A q) < —pV —q) Vi kan alltsa uppfatta omskrivningen
-Vzx € D :p(x) < Jr e D:—p(x)

som en utvidgad variant av DeMorgans Lag.

Exempel: Formulera foljande pastdenden med hjéalp av kvantorer och bilda sedan deras motsatser och
uttryck dem med kvantorer. Formulera ocksa motsatsen med vanligt sprak. (De tre forsta exemplen &r
vésentligen desamma.)

1. 7 Alla matematiker bar glasdgon”

Lésning: Sétt D = méngden av alla matematiker. Om p(z) &r predikatet "z bar glaségon” kan ” Alla
matematiker bar glasogon” skrivas

Ve € D : p(x).
Negationen blir =Vz € D : p(z) < Jz € D : —p(z) som utldses "Det existerar ett x bland alla
matematiker som inte bar glasogon” eller kortare ”Det finns en matematiker som inte bar glastgon”.

2. 7Alla faren i Skottland &r svarta”
Lésning: Satt, som forut, D = méngden av alla far i Skottland. Om p(z) &r predikatet "z &r svart”
kan ”Alla faren i Skottland &r svarta” skrivas Va € D : p(z). Negationen blir =V € D : p(z) & 3z €
D : —p(z) som utldses "Det existerar ett x bland alla faren i Skottland som inte &r svart” eller kortare

?Det finns ett far i Skottland som inte ar svart”.

3. 7 Alla matematiker ar Overpetnoga viktigpettrar”
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Lésning: Satt D = méngden av alla matematiker. Om p(z) &r predikatet "z &r en 6verpetnoga viktig-
petter” sa kan ” Alla matematiker dr 6verpetnoga viktigpettrar” formuleras Vo € D : p(z). Negationen
blir -Vz € D : p(z) < 3x € D : =p(x) som utldses ”"Det existerar ett x bland alla matematiker som
inte ar en Overpetnoga viktigpetter”. Kortare: ”det finns en matematiker som inte ar en 6verpetnoga
viktigpetter”.

"Inget far i Skottland &r inte svart.”

Lésning: Sétt, som forut, D = méngden av alla far i Skottland och lat p(z) vara predikatet "z &r
inte svart”. Meningen ”Inget far i Skottland &r inte svart” kan da formuleras ”Det existerar inget far i
Skottland som &r inte &ar svart”. Det kan vi skriva som

-3z € D : =p(x).

Att negera denna utsaga ar latt eftersom den inleds med ett negationstecken. Vi far —(—=3z € D :
—p(z)) < Jz € D : —p(x) som utlédses ”"Det finns ett far i Skottland som inte &r svart.”

. "Det finns ett svart far i Skottland”

Lésning: Satt, som forut, D = méngden av alla far i Skottland. Om p(z) ar predikatet "x &r svart”
kan ”Det finns ett svart far i Skottland” formuleras 3z € D : p(z). Negationen blir

-Jdx € D :p(x) & Ve e D:—px)

vilket kan formuleras ”For alla far i Skottland géller att de inte &r svarta”.

OVNINGAR

2.12.1. Lat méngderna A = {1,2,3,4}, B = {2,4,6,8} och C' = {1,2,4, 8} vara givna. Ange sanningsvéardet
av foljande fem utsagor. Ange aven varfor utsagan ar sann eller falsk. Om en utsaga ar falsk, ta bort element
fran mangderna A, B och C sa att utsagan blir sann. Da element tas bort fran méngderna A, B och C ska
det vara sa fa element som mdojligt som tas bort.

Utsaga 1: Vre B:dye A:x=2-y.
Utsaga 2: VexeC:dyeA:x=2-y.
Utsaga 3: dJxeC:dyeA:x=2-y.
Utsaga 4: dJx e C:Vye A:x=2-y.
Utsaga b: Vxe C:Vye A:x=2-y.

2.12.2. Formulera negationerna till varje utsaga fran foregaende 6vningsuppgift.

2.12.3. I linjar algebra kan vi ibland finna att en linje &r innesluten i ett plan. Sa &r till exempel fallet
med linjen med parameterframstéllningen ¢t — (¢, —2 - ¢,¢) som ligger helt innesluten i planet med ekvationen
z+y+2z=0. Om vi betecknar rummet av alla punkter med R x R x R = R? och méngden av alla punkter i
planet med M och méngden av alla punkter pa linjen med L sa géller foljande méngdrelation:

LcMcR:.

Att en punkt P finns pa linjen kan da skrivas sa har:

PeL&3t:P=(,—-2-t1).

Det vill sdga punkten P ligger pa linjen L om det finns ett parameterviarde ¢ som vid insdttning i formeln
horande till parameterframstéllningen av L ger oss punkten P. Planets parameterframstallning ges av

PeMe3s3t: P=(—s—t,s,t).

Vilka av utsagor &r sanna och vilka ar falska?

6.

Gl W=

VP e L:3s3t: P=(—s—t,s,t),

VP e M : Ht P=(t,—2-t,1),

AP €M :3t: P = (t,—2-t,t),

3PeR3 t:P=(t,—2-t,t)och AP € R3: 35Tt : P = (—s — t,5,1),
AP € M :Vt: P = (t,—2-t,t),

dPe M : (Vt P=(t,—-2-t,t)) och 3P € M : =(3t: P = (t,—2-t,1)).

Ge geometriska tolkningar av dessa utsagor och forklara varfor de ar sanna eller falska.
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13. LIKHETER MELLAN LOGIK OCH MANGDLARA

Méangdlara och satslogik har manga gemensamma egenskaper. Exempelvis galler DeMorgans Lagar bade for
méngder och utsagor. I méangdlidran formulerade vi det som att (AN B)¢ = A°U B¢ och (AU B)¢ = A°N B¢
och 1 satslogiken lyder de =(p A q¢) < —p V —q och =(pV q) < —p A =q. Snittoperationen fér méngder (N)
fungerar som konjunktionen for utsagor (A) och unionoperationen for mangder (U) fungerar som disjunktionen
for utsagor (V). Detta &r ingen slump. I sjélva verket ar satslogik och méngdldra exempel pa en speciell
form av kalkylsystem som forekommer i andra sammangang ocksa. Namnet pa dessa kalkylsystem &r Booleska
Algebror och om du arbetat hyfsat med problemstéllningarna i de forsta tva kapitlen &r du troligen mycket
bekant med booleska algebror dven om du kanske inte kande till det namnet.

Vi kommer att ge en formell definition vad en boolesk algebra &r av i slutet av den hér avsnittet men
innan det ska vi studera en bevismetod som kan uppfattas som en formalisering av Venndiagram som inne-
béar att anvdndning av Venndiagram pa sétt och vis blir acceptabel som bevisform. Venndiagrammen kom-
mer att framstéllas, inte i grafisk form som tidigare i kapitlet men istéllet i form av en speciell typ av san-
ningstabeller. Vi ska kalla dessa sanningstabeller for mdngdteoretiska sanningstabeller eller kanske lite battre
mangdteoretiskt annoterade sanningstabeller men den sista termen ar lite for klumpig sa néjer oss med att kalla
dem mangdteoretiska sanningstabeller.

Det hela bygger pa att logik och mangdléara ar valdigt tatt sammanspunna, i ndgon mening kan mycket av
méngdlaran uppfattas som logik men med andra klader. (De dr bada sa kallade booleska algebror.)

Vi ska presentera bevismetoden genom att ge tva illustrativa exempel déar vi bevisar méngdteoretiska
pastaenden.

Exempel 1: Det problem som vi hér studerar har tidigare férekommit som 6vning 2.7.2, ga gérna tillbaka
och repetera inneborden i den problemstéllningen innan du laser igenom det féljande.

Visa att for godtyckliga méngder A, B, C' géller
ACBANBCCANCCA=A=B=C.

Forsta steget i den har bevismetoden &r att skriva om méngdutsagan pa elementform och omforma argu-
mentet till satslogik. Vi konstaterar alltsa att det som vi ska visa &r ekvivalent med

Ve:(r€eA—-2xeBANxeB—-2zeCArzeC—orxecA)=Ve:(zrecArveBwarel).

Vi sldpper hér allkvantorerna och arbetar under en forstaelse att de egentligen ska sta framfor alla utsagor.
Efter lite funderande kan vi ocksa inse att

Vr: P(z) = Q(x) = Vx : P(x) — Vx : Q(x)
sa om vi kan visa att
(xreA—wzrxeBANreB—wreCheeC—reclA)=(rcAreBwarel)
for varje fixt x sa foljer dven
Ve:(r€eA—2xeBANzxeB—-2zeCArzelC—orxecA)=Ve:(recArveBwael).

som vi egentligen vill visa. Vi lagger darfor allkvantorerna at sidan en stund.

Vi har ovan pabdrjat en omvandling av vara uttryck fran att innehalla méngdteoretiska operation och vi
stravar efter att vara uttryck bara ska innehalla satslogiska konnektiv. Vi har kommit en bra bit pa vig men
vi ska ta oss dnda ner pa ett slags grundniva dar vi studerar utsagorna

x€A x¢A xze€B, z¢B, zeC, z¢C.
sa vi fortsdtter att skriva om vanster och hoger led for sig i. Vi har
VLesreA—wrxeBANrxeB—sreChrelCsreAs
(x¢ AVvee B)N(x ¢ BVz e C)AN(x ¢ CVxecA).
Nu har vi natt en grundniva eller bottenniva: alla mangdteoretiska operationer ar borttagna och ersatta med

satslogiska konnektiv och vi har &ven arbetat oss ner pa grundniva sa att den utsaga vi studerar byggs upp av
de har sex grundldggande utsagorna x € A,z ¢ A,x € Byx ¢ B,x € C,x ¢ C.

I tidigare sanningstabeller har vi betecknat de ingaende utsagorna med p, ¢, r, . . . men hér ska de grundlaggande
utsagorna vara valda bland de sex ovan angivna utsagorna. Sanningstabellen, som vi da kallar en mdangdteoretiskt
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annoterad sanningstabell (eller bara mangdteoretisk sanningstabell) far da utseendet

lzcAlzd¢AlzeB|a¢BlaeecClad¢Cla¢AVaecB|la¢BVaelCladCVaecA|VL]

S f S f S f S S S S
S f S f f S S f S f
S f f S S f f S S f
S f f S f S f S S f
f S S f S f S S f f
f S S f f S S f S f
f S f S S f S S f f
f S f S f S S S S S

Av utrymmesskal har vi skrivit ett "VL” 6verst i kolumnen langst till hoger. Det star ju i sjdlva verket for
(x¢ AVe e B)AN(x¢ BVz e C)AN(x ¢ C Ve A

det vill sdga konjunktionen av de tre foregaende utsagorna vars sanningsvardeskolumner ar de tre kolumnerna
till vanster om kolumnen fér VL. Den resulterande kolumnen &ar den med sanningsvirdet ”Sann” bara pa
forsta och sista raderna.

Det ar nu en enkel sak att ta fram samma typ av sanningstabell for hoger led:
HLesreAwrxeBwarel

och dér observera att vi faktiskt far exakt samma kolumn som fér VL. Detta visar att utsagorna VL och HL ar
logiskt ekvivalenta (de har samma kolumner i sanningstabellen) vi kan alltsa konstatera att vi har VL < HL
for varje fixt x vilket faktiskt ger oss mer &n det vi ville visa ovan, vi far till och med

ACBANBCCANCCAs A=B=C.

Som vi ser i exemplet bygger bevismetoden pa att vi kan skriva om en utsaga pa formen x € M dar M ar
ett mangdteoretiskt uttryck med bara logiska konnektiv s& att alla eventuella méngdoperationer i uttrycket M
alltsa overgar i ett logiskt uttryck som baserar sig pa olika former av grundutsagor som i exemplet ovan var

x€A x¢A xze€B, xz¢B, ze€C, z¢C.

Den omvandlingen ar helt nodvandig att gora for att kunna genomfora ett bevis av det hér slaget.

I det tidigare exemplet hade vi en utsaga rérande mangder som inte formerades med kryssprodukt. For att
vi fullt ut ska kunna tillampa metoden med méangdteoretiska sanningstabeller maste alla méngdteoretiska opera-
tioner, komplement, delmdngd, union, snitt, men dven kryssprodukter skrivas om till sina logiska motsvarigheter.
For att kunna géra motsvarande med ett méngdteoretiskt uttryck som innehaller en kryssprodukt maste vi
dock infora extra variabler, ett x récker inte, vi maste, om kryssprodukten ar av andra ordningen, &ven ha en
variabel y. Vi illustrerar med ett exempel som vi sett tidigare.

Exempel: Lat A, B,C, D vara godtyckliga mangder. Visa att foljande formel géller:
AxC—-BxD=(Ax(C—-D))U((A—-B)x (CnD)).

For att fa en forstaelse for vad formeln geometriskt betyder rekommenderas lasaren att rita en skiss och
latsas som att A och B ar overlappande intervall pa en tankt z-axel, lat dessa intervall 6verlappa varandra,
lage sedan in C och D som Gverlappande intervall pa y-axeln och rita in kryssprodukterna som rektanglar i
planet.

For visa denna formel med den teknik vi talar om i det héar avsnittet borjar vi med att formulera om formeln
med kvantorer. Vi vill alltsa visa
V(z,y): ((z,y) e AXC—-—BxD<& (r,y) € (Ax(C—-D))U((A—-B)x(CnD)))
och vi observerar har att vi alltsa ska ta oss ned till grundutsagorna
r€A x€B, yel, yeD

och mojligtvis annoterar vi ocksa
c¢ A x¢B y¢C, yé¢D
i var kommande tabell.
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Vi ska alltsa for fixt godtyckligt (z,y) visa att
(x,y) e AxC—-BxD<% (z,y) € (Ax(C—-D))U((A—-B)x (CnND))

och vi studerar darfor vanster och hogerled i den hér ekvivalensen i tva méngdteoretiska sanningstabeller.
Forsta steget ar dock att skriva om leden utan mangdoperationer.

VL:
(x,y) e AxC—-—BxD& (z,y) e AxCN(Bx D)<
(r,y) EAXCA(z,y) ¢ (BxD)= (e ANyeC)N—((z,y) € Bx D)<
(xeANyeC)AN~(xeBANyeD)< (re ANyeC)AN(x¢ BVy ¢ D)
HL:

(,y) e(Ax (C—=D)U(A-B)x (CND))<= (x,y) e Ax(C—-D)V(z,y) € (A-—B)x (CND) <&
(x,y) e Ax (CND)V (z,y) € (ANB°) x (CND) <
((reA)ANye(CnNDY))V(xe(AnB)Aye (CND)) <
(xe ANyeCAyeD)V(xe ANz e B°NyeCAyeD) <
(xe ANyeCAy¢gD)V(re ANz ¢ BANye CAye€D).

Vi formerar nu de tva sanningstabellerna, forst for V.L:
lz€A|lzeB|lyeClyeD]|zcANyeCla¢BVy¢D]|VL]

S S S S S f f
S S S f S S S
S S f S f f f
S S f f f S f
S f S S S S S
S f S f S S S
S f f S f S f
S f f f f S f
f S S S f f f
f S S f f S f
f S f S f f f
f S f f f S f
f f S S f S f
f f S f f S f
f f f S f S f
f f f f f S f

Och slutligen for HL:
lzcAlzeB|lyeClyeD]|(xcAryeCry¢D)|(xcArNa ¢ BANyeCAyeD)|HL]

S S S S f f f
S S S f S f S
S S f S f f f
S S f f f f f
S f S S f S S
S f S f S f S
S f f S f f f
S f f f f f f
f S S S f f f
f S S f f f f
f S f S f f f
f S f f f f f
f f S S f f f
f f S f f f f
f f f S f f f
f f f f f f f
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Vi minns att VL ar en konjunktion och darfor far farre sanna sanningsvéirden i sin kolumn &n de kolumner
som motsvarar de utsagor som det ar en konjunktion av. P& omvéanda sittet ar HL en disjunktion och det
blir fler sanna sanningsvérden i kolumnen for HL &n de kolumner som det ar en disjunktion av. Viktigast ar
forstas dock att vi observerar att kolumnerna for VL och HL bada &r identiska varfér vi drar slutsatsen att
for varje fixt (z,y) giller

VL < HL

och eftersom vi hela tiden har i baktanken att (z,y) ar godtyckligt valt sa géller detta generellt det vill séga
vi har
V(z,y): ((z,y) e AxC —BxD<& (z,y) € (Ax(C—-D))U((A—-B) x (CND)))
vilket innebar
AxC—-BxD=(Ax(C—-D))U(((A—B)x(CND))
vilket fullbordar beviset.

Ovanstaende teknik som vi kallat mdangdteoretisk sanningstabell eller lite mer precist mdangdteoretiskt an-
noterad sanningstabell ar en fullt acceptabel form av bevis for méngdteoretiska pastaenden. Den utgor en
formaliserad variant av Venndiagram och kan till skillnad fran Venndiagram (som vi ritar da och da) och det
ar denna extra formalism som vi infort i det hér avsnittet som gor detta acceptabelt som bevisform.

Mojligtvis kan metoden uppfattas som lite klumpig och den &r kanske mer av teoretiskt intresse, hér illus-
treras ju namligen den stora likheten eller det djupa slaktskapet mellan mangdlaran och logiken. Vi ska nu
bredda den hér diskussionen &nnu mer och kort inféra nagonting som inkluderar bade mangdlaran och logiken.

Vi ger en definition.

Definition: En Boolesk algebra ar en mangd av objekt, S, tillsammans med tva operationer, 4+ och * sadana
att foljande regler géller: (a, b och ¢ &r godtyckliga element i .S)

1. Kommutativa lagarna: a+b=b+aochaxb=0bxa
2. Associativa lagarna: (a+b)+c=a+ (b+c)och (a*xb)xc=ax(bxc)
3. Distributiva lagarna: a4+ (bxc) = (a+b)x(a+¢) och ax (b+c¢) = (a*xb)+ (a*c)

Vidare finns distinkta element 0 och 11 .S sadana att:

4. 0 ar ett neutralt element for +: a+0=0+a=a
5. 1 ar ett neutralt element for *: 1l*xa=ax1=a

For varje a i S existerar det ett element i .S som vi betecknar —a. Detta element kallas komplementet till a
eller negationen till a och uppfyller

6. Komplementlagarna: a4+ (—a) =1 och a* (—a) = 0.

For méangléara spelar union (U) , snitt (N) och komplement (A€) rollerna av +, % och tagandes av komplement
(—a). Den universella méngden U spelar rollen av 1 och den tomma méngden ({)) spelar rollen av 0. Néar det
giller utsagor spelar disjunktion (V), konjunktion (A) och negation (—) rollerna av +, x och tagandes av
komplement (—a). Vi kan &ven formera en utsaga som alltid &r sann som kallas ¢ (for tautologi) och en utsaga
som alltid &r falsk som kallas ¢ (for contradiction). Utsagorna t och ¢ spelar da rollerna av 1 respektive 0.
Tautologin betecknas ibland med T och kontradiktionen betecknas ibland med L, en notation som vi sett i
indirekt bevisforing.

OVNING

2.13.1 Visa att de binéra talen {0,1} &r en boolesk algebra om vi anser att additions och multiplikation-
sreglerna 0+0=0,0+1=1,140=1,14+41=10x0=0,0%x1=0,1%x0=0, 1 *x1 =1 géller.

Denna sektion innehaller bara en 6vning, men méngdteoretiska sanningstabeller kan anvindas pa manga
stallen i de kommande blandade 6vningarna och om du vill kan du ocksa ga tillbaka och géra kompletterande
l6sningar av tidigare évningar med méngdteoretiska sanningstabeller.

BLANDADE OVNINGAR

Blandade évningar dr normalt av tentamenskaraktdr, dock dr inte Venndiagram en formellt acceptabel be-
vismoetod sa i ett tentamenssammanhang kan det krdvas att uppgifterna léses med mer formella bevismetoder
till exempel med elementargument eller med hjdalp av mdangdlagar. I alla ovningar dar Venndiagram anvdinds,



KAPITEL 2 - MANGDLARA 25

skapa ocksa ett parallell formella argument och/eller komplettera framstdllningen med en mdngdteoretisk san-
ningstabell.

2.1. Ange uttryck med méngdsymboler, A, B, C och union-, snitt- och méngddifferenstecken fér méngderna
symboliserade i foljande Venndiagram:

Diagram 1. Diagram 2.
U U

Diagram 3. Diagram 4.
U U

2.2. Lat A och B vara méngder i ett universum U. Rita méngderna A — (A — B) och B — (B — A) i tva
Venndiagram. Hur ar relationen mellan dessa tva méangder? Kan du skriva dessa méangder med en annan
symbol?

2.3. Lat A och B vara méangder i ett universum U. Den symmetriska differensen mellan A och B definieras
da som
A B=(A-B)U(B-A).
(a) Hlustrera A @ B i ett Venndiagram.
(b) Forenkla A® ), Ad A, AU, Ad A
(c) Visa att @ &ar associativ, det vill sdga att A® (B® C) = (A® B) @ C {or alla méngder A, B och C.

2.4. Med ett elementargument menas en form av bevis av att méangder ar lika via klammernotation. For
méngder A och B i ett universum U kan vi till exempel skriva AN B ={z €U :x € ANz € B}. Hér ser vi
tydligt hur konjunktion kopplas ihop med snitt. Vi har vidare AUB ={x € U : z € AV x € B} som visar hur
union och disjunktion &r relaterade och for komplementet giller A = {z € U : —z € A}.

Vi kan nu bevisa DeMorgans lag for méangder direkt med klammernotation med DeMorgans lag for utsagor
enligt
(AUB)*={ze€U:~(zr€ AUB)}={z €U :~(xr € AV € B)} =

{reU:m(zeA)N-(xreB)}={xecU:xe ANz € B} = A°N B".

(a) Visa andra varianten av DeMorgans lag, det vill séga att (AN B)¢ = A°U B€.

(b) Visa att union och snitt &dr associativa med hjilp av elementargument. (Det vill sidga, visa for alla
méngder A, B och C att (AUB)UC = AU (BUC) och samma sak for N.)

(c) Konstruera ocksa bevis for distributiva lagarna, absorptionslagarna och idempotens.
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2.5. Visa, antingen med ett elementargument eller med vanlig mangdalgebra, méangdidentiteten

(ANB)—(CuD)=(A-C)Nn(B—D)=(A—-D)n(B-0C).

2.6. Visa, antingen med ett elementargument eller med vanlig médngdalgebra, mangdrelationen
(AUB)—(CuD)cCc (A-C)U(B—D).

Vad kan du séga om (AU B) — (CUD) och (A—D)U(B—-C)?
Fran tentamen i diskret matematik, datum okdnt.

2.7. Lat i(x) vara predikatet "z &r intressant” och lat D vara doménen av alla fragor. Teckna, med kvantorer
féljande utsagor:

1. Alla fragor ar intressanta.

For alla fragor géller att de inte dr intressanta.
Det finns en fraga som &r intressant.

Det finns ingen fraga som &ar intressant.

Det &r inte alla fragor som &r intressanta.

Det finns en fraga som inte ar intressant.

Det finns inte en enda fraga som inte &ar intressant.
Det &r inte alla fragor som inte ar intressanta.

O NG W

Man kan para ihop dessa utsagor tva och tva i par av ekvivalenta utsagor. Ange hur. (Exempel: 1 och 7 &r
ekvivalenta.)

2.8. Avgér om formeln AN (BUC) = BU(ANC) ar sann eller inte. Om den &r sann, ge ett bevis med
Venndiagram eller med formelmanipulation. Om den inte ar sann ange ett exempel pa tre méangder A, B och
C som inte uppfyller regeln.

FACIT OCH LOSNINGAR TILL DE FLESTA OVNINGAR
2.1 Mangder och deras element.
2.1.1. My = M7, My = Mg, M3 = MlO; My = Mg, Mg = M.
2.2 Delméangder.
2.2.1. Eftersom My = M7, My = My, M3 = Myy, My = Mg, Mg = My stryks méngderna M7 — My fran

listan och uppgiften besvaras for mangderna My — Mg. Héar géller foljande delméangdsférhallanden: My C Ms,
M; C M@, och My C My.

2.3 Venndiagram och Universum.
2.83.1. Svar saknas
2.4 Operationer pa mangder.

2.4.1.
A= {0,1,2,3,...} = M5 = M; U M
B = {z : x &r udda heltal eller x &r jamnt heltal} = My U M;
C = {x : x &r udda & positivt eller x ar ett jamnt heltal} = My U Mg
D={.,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...} ={Alla heltal} = My U My,
Anmdarkning: Eftersom My = Mg duger Mg lika bra i uttrycken ovan som M, . Samma géller fér 6vriga
méingdidentiteter M1 = M7, M2 = Mg, M3 = M10 och M6 = MH.

MiNMy=0
MinMs={z:(z=2-kva=5-k)NkeZ}
MiNnMy=0

My N Mg = M; N M;

MQﬂM7:M2ﬂM1:@
MQﬂMgZ{zk—FllkGZ/\kZl} (:Mg)
MgﬂMlO:{xEZ:x:E’)-(Qk—i—l)/\kGZ/\kZO}
Myn M =0
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2.4.3. Exempel pa tre icketomma méngder A, B, C' som uppfyller (AN B)UC = AN(BUCQC) ér
A=1{1,2,3,4}, B={23}, C={34}
Exempel pa tre icketomma méngder A, B, C som uppfyller (ANB)UC # AN (BUCQC) ar
A=1{1,2,3,4}, B=1{235}, C={3,45,6).

Dessa kan finnas genom att rita ut ett Venndiagram med méngderna A, B,C och forsta vilka omraden av
Venndiagrammet som motsvaras av (A N B) U C respektive AN (B U C) och vilja element i A, B,C sa att
(ANB)UC = AN (BUC) géller eller (ANB)UC # AN (BUC). Genom studier av dessa Venndiagram
kan vi ocksa se att den springande punkten & om C C A eller inte giller. Om C C A giller sa galler
(ANB)UC =AN(BUC), om vi ddremot inte har C C A sa giller (AN B)UC # AN (BUCQC).

2.5 Komplement.

2.5.1. E°, alltsa komplementet till méngden av alla jamna tal blir méngden av alla udda tal (som ocksa
bendmns O i nésta uppgift).

2.5.2. 0° alltsa komplementet till méngden av alla udda tal blir méngden av alla jimna tal (som ocksa
bendmndes F i foregaende uppgift).

2.5.8. EUO=Z,ENnO =4.

2.5.4. Om A C B galler sa kan vi tolka det som att vi alltid har
reA=>2xeB

sa den satslogiska motsvarigheten till delméngdsrelationen &r implikation. Om tva de méngderna da ar lika sa
att vi har A = B sa betyder det A C B OCH B C A sa att vi alltsa har

reA=x2€B OCH reA«<zxeB

som alltsa kan skrivas

reAsxeB

vilket betyder att likhetsrelationen = har den satslogiska motsvarigheten ekvivalens (<). (Sjalva ordet ”ek-
vivalens” bestar ocksa av delarna ”ekvi” och ”valens” som just betyder ”lika” och ”véarde”, det vill sdga ”lika
véarde”.)

2.6 Mangddifferens.
2.6.1. E—F ={1,2}.
2.6.2. E—F ={1,2}.

2.6.3. Komplementet till alla jaimna heltal da vi har R som universum kan skrivas
EC=R—-{2z:2€Z}

och detta ar hela reella tallinjen men utom just de tal som ar de jamna heltalen. Denna mycket storre mangd
innehaller alla udda tal sa vi har alltsa O C E€ istéllet for £ = O som géllde da universum endast var Z.

2.7 Mangdlagar.

2.7.1. Facit saknas, for metodik, se bevis av satsen 2.1 och efterféljande sats.
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2.72. ACBABNC =0= ANC = ar sann och motiveras av nedanstaende Venndiagram:

v%v

I detta diagram ser vi att snittet mellan A och C &r tomt. De 6vre tva tommaméngdstecknena kommer av
forsta premissen, A C B och de undre tva tomma méngdstecknena kan vi sétta dit pa grund av den andra
premissen BNC = (). Sammantaget ger det att ANC = ). (Vi har dven skuggat omradet for ANC for att ytterli-
gare tydliggora att det ar det omradet / den méngden vi betraktar. Tydligen blir det omradet / méngden tom.)

U

Vi gar vidare och visar att C C AUBANANBNC =0=CNA=0VvCNB =0 ar inte sann. Vi motiverar
det genom att studera foljande Venndiagram:

'g'

Det mittersta tommaméngdstecknet kan vi satta dit pa grund av AN BN C = () och tommamangdstecknet
nedat till hoger kan vi sétta dit pa grund av C' C A U B. Emellertid ser vi att detta inte témmer hela snitten
mellan C' och B respektive mellan C' och A. Det betyder att det kan finnas element i (C' N A) — B eller
(C N B)— A. Exempel pa mangder som inte uppfyller denna regel skulle kunna konstrueras med hjalp av
nedanstaende Venndiagram:

U

U

g

Det vill séga vi far méngderna A = {1,4,5}, B = {1,2,3} och C = {3,5}.

Anmdrkning: 1 den hér 6vningen studeras en allmén metod for att med Venndiagram studera méngdformler.
Vi har i sista steget konstruerat ett motexempel som visar att en méangdformel inte géller. Det ar alltid
acceptabelt som bevis att ange ett motexempel som inte uppfyller den méngd formel som vi vill motbevisa.
Emellertid ar inte Venndiagram normalt sett acceptabla som bevismetod eftersom det hela hénger pa en grafisk
/ estetisk formaga. Vi ska i slutet av detta kapitel dock studera en metod som kommer tillrdtta med denna
brist.

2.7.8. (a): (A— B)¢ = (B — A)°. Komplementen till tva méngder &r lika om och endast om méngderna &r lika
savifar (A—B)°=(B—A)*< A— B = B— A. Men om vi ritar in A— B och B — A i tva olika Venndiagram
sa kan vi latt observera att dessa méngder inte alls behdver vara lika. Detta Venndiagram kan anviandas for
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att skapa motexempel som visar att A — B # B — A, vi kan till exempel bilda A = {1,2} och B = {2,3}. Da
har vi A-B = {1} och B-A = {3}. Saledes blir komplementen till dessa méngder ocksa olika. Regeln géller
inte. (b): Facit saknas, men tekniken &r samma som i de férra uppgifterna. Denna regel stammer dock.

2.7.4.

Diagram 1: Detta ar AN C.

Diagram 2: Detta &r AUC

Diagram 3: Detta ar (AN B)UC

Diagram 4: Detta ar A — C.

Diagram 5: Detta ar (AU B) — C.

Diagram 6: Detta ar (AN B) — C.

Diagram 7: Detta &ar AN BNC.

Diagram 8. Detta ar (AN B)UC — (BN C).

2.8 Kryssprodukter.

2.8.1.
A x B ={(1,10), (2,10), (3,10), (4, 10), (1, 20), (2, 20), (3,20), (4, 20)}.

AxC={(1,5),(2,5),(3,5),(4,5),(1,6),(2,6),(3,6),(4,6),(1,7),(2,7),(3,7),(4,7) }.

(AxB)xC =
{((1,10),5),((2,10),5), ((3,10),5), (4, 10),5), ((1,20), 5), ((2,20),5), ((3, 20), 5), ((4, 20), 5),
((1,10),6), ((2,10),6), ((3,10),6), (4, 10),6), ((1,20), 6), ((2,20), 6), ((3, 20), 6), ((4, 20), 6),
((1,10),7),((2,10),7), ((3,10),7), ((4,10), 7), ((1,20),7), ((2, 20), 7), ((3,20),7), (4, 20), 7)}.

Ax (BxC)=
[(1,(10,5)), (2, (10,5)), (3, (10,5)), (4, (10,5)), (1, (20,5)). (2, (20,5)). (3, (20,5)), (4, (20,5)),
(1, (10,6)), (2, (10,6)), (3, (10,6)), (4, (10,6)), (1, (20, 6)), (2, (20, 6)), (3, (20, 6)), (4, (20, 6)),
(1,(10,7)), (2, (10,7)), (3, (10, 7)), (4, (10, 7)), (1, (20, 7)), (2, (20, 7)), (3, (20, 7)), (4, (20, 7))}

Ax BxC=
{(1,10,5), (2,10,5), (3,10,5), (4,10,5), (1, 20,5), (2,20, 5), (3, 20,5), (4,20, 5),
(1,10,6),(2,10,6), (3,10,6), (4,10,6), (1, 20, 6), (2, 20, 6), (3, 20, 6), (4,20,6),
(1,10,7),(2,10,7),(3,10,7),(4,10,7),(1,20,7),(2,20,7),(3,20,7),(4,20,7)}.

Inga av likheterna (A x B) x C = A x (B x C) = A x B x C géller eftersom A x B x C bestar av tripplar
och (A x B) x C och A x (B x C) bestar av par. Vidare giller inte (A x B) x C' = A x (B x () eftersom den
forsta komponenten i paren hos (A x B) x C ar par (till exempel (1,10) ) medan den foérsta komponenten hos
A x (B x C) &r tal (nagot av talen 1, 2, 3 och 4.)

2.9 Antal element i en mangd.

2.9.1.
|A x B| =8,
|A x C| =12,
[(Ax B) x C| =]Ax B xC|=24.

2.10 Mangder av mangder och potensmangder.

2.10.1.
(a) |0] =0,
(b) {0} =1
(¢c) {0,{0}}| =2
(d) [{0,{0,0}}| =2
() {0,{0}, 0} =3
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2.10.2.

(a) P(E) ={0,{0},{1}, E}
(b) P(E) — E={0,{0}, {1}, E} — {0, 1} = {{0}, {1}, E}
Anmdrkning: Lagg mérke till att £ € P(E) — E!

2.11 Disjunkta mingder och partitioneringar.

2.11.1.
(a) {{1},{2},{3},{4,5}} &r en partionering,
(b) {{1,2},{3},{2},{4,5}} éar inte en partionering eftersom {1,2} och {2} inte &r disjunkta.
(c) {{1,2},{3},{5}} &r inte en partionering eftersom 4 inte ar med i nagon delméngd,
(d) {{1,2},{3,4,5}} &r en partionering,
(e) {E} &r en partionering.

2.11.2. Vi kan helt enkelt systematiskt rdkna upp alla partioneringar:
{{1}.{2},{3}} (partioneringen bestar av delmangder med ett element i varje)
{{1},{2,3}} (partioneringen bestar av tva delméngder med ett element i ena och ett i andra)
{{1,2},{3}} (partioneringen bestar av tva delméngder med ett element i ena och ett i andra)
{{1,3},{2}} (partioneringen bestar av tva delméngder med ett element i ena och ett i andra)
{{1,2,3}} (partioneringen bestar av en delméngd som alltsa &r hela méngden)

Totalt fem mojligheter.
2.12 Predikat och kvantorer.

2.12.1.
Utsaga 1: Sann ty B bestar av alla tal i A multiplicerade med 2.
Utsaga 2: Falskt ty talet 11 C &r inte en multipel av 2. (Om 1 tas bort fran C' sa blir utsagan dock
sann.)
Utsaga 3: Sann, det finns till exempel talet 2 1 C som ar 2-1 och y =1 finns i A.
Utsaga 4: Falsk. Vi havdar har att det finns ett tal i C' som alltid ar lika med 2 -y, och att detta ska
gélla for alla y i A. For att denna utsaga ska bli sann maste vi ta bort alla element i A utom 1, till
element siatt A = {2}, da ar utsagan sann for xt =4 € C och y =2 € A.
Utsaga 5: Ocksa falsk. Héar havdar vi samma sak som i utsaga 4, men kravet stélls &nnu hogre, det
som inte gillde for nagot enda tal, sdgs har nu gilla for alla tal. No Way! For att denna utsagan ska
bli sann maste baa mingderna A och C inskrankas till att innehalla et element, till exempel A = {1}

och C = {2}. (Och da blir z =2 och y = 1.)
2.12.2. Formulera negationerna till varje utsaga fran foregaende 6vningsuppgift.

Utsaga 1: Ve € B:Jy€ A:xz=2-y: Negation: -(Vx e B:Jye A:x=2.-y) & JreB:Vye A:
x # 2y.

Utsaga 2: Ve € C: Jy€ A:xz=2-y: Negation: -(Vz e C:JyeA:x=2-y) = TreC:Vye A:
x#2-y.

Utsaga 3: Iz € C:Jye€ A:x=2-y: Negation: ~(Jr e C:JyecA:x=2-y)=oVreC:VycA:
x#2-y.

Utsaga 4: Jz € C:Vy € A:x =2-y: Negation: ~(Jr e C:Vyec A:x=2-y)=Vre(C:Jyec A:
x#2-y.

Utsaga 5: Ve € C :Vy € A:x =2-y: Negation: ~(Vr e C:Vye A:x=2-y)=JxecC:JycA:
T #2-y.
2.12.5.

1.VPe L:3s3t: P=(—s—t,s,t).
Sann. Vi hdvdar hér att alla punkter pa linjen kan framstéllas pa formen (—s — ¢, s,t), och eftersom linjen L
ligger i planet och alla punkter i planet kan framstéllas pa formen (—s — ¢, s, ) kan alltsa s och ¢ véljas sa att
punkterna pa linjen far framstallningen (—s — ¢, s,1).

2.VPe M :3t: P=(t—2t1).
Falsk. Vi havdar hér att alla punkter i planet ligger pa linjen, men det finns punkter i planet som inte ligger
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pa linjen.

3. 3P e M :3t: P =(t,—2t,1t).
Sann. Vi hdvdar hér att det finns en punkt i planet som ocksa ligger pa linjen, det vill sdga har framstallningen
(t, —2t,t). Detta &r alltsa sant &ven om inte alla punkter i planet ligger pa linjen.

4. 3P €R3: 3t : P = (t,~2t,t) och AP € R? : I3t : P = (—s — t, 5,1).
Bada sanna. I forsta utsagan havdar vi att det finns en punkt i rummet som ligger pa linjen. Det gor det. Vilj
vilken som helst! Andra utsagan berdr planet och sédger att det finns en punkt i planet som ligger i rummet.
Det gor det. Valj vilken som helst!

5. 3P € M :Vt: P = (t,—2t,t).
Falsk. Har havdar vi att det finns en punkt P i planet sadan att alla punkter pa linjen sammanfaller med
denna. Det finns oéndligt manga punkter pa linjen och de kan alltsa inte sammanfalla till en enda punkt.

6. 3P e M : =(Vt: P = (t,—2t,t)) och 3P € M : ~(3t : P = (t,—2t,t)). Vi skriver om utsagorna lite innan
vi tolkar dem:

dPe M :3t: P#(t,—2t,t)
och
dP € M :Vt: P # (t,—2t,t).

De &r bada sanna. Den forsta utsagan séger att det finns en punkt i planet och en punkt pa linjen som ar skilda
at. Den andra utsagan sdger att det finns en punkt i planet som har egenskapen att den inte sammanfaller
med nagon enda punkt pa linjen. Det ar sant eftersom planet innehaller flera punkter som inte ligger pa linjen.

BLANDADE OVNINGAR

2.1.
Diagram 1: (A— (BUC))U(ANBNC)
Diagram 2: (A— (BUC))U(B—-(AUC))u(C—-(AUB))U(ANBNC)
Diagram 3: (BNC)U(ANC)U(ANB))—(ANBNC)
Diagram 4: (B— (AUC))U((ANC)— B)

2.2. Venndiagram over identiteten A — (A — B) = A — (A — B) kan ritas sa hér:

U U U

O PIENIN .

A A-B A—-(A-DB)

Av Venndiagrammmet ser vi att A — (A — B) = AN B. Vi kan lata méngderna A och B byta roller och da
ser vi att &ven B — (B — A) = AN B. Saledes har vi A— (A— B) = B — (B — A) = AN B. (Denna uppgift ar
gammal och berors sérskilt av de kommentarer i inledningen angaende hur acceptable Venndiagram &r.)

2.3. (a) Venndiagram éver A® B =(A— B)U (B — A):

U

(¢) Venndiagram 6ver méngden A @ (B @ C):
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'e' : 'e' _ 'e'

A BoC Ao (BoC)

Om vi betraktar det sista Venndiagrammet som vi &ar bildat for A® (B @ C) ser vi att det &r helt symmetriskt
i A, B och C. Vi skulle lika giarna kunna lata A, B och C byta roller och vi skulle landa i samma Venndiagram.
Om vi saledes hade bildat (A® B)®C hade vi natt samma diagram. Detta innebér att A®(B®C) = (A®@B)aC
och alltsa ar @ associativ, vilket skulle visas.

2.4. Bevis av (AN B)¢ = A°U B

Vi ska visa att x € (AN B)¢ < x € A°U B° for alla x. Lat darfor x vara ett godtyckligt element. Da har vi
r€(ANB)* < ¢ ANB & =(x € ANB) & ~(x € ANz € B) & —=(z € A)V—(x € B) . Hér har vi anvént De-
Morgans lag fran satslogiken och vi ser saledes hur DeMorgans lag fran satslogiken ocksa ger oss DeMorgans lag
for méngdlaran. Vi arbetar vidare: =(z € A)V-(z € B) v ¢ AVe ¢ Berx e A°Vr e B o e A°UB°C.
Sammantaget har vi alltsa visat att x € (AN B)¢ < x € A°U B¢ vilket innebér att méngderna (A N B)¢ och
A€ U B¢ maste vara lika vilket skulle bevisas.

Bevis av (AUB)UC =AU (BUC(C):
Vi ska visa att z € (AUB)UC < 2z € AU (BUC). Lat darfor « vara ett godtyckligt element. Vi har nu
re€(AUB)UC s ze(AUB)VzeCs (rcAVeeB)VeeCewrecAV(re BVva e (). Har har vii
sista steget anvant associativa lagarna fran satslogiken och vi ser hir hur associativa lagen fran satslogiken ger
oss associativa lagen i méngdléran. Vi arbetar vidare: x € AV(x € BV e(C)srec AVere (BUC) & x e
AU (BUC). Vi har ssmmantaget visat att x € (AUB)UC < xz € AU (BUC) vilket innebér att médngderna
(AUB)UC och AU (BUC) maste vara lika vilket skulle bevisas.

Bevis for distributiva lagarna, absorptionslagarna och idempotens foljer ovanstaende monster i detalj.

2.5. Bevis av (ANB)—(CUD) = (A-C)N(B—D) = (A-D)N(B—-C): (ANB)—(CUD) = (ANB)N(CUD)¢ =
ANBNC‘ND =AND*NBNC = (A—D)N(B—C).Ibeviset kan vi lata C och D byta platser sa att vi
aven far (ANB) — (CUD)=(A—D)N (B —C). Beviset ar klart.

2.6. Bevisav (AUB)—(CUD)C (A-C)U(B—-D):
(AUB)—(CUD)=(AuB)N(CUD)*=(AUB)N(C°ND® =(AN(C°ND)UBN(C°N D). I sista
ledet har vi anvéant distributiva lagen for méngder. Betrakta nu méngderna A N (C°N D¢) och BN (C°N D°).
Den méngd som vi kommit fram till &r unionen av dessa tva méangder. Om vi tar bort ett av méngderna fran
snittet AN (C°N D) sa far vi en stérre méngd. Vi har alltsa att AN (C°N D) C AN (C°). Ahal Detta ar
ju A — C! Saledes har vi AN (C°N D% C A—C. I analogi med detta har vi &ven BN (C*N D) C B—D .
Saledes géller (AUB) — (CUD)=(ANn(C°ND°)U(BNC*ND)C (A—-C)U(B— D) och vi har alltsa
visat (AU B) — (CUD) C (A—-C)U (B — D) vilket skulle bevisas.

2.7.

1. Alla fragor ar intressanta: Vo € D : i(x).
Ekvivalent med 7 enligt Vo € D : i(z) & —(=Vx € D :i(z)) & —3Jz € D : —i(z).

2. For alla fragor géller att de inte dr intressanta: Vo € D : —i(x).
Ekvivalent med 4 enligt -3z € D :i(x) & Vo € D : —i(z).

3. Det finns en fraga som &r intressant: 3z € D : i(x).
Ekvivalent med 8 enligt -Vz € D : —i(z) < 3z € D : —~(—i(x)) < Jz € D :i(x).

Det finns ingen fraga som ar intressant: =3z € D : i(x). (Ekvivalent med 2.)

Det &r inte alla fragor som &r intressanta: —Va € D :i(z). (Ekvivalent med 6.)

Det finns en fraga som inte &ar intressant: 3z € D : —i(z). (Ekvivalent med 5.)

Det finns inte en enda fraga som inte ar intressant: =3z € D : —i(z). (Ekvivalent med 1.)
Det &r inte alla fragor som inte &r intressanta: —Va € D : —i(x). (Ekvivalent med 3.)

* N oot
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2.8. Vi studerar Venndiagram for de olika leden i formeln:
Venndiagram for AN (B U C):

A BUC AN(BUCQC)
Venndiagram for BU (AN C):

'e' , 'e' _ 'e'

B ANC BU(ANCQC)

Méngderna ar helt klart olika och vi kan bilda mangder A, B och C' som inte uppfyller regeln genom att
placera in siffror i varje falt i Venndiagrammet pa foljande sétt:

9?

Vi har har A = {1,2,3,4}, B = {2,3,5,6} och C = {3,4,6,7}. Vi har ocksa AN (BUC) = {1,2,3,4} N
{2,3,4,5,6,7} ={2,3,4}. Men BU(ANC) =1{2,3,5,6}U{3,4} = {2,3,4,5,6}. Dessa méngder ar olika varfor
dessa tilldelningar av vérden till A, B och C' visar att regeln AN (BUC) = BU(ANC) inte géller.

U




