Féljande material dr gjort av tidigare ldrare pa kursen, Armin Halilovic, och har sedan blivit redigerat.
OLIKA TILLAMPNINGAR AV DIFFERENTIAL EKVATIONER

Foljande uttryck anvands ofta i olika problem som leder till differentialekvationer:

Text Formell beskrivning

A ar proportionell mot B det finns ett tal k sa att A=kB
A ar proportionell mot B och C A=kBC (for ett tal k)

A ar omvant proportionell mot B A:% (for ett tal k)
A ar proportionell mot

summan av B och C, A=k(B+C)

differensen mellan B och C, A=k(B-C)

produkten av B och C, A=kBC

kvoten av B och C, A=k B (for ett tal k)
Funktionens forandringshastighet y'(t) (eller y'(x) )

Exempel 1. Stéll upp en differentialekvation for funktionen y(t) om

a) Funktionen y(t) forandras med hastigheten (som ar lika med) 5y(t).

b) Funktionen y(t) fordandras med hastigheten som ar proportionell mot y(t).

) Funktionen y(t) forandras med hastigheten som ar proportionell mot t.

d) Funktionen y(t) férandras med hastigheten som ar omvant proportionell mot
y(t).

e) Funktionen y(t) forandras med hastigheten som ar proportionell mot differensen
mellan t och y(t).

Svar:

a) y'(t)=5y(t), b) y'(t)=ky(t) <) y'(t)=kt d) y'(t) =% e) y'(t) =k(t-y(t)

Exempel 2. Ett radioaktivt amne sdnderfaller med hastigheten som ar proportionell
mot den mangd av amnet som finns kvar.
a) Stall upp en differentialekvation som beskriver forloppet.
b) Av 125 gram blir det kvar 121. 9 gram efter 100 ar.
Hur manga gram blir kvar efter 330 ar.
dy
Svar a) P ky(t)
b) den allminna I&sningen &r y = Ce'.
Villkoret y(0) =125=C =125 och dirmed y =125¢"
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Frén y(100) =121.9 har vi 121.9 =125¢"** = k = L (w) ~—0.000251.
100 " 125

Alltsd y =125 0001

Harav  y(330) ~115.1

Svar b) 115.1

| foljande uppgift anvands Newtons avsvalningslag: Om en kropp med
temperaturen To placeras i en omgivning med temperaturen Tgr, kommer kroppens
temperaturer y(t) att forandras med hastigheten som ar proportionell mot skillnaden
mellan foremalets temperatur och omgivnings temperatur. Med andra ord har vi
foljande ekvation

y'(t) =k(y(t) - Tz)

med beggynelsevillkor :  y(0) =T,

Exempel 3.

Ett féremal med temperaturen 200° C har efter en minut i rumstemperatur (22° C)
svalnat till 140" Hastigheten med vilken temperaturen sjunker &r proportionell mot
skillnaden mellan féremalets temperatur och rumstemperaturen.

a) Bestam foremalets temperatur som funktion av tiden

b) Efter hur l&ng tid blir féremalets temperatur 302

L6sning:
dy _dy

=k(y(t)-22) > ——=kdt = kdt =
G~ 0= = 2 [25=1

In|ly-22]=kt+C, =

y=22+D.e"

Startvillkoret y(0)=200= D =178=

= y=22+178-¢"

Villkoret y(1) =140 = 140=22+178-¢“= 118 _ o = k= i o o411
178 178

Svara) y= 22+178-e" =~ y= 29 4 178. 04

b) y(t) =30 = 22+178-e" =30 = €' =8/178 = kt =1In(8/178) = t:_ln(S:(l?S)

t = 7.546 min
Svar b) t ~ 7.546 min
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Exempel 4.

| nedanstaende vattentank finns 200 liter vatten. Vid t=0 finns det 2500 g salt
i tanken. Tanken tillfors vatten med hastigheten 20 liter per timme och
saltinnehall 4 g per liter. Efter ordentlig mixning foérs vatten ut med
hastigheten 20 liter per timme.

Lat y(t) beteckna antalet g salt i tanken vid tiden t (d v s efter t timmar).

a) Stall upp en differentialekvation for y(t) och bestam y(t).

b) Hur mycket salt finns i tanken efter 13 timmar och 30 min.

Svara i antalet gram (avrunda till heltal gram).

20 'h

—

20 Vh
Losning:
a) Lat y(t) beteckna antalet g salt i tanken vid tiden ¢
Forandringshastighet blir d& y'(t). Dessutom géller y'(t) =V,, -V,
V,, visar hur madnga gram salt per timme tillfors tanken.
V,, visar hur manga gram salt per timme fors ut ur tanken.

_Iiter y g_ram _ 80 gram
timme  liter timme
Vid tiden t finns det y(t) gram salt i 200 liter vatten. Darfor ar densitet vid
y(t) _ y(Hgram _ y(t) gram
volymen  200liter 200 liter
_20 liter y(t) gram _ 20y(t) gram :
timme 200 liter 200 timme

dar V,, =20

tiden t lika med r = och darmed

ut

Nu, frén y'(t) =V, —V,, har vi ekvationen y'(t) =20-4 - 20'% -

y'(t) +0.1y(t) =80 . *) med begynnelsevillkoret: y(0) = 2500.
Forst homogenadelen:

Den karakteristiska ekvationen for den homogena delen: r+0.1=0 =
r=-0.1

Harav vy, (t) =Ce™'*

Vi ansatter y,(t)=A och darmed y/(t)=0.

Substitution i (*) ger

0.1A=80 = A=800 och darmed Yy,(t)=800.

Den allmanna Isningen ar y(t) = Ce™'* +800

Villkoret y(0) = 2500 medfér C=1700
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och y(t) =1700e """ +800.
Svar a) y(t) =1700e """ +800
b) y(13.5)= y(t) =1700e* +800 =~1241

Exempel 5.
—|b:|'E
F
—| m o :
S . s [

Ett mekaniskt system med en fjader och en dampare kan beskrivas med foljande
ekvation, med avseende pa y(t)

my"(t) + by'(t) + ky(t) = F(t).

a) Bestam den allménna I6sningen for y(t) da

m=1b=5 k=6, F =5sin(t) + 5cos(t) .

b) Bestam den |6sning som satisfierar y(0) =0, y'(0) =1.

Svar a)

Ekvationen: y"(t) +5y’(t) + 6y(t) = 5sint + 5cost

Lésning: y(x) =C,e™ +C,e”™ +sint

Svar b) y(x) =sint

Exempel 6. | den elektriska kretsen

R o
1 |1
(o
ANy
Galler enligt Kirchhoffs spanningslag relationen: R -i(t) +% =u(t) dar q(t)
betecknar kondensatorns laddning vid tiden t.
dq

Deriverar vi denna relation och utnyttjar sambandet i(t) r far vi

. . . . 1 dg . 1 ... 1
differentialekvationen Ri'(t)+ —-—=u'(t) = i'(t) + —-i(t) = =u'(t
i ialekvati ) c t)y=1() C (t) - ()

for bestamning av strommen i(t).
Bestam strommen i(t) omR= 1Q , Cz% F, u(t) = 24V och att

a) vid t=0 ar strommen 1A, dvs i(0)=1 A.
b) vid t=0 ar laddningen 2 Coulomb, dvs g(0)=2.
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Losning:

a)
i’(t)+%-i(t):%u’(t)
u@t)=24=u'=0

R=1 =1i'(t)+10i(t) =0
_1
10
i(0)=1
Harav i(t)=C,e™ (*) [ den allmadnna I6sningen for i(t) ]

For att bestamma C, anvander vi begynnelsevillkoren i(0) =1
och far C, =1. darmed i(t) =1e™

Svar a) i(t)=e™" (ampere)

b)

R-i(t)+?=u(t)

u(t)=24
R=1
1
10
Vi anvéander villkoret g(0)=2 och den allmanna lésningen frén a-delen i(t) =C,e ™.

= i(t) +10q(t) = 24

For att bestamma i(0) satter vi t=0 i ekvationen och satter in g(0)=2:
i(0)+%~q(0) =24=1i(0)=24-10q(0)=24-10-2=4.

Nu fortsatter vi som i a-delen, med den nya villkoret for i(0)=4:
it)=Ce ™ =4=C, =4.

Darfor i(t) =4e™™

Svar b) i(t) = 4e '™ (ampere)

Exempel 7: | den elektriska kretsen

L R

Wi 1
(YD
S

galler enligt Kirchhoffs spanningslag relationen: L-% +R-i(t) =u(t) darL

betecknar spolens induktans vid tiden t.
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Bestam strommen ((t) for {(0)=0 ampere i nedanstaende LR- krets om
L=2 henry , R= 8 ohm och
a) u(t) =12volt.

b) u(t) =12e™*v.

Losning:

di(t) .
-T+ R-i(t) =u(t)
a){L=2 = 2i'(t) +8i(t) =12
R=8
u(t)=12
Dividerar med 2: i'(t) + 4i(t) =6
Homogena ekvationen i'(t) + 4i(t) =0 har lésningen i, (t) =C,e™

Partikularlésning :
Lb)=A=i ()=0=>4A=6=A=3/2=i()=3/2

Alltsa:
i(t) =i, (0 +i, () = i) =Ce™ +§

For att bestamma C, anvander vi begynnelsevillkoret i(0) =0:

. 40 3 3
|(0):Cle40+§:0:>C1:—5
och i(t):—ge“”+§
2 2
: 3 3
S it)=——e™+=
var a) i(t) 5 5
L-%H?-i(t):u(t)
by {L=2 = 2i'(t)+8i(t) =12
R=8
u(t) =12e™

Dividerar med 2: i'(t) +4i(t) =6e™
Homogena ekvationen i'(t)+4i(t) =0 har I6sningen i, (t) =C,e™

Partikularlésning :

i,(t)=Ae™ =i (t)=-2Ae* = -2Ae " +4Ae* =6 = 2A=6=A=3
: -2

i () =3

Alltsa:
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i(t) =i, () +i () =i(t)=Ce™ +3e™

For att bestdmma C, anvander vi begynnelsevillkoret i(0) =0:
i(0)=Ce™*+3e?°=0=C, =-3

och i(t)=—-3e™ +3e™

Ovningar

Stalla upp ekvationer

1. Ett radioaktivt preparat, som fran borjan var 110 g, sénderfaller med en hastighet som ar 7
% av den aktuella mangden per ar. Stéll upp en differentialekvation som beskriver detta
forlopp.

2. Lat y vara antalet individer i en djurpopulation vid tiden t. Man antar att populationens
tillvaxthastighet ar proportionell mot bade y och M-y, dar M ar populationens maximala
storlek.

a) Stall upp en differentialekvation som beskriver detta forlopp. Proportionalitetskonstanten
ark.

b) Hur stor ar tillvaxthastigheten nar den ar maximal?

3. Folkmangden inom ett omrade vaxer med en hastighet som ar 3,0 % av den aktuella
folkmangden y. Lat x vara tiden i ar. Vid x = 0 ar folkmangden 60 miljoner.

a) Stall upp en differentialekvation som beskriver folkmangden.

b) Antag nu att tillvaxthastigheten gar ner linjart fran 3,0 % till 2,0 % under en tioarsperiod,
fran x = 0 till x = 10. Stéll upp en differentialekvation som beskriver detta.

4. En tank innehaller 90 liter rent vatten. Saltlésning med koncentrationen 2g/ | tillfors med
hastigheten 2 I/min. Av den val blandade |6sningen bortfors 2 I/min dvs vatskemangden i
tanken ar konstant. Vi antar att tanken innehaller y g salt efter tiden x minuter. Stall upp en
differentialekvation som beskriver hur saltmangden andras.

5. Ett rum med volymen 150 m®innehaller 0,002 mg/m® av ett halsofarligt &mne. Luft med
0,0005 mg/m*av amnet tillfors rummet med hastigheten 10m®/min. Val blandad luft

ventileras ut med flaktar frén rummet med hastigheten 10 m*/min . Vi antar att rummet
innehaller y mg av det hélsofarliga @mnet efter x minuter. Stall upp en differentialekvation
med begynnelsevillkor som visar hur mangden av amnet i rummet férandras.

6. En tank innehaller 30000 liter rent vatten. Vatten som innehaller 0,008 g/l av en férorening
tillfors tanken med en hastighet av 600 I/min. Av det vél blandade och férorenade vattnet
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bortférs 800 I/min. Vi antar att tanken innehaller y g férorening efter x minuter. Stall upp en
differentialekvation som visar hur y forandras.

Losa ekvationer

7. En rymdfarkost kommer in i ett stoftmoln med hastigheten 750 m/s och bromsas da sa att

accelerationen a m/s® r proportionell mot hastigheten v m/s enligt
a =-0,0040v

Stall upp en differentialekvation for hastigheten. Berakna vid vilken tidpunkt hastigheten ar
120 m/s.

8. En bat som glider fram utan hjalp frdn motorn bromsas upp av en kraft som ar
proportionell mot hastigheten.
a) Anvand kraftekvationen for att stall upp en differentialekvation for hastigheten.

b) Nar baten har hastigheten 4,0 m/s &r accelerationen -0,40 m/s® och batens massa ar 2000
kg. Vad ar batens hasighet 3,0 s senare?

9. Vid pafylining av luft i ett bildack ansluts dackventilen till en luftbehallare som haller ett
konstant lufttryck po. Under pafyliningen ar hastigheten pa tryckdndringen i dacket
proportionell mot skillnaden mellan trycket i behallaren och trycket i dacket. Om po ar 1,0
MPa tar det 6,0 sekunder att fylla ett tomt dack till 180 kPa.

Hur lang tid tar det att hoja trycket till 270 kPa om dacket _

fran borjan ar tomt? Stall upp en differentialekvation och Tank ' (P ‘
|6s problemet med hjalp av denna. Med tomt dack menas B ~ ™
att det har normalt lufttryck, 101,3 kPa.

du
10. Vid urladdning av en kondensator galler att u =—-RC o dar R och C ar konstanter.

a) Bestdam som funktion av t den I6sning u till differentialekvationen fér vilken u(0) =U,.
b) Satt U, =20 V, R=50000 Q och C =1,0-10° F oh bestdm u(5).
c) Bestam Rom u(0)=60V, u(10)=42V och C=4,0 uF.

. dy =-0,07y, y(0) =110

dt
dy oy s ”
2.a) pm =ky(M —y) dar k ar en positiv konstant

2

b) Tillvéxthastigheten &r maximal fér % denéarda
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a) d—y=0,030y, y(0)=60
dx
b) &~ (0,030~ 0,001x)y,
dx
dy y
™ c y(0)

dy y
5' — = 0,005__ y 0 :O’3
™ i y(0)

dy 4y
6. _:4!8_ ! O :O
dx 150-x y(0)

y(0)=60
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a=-0,0040v
dv
p =-0,0040v (Separabel)

Lav= —0,0040dt j Lav=r j 0,0040dt Inv=-00040t+C v =g 000tC
Vv Vv

v=De™" y(0)=750m/s = D=750

V= 750e70,0040t

120 = 750g 004t g 00040t @ —-0,0040t = In(%)
750 750
t= L -In(@) S = 458s
-0,0040 750
Svar : 460 sekunder senare
8.
a) F=kv
ma = kv
m% =-kv k>0 (Separabel)
dv_ Kk
dt  m

k

v=Ce ™ C =v(0)

Mo Ky o _080-=--—K 40 = k=400kg/s
. m 2000
400
v=4,0e 20 y=4,0e°%

v(3)=4,0e°%%=2195m/s Svar: 2,2 m/s
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9.

3—Ft)=k(po— p)(Separabel ) = pol— IOdp:kdt

Ldp:J'kdt = In|p,—p|=kt+C = |p, - p|=€“*¢
Po—P

Pp—p>0= |p0_p|: Po—P

po—p=e"

p=p, - De" p(0) =101,3 kPa:

101,3=1000-De® = D =1000-101,3=898,7 kPa
p =1000 —898, 7e~

180 =1000 —898, 7e**

s _ 180-1000 (  n0,912429

8007 ) =-0,01527
p =1000 —898, 7 *™*"
270 — 1000 _ 898, 7e—0,01527t e—0,01527t — 270 _1000 t — In(ol 81228)
-898,7 -0,01527
t=13,65s Svar: 14 sekunder
10.a) u(t) =Ue"° b) 9,1-10 V c) 7,0-10° Q
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