Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Separabla differentialekvationer

SEPARABLA DIFFERENTIALEKVATIONER

En differentialekvation (DE) av forsta ordningen sags vara separabel om den kan skrivas pa

formen P(y)% =Q(x) eller ekvivalent
X

P(y)dy =Q(x)dx . (1)

Den allméanna I6sningen till (1) erhalles genom att integrera bada leden i (1)

[P(y)dy = [Q(x)dx. @

Forklaring: Antaatt y(x)=h(x) &r en losning till P(y)% =Q(x). Da galler
d(h(x)) _

dx

I P(h(x))(?—x(h(x))dx = jQ(x)dx och genom att anvénda substitutionen

P(h(x))

Q(x) . Om vi integrerar pa x bada leden i sista ekvationen far vi

h(x)=y = h(x)dx=dy farvi [P(y)dy=[Q(x)dx dvs (2).

For att kolla om en differentialekvation av forsta ordningen L(x,y,y' ) = R(X,y,y") ér
separabel, och darefter 16sa den, gor vi féljande enkla steg:

STEG 1. L6s ut explicit forsta derivatan y'=F(x,y)
STEG 2. Faktorisera hogerledet i faktorer som innehaller endast en variabel x eller y , om
detta ar mojligt:

tex y'= f(X)g(y) eller y': f(X)g(y)

h()k(y)

Om det & omojligt att faktorisera i faktorer med endast en variabel da &r ekvationen inte

separabel.
STEG 3. Ersétt y' med 3—i och separera variabler dvs flytta "y-faktorer" till vanster och "x-

faktorer" till hager och ange ekvationen pa formen
A(y)dy = B(x)dx

Den delen ska man hantera forsiktigt. Nar man delar en ekvation med ett uttryck som
innehaller en obekant, maste man kolla om uttrycket som man delar med innehaller en
eller flera losningar till ekvationen. Annars kan man tappa nagra lésningar.

STEG 4. Du far losningen genom att integrera bada leden
[ A(y)dy = [B(x)dx+C
(Det racker att addera konstanten C till hgerleden)
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STEG 5. Forenkla I6sningen och, om méjlig, ange y pa explicit form y = f(x).

STEG 6. Kolla om ekvationen har singulara losningar.

Uppgift 1 a) Los ekvationen 10y’ — x’y? = 4x°.
b) Ar ekvationen y’—y?* = x* separabel?

Losning la:

STEG 1. Vilbésuty"
4x° + x3y?
10

STEG 2. Vi faktorisera hogerledet i faktorer som innehaller endast en variabel x eller y (om
detta ar mojligt):

10y - X’y =4x’ = y' =

. X(4+y?)
Y ="

STEG 3. Vi ersatter y' med g—y separerar variabler och far
X

3 2 3
dy _x(4+y) = (separera var.) dy = X dx (notera att 4+y*=0)
dx 10 4+y° 10

STEG 4. Integrera bada leden

3
I dy 5 :Ix—dx (formelsamling)
4+y 10
1 y, x* i} - .
= Earctan (E) :E+C den allménna lésningen pa implicit form.

STEG 5. Vi anger y pa explicit form y=y(x) :
4 4 4 4

1arctan (X) - X ¢ =arctan (X) X yoc=Yo tan(X— +2C)= y= 2tan(X— +2C)
2 2" 40 27 20 20 20

2

4
Svar la: y = 2tan(% +2C) den allménna I6sningen pa explicit form.

Losning 1b: Ar ekvationen y'—y? = x® separabel?
Steg1 y'=x>+y?®. Vikan inte faktorisera x° + y? i produkt av faktorer som innehéaller

endast en variabel x eller y, Darfor ar ekvationen INTE separabel.
Svar 1b: Nej
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Uppgift 2.
Los féljande differentialekvation med avseende pa y(x)

, (¢ +5x+3+e")
yi+y+cosy

Ldsning:

) ) ., dy
Forst ersatter vi y' med dx
dy (x*+5x+3+e%)

dx  y®+y-+cosy

och darefter separerar variabler

(y3 +y +cos y)dy = (x? +5x + 3+ e¥)dx
Slutligen integrerar vi bada leden:

j(y3 + Y +Cos y)dy=_|'(x2 +5x +3+e¥)dx

4 2 3 2 8x

y—+y—+siny=x—+—+3x+e
4 3 2

5 +C , den allméanna losningen (pa implicit form).

4 2 3 2 8x

y |y

Svar:—+—+siny=x—+—+3x+e +C
4 2 3 2

Uppgift 3.

a) Los foljande differentialekvation med avseende pa y(x)
y' = (X + x+3+e™)(1+y?).

b) Ange lésningen pa explicit form.

Ldsning:
Forst ersatter vi y' med d—y och darefter separerar variabler:
X

%: (X*+x+3+e™)1+y) =

dy
(1+y?)
Vi har separerat variabler. Det kvarstar att integrera bada leden:

=(x* + x+3+e>)dx

J Y
A+y?)
3 2 5x

arctan( y) = X?+ X?+ 3x +%+C (den allméanna losningen pa implicit form).

=J'(x2+x+3+e5x)dx:>

b) Explicit form:
Vi loser ut y ur foregaende ekvation och far

3 2 5x
y = tan(% + X? +3x + 95 +C) (den allménna lésningen pa explicit form).

Sida3av9



Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Separabla differentialekvationer

Uppgift 4. Partikular 16sning
a) Bestdm den allménna Iosningen till ekvationen

S A—

V1-y?

b) Ange I6sningen pa explicit form.
c) Bestdm en l6sning som satisfierar

y(0) = % (begynnelsevillkoret).

Ldsning:
a) Notera att ekvationen inte ar definierad for y =+1.

Forst ersatter vi y' med d—y och darefter separerar variabler:
X

dy =8x°3dx.
J1-y?

Vi integrerar bada leden och far

dy
=

= arcsin y =2x* +C  (den allmanna I6sningen p& implicit form).

= I8x3dx = (formelsamling)

b) Explicit form:
Vi loser ut y ur foregaende ekvation och far
y =sin(2x* +C) (den allménna lésningen pa explicit form).

c) Vianvénder villkoret y(0) = % for att bestdmma C i den allmanna l6sningen,
. 1
sin(0+C) = 5"

HéravC = % (Anmérkning: Man kan anvénda ett av vardena C = %4‘ 2k eller

cz%”+2k7z.)

och y =sin(2x* +%) ar en partikular 16sning som satisfierar givet villkor.

d_y2 =8x3dx ar inte definierad om y =+1 dvs om

1-y

Notera igen att ekvationen

sin(2x* +2) .
( 6)

Uppgift 5. Singulara lésningar
a) Bestdm alla Idsningar till ekvationen

y'=3y4-y*. (*)
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Ldsning:

a) Forst ersétter vi y' med g_y
X

%z&/4—y2 :

Nar man delar en ekvation med et uttryck som innehaller en obekant maste man kolla
om uttrycket som man delar med innehaller en eller flera I6sningar till ekvationen.
Annars kan man tappa nagra losningar.

For att separera variabler delar vi foregdende ekvation med /4 — y? och darfér antar att

J4—-y? #0. Alltsa fortsattning géller om y = 2.
Men vad galler i fallet y =2 eller y=-2?

Omedelbart inses att de tva konstanta funktioner satisfierar ekvationen (*).

(tex y=2= y'=0= bada leden i ekvationen (*) ar lika med 0)

Alltsa har vi fatt tva ’speciella” 10sningar.

Om de inte omfattas av den allmédnna 16sningen da kallas sddana “speciella” 16sningar for
singuléra l6sningar.

Vi fortsatter med separation och integration for att fa den allmanna I6sningen.
dy

NI

arcsin( %) =3x+C =

=3dx =

N <

=sin(3x+C) =

y =2sin(3x+C) ( Den allmanna lésningen).

De tva ”speciella” 16sningar y = 2 , y = -2 finns inte bland de allménna Iésningarna,
( Det finns inte nagot C-vérde sadant att y = 2sin(3x+C) blir y =2 eller y=-2
och darfor kallas de for singulédra I6sningar.)

Svar: Ekvationen har foljande l6sningar:
y =2sin(3x+C) ( Den allménna l6sningen),

y=2, (singular 16sning)
y=-2 (singular 16sning)

Uppgift 6.

Betrakta ekvationen

@-x)y'=y-3.

a) Bestdm den allménna l6sningen till ekvationen .

b) Skriv I6sningen pa explicit form d v s pa formen y = f (x).

c) Bestdm den I6sning som satisfierar begynnelsevillkoret y(0) =0.

Ldsning:
a)
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@l-x)y'=y-3=> (1—x)%:y—3 =
X

(Vi delar med (y-3) och antar att y = 3. Omedelbart inses att funktioneny =3 &r en
16sning till ekvationen)

dy  dx dy  dx
y—3_1—x:>I Il—x

y-3
= In|y-3|==In|1-x|+C (den allménna lésningen pa implicit form ).
b) Fran foéregaende ekvation far vi

| y . 3 |: e—ln|1—x|+C N y . 3 — iece—ln|1—x|

(Vi forenklar e " = (") = t 1 )
[1-x| £(1-x)

c 1
y—3=4e® —— —
+(1-Xx)
Vi betecknar konstanten +e© %1 =D och far
D
= y—3=
— X
D
- y=3+ m : (den allménna losningen pa explicit form som
dessutom inkluderar den speciella” 16sningen y=3 )
c)
y=3--—
0)=0 D=-3 =9 _
y(0) = = 1—x =
y = 3X
x—1
Svar: a) In|y-3=-In|1-x|+C D) y:3+l C) y:i
1-x x—-1
Uppgift 7.
L6s ekvationen med avseende pa v(t)
N _g_y
dt
v(0)=0.
Ange losning pa explicit form.
Ldsning:
For att separera variabler delar vi ekvationen med 9-v*® under antagande
9-v? %0
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dv
9-v

> =dt, dvs v = 3.

Anmarkning:

: o . dv
Funktionerna v =3 och v =-3, uppenbart satisfierar ekvationen pra 9-v?, men

inte villkoret v(0)=0, alltsa ar de INTE lésningar till var begynnelsevardesproblem.

Vi integrerar ekvationen:

Il av |_ Idt —I |ﬂ| t+C (Den allmanna I6sningen pa implicit form).
Vi loser ut v.
—In |3+—V| 6t+6C = STV _ yeotc
3-v
3+V 6t 6t 6t 6t
3 =De” = 3+v=(3-v)De” = v+vDe” =-3+3De
v
v(1+De®) =3(-1+De*) =
. 6t
= 3(1+—D§) (Den allménna lésningen pa explicit form).
1+ De™)
Slutligen bestammer vi D,
v(0)=0 = 0=C1*D)  poy
1+ D)
3(-1+e®) o i .
= W ( den partikuléra I6sningen som satisfierar begynnelsevillkoret).
+e
6t
Svar: v = —3(eet )
(e™ +1)
Uppgift 8.
Betrakta ekvationen:
y!
+1
cos(x) =y

a) Bestdm den allménna l6sningen till ekvationen.
b) Bestdm den I6sning som satisfierar y(0) =1.

c) Skriv lésningen pa explicit form d v s pa formen y = f(x).

Ldsning:
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’ , d
a) =y’+1 = y' =(y*+1)cosx = Zy = cos xdx =
cos(X) y"+1
d
I Zy =jcosxdx:
y +1

arctan y =sinx+C  (Den allménna losningen pa implicit form).
(samma lasningen pa explicit form: y = tan(sin(x) +C).

b) y(0)=1=arctan1l=sin0+C :%=C

. V3
= arctan y:smx+z .

c) Explicit form: y = tan(sin x + %)

Svar: a) arctan y=sinx+C  b) arctan y =sin x+% Cc) y = tan(sin x+%)

Uppgift 9.
a) (2p) Los foljande differentialekvation
r_ 3y -1
X
Ange l6sningen pa explicit form.

b) (2p) Los foljande differentialekvation

Bestam daven eventuella singuldra lésningar.

Ldsning:
a)
, 3y-1
y = J

X

( Anmarkning: Vi delar ekvationen med 3y —1 om uttrycket ar skilt fran 0.
Substitutionen y =1/3,y" =0 iekvationen visar att den konstanta funktionen ar
ocksa en 16sning. En sadan losning kallas singular om den inte kan fas ur den
allmanna lésningen.)
y© 1
3y —
y' 1

j dx = _[ —dx =

3y -1 X

1 x

w:IMXHC:

In|3y—-1=3In|x|+3C =
In|3y-1]=In|x | +3C =
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| 3y 1 |: eIn|><|3+3C —
3y-1=+e¥e" =
y = 1+ Dx°

3

1+ Dx?

Svara: y= ar den allmanna lésningen pé explicit form.

(Anmarkning: Formeln innehaller ocksa den konstanta l6sningen y=1/3; alltsa ingen
singulér l6sning i detta fall)
b)
y = x21-y? =x°\1-y? =
g—y = xz\/l— y? + xs\/l— y: =
X

g—y =(x* +x%)y/1-y?
X

( Vi delar ekvationen med /1—y? om uttrycket &r skilt fran 0. Substitutionen
y==1,y'=0 iekvationen visar att de tvd konstanta funktioner &r ocksa

I6sningar till ekvationen. En sadan 16sning kallas singular om den inte kan fas ur den
allmanna lésningen.)

dy

=(xX*+x°)dx =

Ji-y?
3 6
I dy =I(x2+x5)dx:>ar(1sin y=X—+—+C:>
1-y? 3 6
3 6

. X X
=sin(——+—+C
y (3 5 )
3 6

Den allmanna I6sningen &r alltsd y = sin(% + % +C).

De tva ”speciella” 16sningar y =1, y = -1 finns inte bland de allmanna lIésningar,
3 6
Det finns inte nagot C-vérde sadant att y = sin(% + XE +C) blir den konstanta funktionen

y =1 (for allax) eller y=-1(férallax). (De kan ha samma varde i nagra punkter
men INTE i ALLA punkter). Darfor kallas (konstanta) funktionerna y =1och y=-1 for

singuléra losningar.
x* X
Svar b: Den allménna IGsningen ar y = sin(g + r +C).

Ekvationen har dessutom tva singulara losningar &r y =1 och y =-1.
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