Exempeltenta Analys (Omgjord omtenta som gick den 21 april 2022)

Del |
In(1-5x)

1. (2p) Bestam definitionsmangden till funktionen f (x)=—5 2
X —

bestam inversen g (X).
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|
2. a)(1p)Om g(x)=

n(x-1)
2

b) (1p) Bestam gransvardet Iirrg
X—>! e

3. (2p) Berskna f"(5) d& f(x)=x"-In3x.

4. (2p) Vid urladdning av en kondensator med kapacitansen C 6ver en resistor med
resistansen R galler for kondensatorns spanning u vid tiden t att

u=—RCd—u.
dt

a) (1p) Los differentialekvationen, om u(0) =E .

b) (1p) Bestam hur lang tid det tar tills kondensatorspanningen har gatt ner till hilften av E.

XS
> i punkten x=1.

5. (2p) Bestam en ekvation for tangenten till kurvan f(x) = —

6. (2p) Bestam med lampligt variabelbyte Ilsin(2+ In X )dx .
X



Del Il

x<0

7.(3p) Lat f(x)=4 2 . Funktionen f(x) &r kontinuerlig i punkten
0<x<2

x=0.
a) (1p) Bestam f'(x).
b) (1p) Undersék om funktionen f(x) ar deriverbari x=0.

b) (1p) Bestam funktionens stationdra punkter och deras karaktér. (Fran TEN2 8 jan 2019 men
omgjord)

8. (3p) Los ekvationen y"+4y' =x+1, y(0)=1, y'(0)=0.

9. (3p) Berdkna volymen av den rotationskropp som uppkommer da ytan mellan kurvan
y =xe*, 0< x<1, och x-axeln roterar ett varv kring x-axeln.

10. (3p) Los differentialekvationen xy’ =y* -2y, y(1)=1, x>0 dvs bestim y(x).

4

et -1
x>

11. (2p) Bestam Iing

Tips: Taylors formel kring punkten aar

f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a) + ()(x a)’ +

m

()(x a)y+--+ (nr)]()(x a)"+R

(n+1)
dar R = 7© (x—a)"* och car ett tal som ligger mellan a och x.

(n+1)!



Lésningsférslag

1. (2p) In(1—5x) ar definierad for 1-5x >0, dvs x < % .
Kvoten &r inte definierad dd x> —4=0< x = +2.

Svar: Definitionsmangden for f (x) ar (—oo,—Z)U[—Z,%).

Rattningsmall:
Definitionsmangd for taljare och ndmnare ratt men fel for f(x), 1p.
Allt korrekt, 2p.

2. a) (1p) Loser ut x ur funktionen g(x):
In(x-1
g(x) = % S2y=In(x-)=e” =" s e =x-1 x=1+e".

Svar: g '(x) =1+e*.

;) ()
sin| — 0 —CoS| —
2 typ —, i 2 2 _

o) (p) M- =| 0 |=lim =

I'H
N .1
Svar: gransvardet ar Ve

Rattningsmall:
a) Korrekt funktion, 1p.
b) Korrekt deriverat samt korrekt svar, 1p.

3. (2p) Derivera tva ganger och satt darefter in det aktuella x — vardet:

1
Produktregeln och kedjeregeln ger,  f'(X) =2x-In3x+ X’ -3—-3 =2X-In3x+x
X

f”(x):2-In3x+2x-3i-3+1:2'In3x+3
X

f"(5)=2-In(3-5)+3=2-In15+3
Svar: f"(5)=2-In15+3

Rattningsmall: Korrekt andraderivata ger 1p. Allt korrekt ger 2p.
Alla tillrackligt forenklade omskrivningar av svaret med loglagar ger full poang:

tex: In15*+3=In225+3=1In(15°¢*) =2In3+2In5+3 m.m.



du du 1

4. a) (1p) Linjar differentialekvation av forsta ordningen, u = -RC — < — +——u =0 med den allmanna

t 0

dt dt RC

I6sningen u(t) = Ae RC. Villkoret u(0) = E ger u(0)=Ae R =E < A=E.

t
Svar: u(t) = Ee R¢.

b) (1p) Vad &r t da u:%?

t t t
E:Ee RC <:>1:e RC :>In1:Ine RC <:>In1—|n2:—L
2 2 RC

In2=-—-1 & t=RCIn2
RC

Svar: t=RCIn2.
Rattningsmall:
t

a) Korrekt ekvation u(t) = Ee R, 1p.

b) Korrekt svar, 1p.

3 (x* =2)—x*-2x

Xt —6x°

5. a) (2p) Derivera med kvotregeln: f'(x) = (< _2)?
X —_

f'(x)=0 = x'-6x*=x*-(x*-6)=0 =

x1=—J€,x2=0,x3=J€

(Ingen av dessa l6sningar gér namnaren till noll)

13
b) (1p) x=1 S fl)= =1
) (1p) = y=1(Q) E)
4 _no12
k=f@=1"%1_ 5
-2

Ekvationen for en rét linje: 'y =kx+m, dar punkten (1,—1) och
k =-5 insattes:

-1=(-5)-1+m = m=4 dv.s. y=-5x+4

(3 -2)

.
“L//

,

0

mw

Figuren visar kurvan, tangenten samt
vertikala asymptoter.

Svar: a) xlz—\/g, X, =0, xszx/g b) y=-5x+4

Rattningsmall: a) korrekt derivering ger 1p, allt ratt ger 2p.

b) allt ratt ger 1p.



1 t=2+Inx
6. (2p) j;sin(2+lnx)dx: d 1 :jsintdt:—cost+C:—cos(2+lnx)+C.

t==—dx
X

Svar: —cos(2+Inx)+C

Rattningsmall:

Tydlig redovisning av variabelbyte och korrekt integration —C0St, 1p

eller

Tydlig redovisning av variabelbyte och korrekt integration—cost+C, 1p

eller

Tydlig redovisning av variabelbyte och korrekt integration, —cos(2+1Inx), 1p.

eller
Tydlig redovisning av variabelbyte, korrekt integration och svar, —cos(2+Inx)+C, 2p

7. Genom att derivera enligt deriveringsregler (i de inre punkterna av de tva definitionsintervallen) far vi

—4e** —8xe* X <0
a) f'(x)=42x(x-2)-x’

(x-2)°

b) underséka lim f'(x) och lim f'(x).

x—0" x—0"

O<x<?2

Vi har

i 2)( —_ — . —_ —
lim—4e (1+2x)=-4-1(1+0)=-4
. x*—-4x 0
lim > =—
x—>0+(X_2) 4

lim f'(x) = lim f'(x). Med andra ord &r vénster och hégerderivatan olika, som medfér att f(x) inte &r

x—0" x—0"

deriverbar i punktenx =0 .

Svar b. f(X) inte deriverbaripunktenx=0 .
c) Statationéra punkter till f (x) ar losningar till ekvationen f'(x)=0.

Eventuella stationera punkter fér x <0:
For x <0 géller: -4 —8xe™ =0 = -4e™(1+2x)=0 = 1+2x=0 = x = —% (som uppfyller
kravet X <0). Ddrmed ar x, = 3 en stationar punkt.

Teckentabell for f'(x):

x-varden 1 1 1

£'(x) ¥ 0 -




. 1 .
visar att X = _E aren maxpunkt.

Eventuella stationera punkter for 0 < X< 2:

2x(x 2)2 X _0 - X 4)2:0 = X -4x=0 = x(x-4)=0 = x,=0, x,=4.
(x—2) (x—2)

Punkten X, =4 ligger utanfor intervallet 0 < X <2 och ska darfor forkastas i den har delen. Punkten

X, =0 ar inte en stationar punkt eftersom f (X) inte dr deriverbar i denna punkt (a-uppgiften).
. L 1 .
Svar c: Det finns en stationar punkt: x = -3 ( som ar en maxpunkt).

Rattningsmall: 1p for varje del.

8.(3p) y"+4y'=x+1, y(0)=1 y'(0)=0 aren andraordningens, inhomogen d.e. med konstanta
koefficienter.

Karakteristisk ekvation: r>+4r=r-(r+4)=0 = 1, =0,r,=-4
Homogen I&sning: Y, (X) = Ae®* +Be™ = A+Be™

For den inhomogena I6sningen gors en ansats (vi maste ansatta en andragradsfunktion eftersom y inte
. . . . _ 2 ro_ " _
finnsiekvationen): y, =ax’+bx+c = y, =2ax+b, y;=2a

Insattning i ekvationen ger:

2a+4-(2ax+b)=x+1

8ax+ (2a+4b)=x+1

a_l
8a=1 )
=
2a+4b=1 3
16
y e 3 e
P8 16

Konstanttermen, c, i y, ar godtycklig, men slds ihop med den konstanta termen, A, i Y, :

Allm@n 16sning: y =y, +y, = A+ Be ™ +%.X2 +%.x

Tillampa villkor: y(0) = A+ Be™° +%~02 +%-O =A+B=1

V(X) =—4Be ™ + x4 > = y(0)=—-4Be*®+1.04> - 4B+ —0
FRARTS PR 16
3 61

Ekv 2 ger: B:i, ochekvlgerdaatt A=1-B=1-—=—
64 64 64



Sokt partikularlosning: y:g+3.e‘4x+1.xz+i.x
64 64 8 16
Svar: y:ﬂ+i.e—4x+1.xz+i.x
64 64 8 16

Rattningsmall: Korrekt 16sning till den homogena ekvationen ger 1p
Korrekt partikularlésning till den inhomogena ekvationen ger 1p
Allt ratt ger totalt 3 poang.

9. (3p) volymen av den rotationskropp som uppkommer d& ytan mellan kurvan y =xe*, 0<x<1, och x-
axeln roterar ett varv kring x-axeln.

Anvander skivmetoden:

[ partiell integration
1 1 ) 1 v=x’ V'=2X e 1 p2x
_ 2 _ X _ 22X _ _ cov2_ ~ _
V_ﬂl(f(x))dx_nl(xe)dx_zz.([xe dx = - _ﬂ[z X .([ZX 2de_
eZX
u|=e2X u:_
L 2 ]

[ partiell integration

eZX S| V=X vi=1 e2x 1 eZX L e2X
=7x||—-X —fxezxdx = = =x||—-x*| || =—-x —.[—dx =
2 " 2 2 2
2% 0 0 0

T
Svar: volymen ar —(e®-1).
y 4 (e7-1)

Rattningsmall:
Ratt uppstalld integral och forsta partiella integrationen korrekt (utan integrationsgranser ok), 1p

Ratt uppstalld integral och korrekt bestamd primitiv funktion (utan integrationsgranser ok), dvs

2X 2X 2X 1
L.Xz_e_.x+e_ 'Zp
2 2 4 |

Allt korrekt, 3p



dy  dx

y> -2y X

10. (3p) x'ﬂ: y -2y =
dx

Vid denna omskrivning sarbehandlas y=2 och y=0.
dy _ pdx

y2-2y 4 x

. . ; N dx
Bestam leden var for sig (utan konstant), forst hoger led: I— =In |x| =Inx, eftersom x>0
X

Integrera i bada led: I

Vanster led: I 2y—.fy -2

Partialbraksuppdela med ansats: ! a+ b _a-(y- 2)+by (a+b)-y-2a

y-(y-2 y y-2  y-(y-2 y-(y-2)
1
_ {a+b:0 b=—a=§
Vilket ger: =
—-2a=1 1
a=——
2
1 1 1 y—-2
= ———— |dy=—=-In|y|+=-Inly-2|==-In|——
jy(yZ)J[ZyZ(y2) 2||2| |
Satt nu in i likheten och ta med en integrationskonstant:
j Zdy = dx In y=2 =Inx+C eller Iny—_2:2Inx+2C
y -2y X y
‘y_z‘:ezmmzc _ o2 g y—2 _ 42C . gh¥
y y
y—-2

I 2=D¥ & y-2=DX’y < y-DX’y=2< y(1-Dx*)=2

Betecknar +e*° = D vilket ger ,

1- Dx?
y=2 ingar i den allm&nna losningen dvs det finns ett D som ger den konstanta I6sningen y=2 men inte for
y=0. y=0 uppfyller inte villkoret y(1)=1 och ar darfor inte en del av I6sningen.

y:

2
Villkoret y(1)=1 ger: =1 = 2=1-D = D=-1
yh=1g DT
y= 2 __2 Svar: =
1-(-1)x*  1+x° T

o . e . 1 1

Rattningsmall: Korrekt utford partialbraksuppdelning, - —+————, 1p
2y 2-(y-2)
Korrekt allméan I6sning pa implicit form tex In y;‘ =2Inx+2C, 2p
y

Allt korrekt, 3p
Bestammer D fran implicitekvation, =D-1?, ok

Vid rattningen inget avdrag om man inte resonerar kring specialfallen y=2 och y=0.



4

et -1

11. (2p) Iirr(}

L'Hospitals regel fungerar inte har. Behover forenkla uttrycket vilket kan géras med en
polynomapproximation kring a=0 eftersom x gar mot 0.

e S A R " . : :
\/ e :\/ v Da ndamnaren ar ett polynom av grad 4 bestdams ett Maclaurinpolynom av ordning 4.
Hogre ordning ar inte nddvandig da varje term kommer att innehalla x vilket innebar att nar x gar mot 0 att
dessa termer blir noll.

" m (n)
(0 x2+f ©) x3+...+—f ©) X"
21 3! n!

f(x)=f(0)+ f'(0)x+

y=e

y' =4x% y'(0)=0
y' =12x%e" +4x° - 4x’e =e* (12x° +16X°) = y"(0)=0
y" = 4x3%" (12x2 +16x6)+ e (24x + 96x5) y 0
y'¥ = ..+ 4x%" (24x+96x°)+e* (24+96-5x* ) y

| tredjederivatan ar den forsta produkten ointressant da denna blir noll for x=0 darfér endast nédvandigt
att derivera den andra produkten.

Maclaurinpolynom av ordning 4: f (x) :1+%x4 =1+x*

. 1+x
Ilm,/ ,/ ‘/
x—0 x—>0

Svar: Gransvardet ar 1.

Rattningsmall:
Bestammer 1+ x* med nagra sma deriveringsfel men det framgar att det &r ett polynom av grad 4), 1p
Korrekt svar med ratt I6sningsmetod, 2p



