TENTAMEN 15 aug 2019, HF1006 och HF1008

Moment: TENL1 (Linjar algebra), 4 hp, skriftlig tentamen

Kurser: Linjar algebra och analys HF1006 och Analys och linjar algebra, HF1008,
Klasser: TIELAL, TIMEL1, TIDAA1

Tid: 14-18, Plats: Campus Flemingsberg

Larare: Maria Shamoun och Armin Halilovic

Examinator: Armin Halilovic

Betygsgranser: Maxpoang = 24

For betyg A, B, C, D, E, Fx krdvs 22, 19, 16, 13, 10 respektive 9 poéng.
Hjalpmedel pa tentamen TEN1: Utdelad formelblad. Minirdaknare ej tillaten.

Komplettering: 9 podng pa tentamen ger ratt till komplettering (betyg Fx) .

Skriv endast pa en sida av papperet.

Skriv TYDLIGT NAMN och PERSONNUMMER pa varje blad, (speciellt tydligt pa forsattsbladet, eftersom
tentorna skannas och automatiskt kopplas till namn/personnummer som finns pa forsattsbladet)

Inlamnade uppgifter skall markeras med kryss pa forsattsbladet.

Tentafragor (dvs. det har bladet) ska lamnas in tillsammans med I6sningar.

Till samtliga uppgifter kravs fullstdndiga lésningar.

Uppgift 1. (4p) (Student som &r godkand pa KS1 hoppar 6ver uppgift 1.)
a) (2p) Vi betraktar triangeln ABC, dar A=(2, 2, p), B=(3, 3, 3) och C=(5, 4, 4)
Bestam p sa att arean av triangeln ABC blir ? a.e.

b) (2p) Bestam skarningspunkten mellan linjen L: (X,y,z) =(12,0) +t(2,1,1)
ochplanet z: xX+y+2z=7.

Uppgift 2) (4p)
a) For vilka véarden pa parametern a har ekvationssystemet

X+y+z=3
2x+2y+z=1
4x+4y+az=7
oandligt manga lésningar.

b) Los systemet for detta varde pa a.

. Bestdm i) |z| och ii) arg(z)

Uppgift 3. (2p) L&t z=—
(1+i

Uppgift 4. (2p) Lat z=x+yi vara ett komplext tal. Los ekvationen 2z+3Z=2+3i .

Var god vand.



+2022

Uppgift 5. (2p) a) Bestam realdelen av z = F +4i
=i

b) Rita i det komplexa tal planet de punkter z som satisfierar

1<|z|<3 och %garg(z)s%.
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Uppgift 6. (2p) Los ekvationen |2
6

Uppgift 7. (4p)

, 2 1 00 -3 3
Lat A= , B= , C= :
5 3 11 2 4
L6s foljande matrisekvationer (med avseende pa X)

a) (2p) AX +2B=C.
b) (2p) (XA)" +B" =C (Dar M " betecknar transponatet till M) .

10 -12
Uppgift 8. (2p) Bestdm egenvarden och egenvektorer till matrisen A:{ }

2 0

1
Uppgift 9. (2p) Antag att B = [
1
I,, ar enhetsmatrisen, da ar A% = —A.

] ar en nx1 vektor. Visa da att om A = [%BBT — In], dar

Lycka till!



FACIT

Uppgift 1. (4p) (Student som &r godkand pa KS1 hoppar 6ver uppgift 1.)

a) (2p) Vi betraktar triangeln ABC, dar A=(2, 2, p), B=(3, 3, 3) och C=(5, 4, 4)
Bestam p sd att arean av triangeln ABC blir ? a.e.

b) (2p) Bestam skarningspunkten mellan linjen L: (X, y,z) =(12,0) +t(2,1,)
ochplanet z: xX+y+2z=7.

Losning:
a)
Arean beraknas med tex @ detta ger att @ = ?

(1,1,3- p)x(2,1,1)| S e
f— X =
PSR s s 1k 1

=|(1-3- p).—@-2(3- p)).1-2)|=

=[((p~2).5-2p.-1f=(p-2)" +(5-2p)" +1=+3

Vilket ger att
p?—4p+4+25-20p+4p*+1=3 =5p°-24p+27 = pl:% och p,=3

Svar a: p:% eller p=3

Rattningsmall a) Korrekt till ekvationen \/( p— 2)2 +(5-2 p)2 +1=+/3 (eller ekvivalent
ekvation) ger 1p. Allt korrekt=2p.

b)

Inséttning av L i & ger:

1+2t+2+t+2t=7 < t=g

Koordinaterna till skarningspunkten blir da

x=1+2-f=§
5 5
4 14
g 5 5
4
z=—
5
Svar b: Skarningspunkten ar [E%gj

LIFN

Rattningsmall a) Korrekt t=— ger 1p. Allt korrekt=2p.



Uppgift 2) (4p)
a) For vilka varden pa parametern a har ekvationssystemet

X+y+z=3
2X+2y+z=1
4x+4y+az=7
oandligt manga lésningar.

b) Los systemet for detta vérde pa a.

Losning:

1 1 13 11 113 11 1 3
2 2 11|=4-2E,+E,;}|0 0 -1|-5|= -E, 0 0 1 5
4 4 al7 —4E, +E,||0 0 a-4/-5 (a—-4)E,+E,|]{0 0 015-5a

a) Ekvationssystemet har oandligt manga lésningar om 15-5a=0 < a=3
Alternativ: Man kan forst 16sa Det(A)=0 och darefter visa att a=3 ger oandligt manga
I6sningar.
X=-2-t

b) Ldsningen for a=3 blir y=t

z=5
Rattningsmall a) Korrekt till trappformen ger 1p. Allt korrekt=2p.
(Alternativ I6sning: 1p om determinanten &r korrekt.)

b) Korrekta tva variabler ger 1p. Allt korrekt=2p.

Uppgift 3. (2p) Lat z= Bestam i) |z| och i) arg(z)

Losning:
Skriver om z i polarform och forenklar:
cosZ+isinZ

Z= (\/E(cos%+isin%))lo = (\/;)10 (cos(%—lo-%jﬂsin(%—10-%)} =

= 3—12~(cos(_27;)+isin (-27)) = é

i) Svar: |z|=3i2 i) Svar: arg(z)=0

Rattningsmall: Korrekt |z| :é ger 1p, Korrekt arg(z)= 0 ger 1p,

Uppgift 4. (2p) Lat z=x+yi varaett komplext tal. Los ekvationen 2z+3Z=2+3i .



Losning:
Inséttning av z = x+ yi i ekvationen ger:

2(x+iy)+3(x—iy)=2+3i < b5x-iy=2+3i

Identifierar lika termer i vénster- och hégerled:

{5X:2 x=g
= 5

Svar: z= g—3i
5

5x =2
Rattningsmall: Korrekt till systemet { 3 ger 1p. Allt korrekt=2p.

Uppgift 5. (2p) a) Bestam realdelen av z = 1i +4i%%,

1-1

b) Rita i det komplexa tal planet de punkter z som satisfierar (bada villkor)

T T
1<|z|<3 och —<arg(z)<—.
|Z| 2 9(2) 5

Ldsning:

a) Forst 1+| :1+| 1+| =a=| OCh 4i2022 :4('2)101124(—1)10112—4
1-1 1-1 1+1 2

har vi z:l—+!+4i2°22:i—4.

1-1
Dérfor Re(z) = —4.
Svar a: Re(z) = -4

b)

Svar b) Se ovanstaende figur (Omradet ar markerad med bla farg).



Rattningsmall: Korrekt a ger 1p, korrekt b ger 1p

X
Uppgift 6. (2p) Los ekvationen |2
6

w N -

2
2|=0.
X

Determinanten D= x(2x —6) —1(2x —12) + 2(6 —12) = 2x* —8x = 2x(x — 4)..
D=0 < 2x(x-4)=0< x, =0 eller x, =4.

Svar: x, =0, x,=4

Rattningsmall: Korrekt determinant D = 2x* —8x ger 1p.

Allt korrekt= 2p.

Uppgift 7. (4p)
\ 2 1 00 -3 3
Lat A= , B= , C= :
RS R PO
Los foljande matrisekvationer (med avseende pa X)

a) (2p) AX +2B=C.
b) (2p) (XA)" +B' =C (Dar M T betecknar transponatet till M) .
Ldsning:

a)

Fran AX +2B=C harvi AX =C-2B.

3 -1
Eftersom det(A) = 6-5=1 # 0 4r A inverterbar: A" = ﬂ . } .

Nu har vi

AX =C-2B <= X =AY (C-2B)
3 -—-1][-3 3 00
=X = -2
-5 2|2 4 11

3 -1]-3 3
=X =
-5 20 2

-9 7
= X
15 -11



b) Enligt raknelagar for transponering galler (XA)" = A" X",
Fran (XA)" +B" =C harvi

A'XT +B"=C eller ATX" =C-BT,

2 5 01
dar AT = text BT = .
1 3 01

3 -5
Eftersom det(AT) = 6-5=1 # 0 4r AT inverterbar: (A")" = %[ L o } .

Nu har vi

ATXT =C-B" < X" =(A))*}C-BT)

@XT_‘S —5([-3 3] [0 1
-1 21l 2 4| |01

@XT_‘S —5|[-3 2]
-1 2|2 3
o ~19 -9
17 4
19 7
Héarav X = .
-9 4

©

- 7 -19 7
Svar:a) X = b) X =
15 -11 -9 4

Rattningsmall: a) Korrekt A™ ger 1p. Allt korrekt=2p.
b) Korrekt till X' = (AT)‘l(C — BT) ger 1p. Allt korrekt=2p.

10 -12
Uppgift 8. (2p) Bestdm egenvérden och egenvektorer till matrisen A{ }

2 0

Steg 1. Vi far matrisens egenvarden genom att 16sa den karakteristiska ekvationen

det(A— A1) =0 (EKV1)



Vi har:

0| ~0 Q=D -2:(-12)=0 2 -107+24=0.

(0-4) -12
2

Héarav 1,=4 och 1,=6

Steg 2. For varje egenvarden (dvs. 16sning till EKV1) A« substituerar vi A=\« i

(A—AV =0 (EKV?2)

och bestdammer motsvarande egenvektor .

1) A,=4 ger 6 L2 x)_\0 och foljande system
=40 2 —4|yl|7|o J Yy

{6x—12y:0

_2y=0 [x-2y=0
s {forkorta } < {X y {X =0
2x—-4y=0

=
x—-2y=0 0=0

2t
Hérav y =t och x=2t, och ddrmed é&r Vlz{t](dér teR, t=0) tillhérande

egenvektorer.
. 4 12 x 0
i) 1,=6 ger = och féljande system
2 -61y| |0
4x-12y =0 -3y=0 -3y=0
X7V =0 G torkorta yo 1 Y T S XYY
2x—-6y=0 x—-3y=0 0=0

3t
Harav y=t och x=3t, och darmed &r v, :[t] (dar teR, t=0)tillhdrande
egenvektorer. (Anmarkning: Nollvektorn rdknas inte som en egenvektor, darfér t =0.)

Svar: egenvarden A,=4 och A,=6 med tillhdrande egenvektorer

|2t o3t )
Vl:t resp. vzzt (dar teR, t=0)

Rattningsmall: Korrekta tva egenvarden ger 1p. Korrekt ett egenvarde med tillhérande
egenvektor ger 1p. Allt korrekt=2p.



1
Uppgift 9. (2p) Antag att B = [
1
I,, ar enhetsmatrisen, da ar A2 = —A.

] ar en nx1 vektor. Visa da att om A = EBBT - In], dar

Losning:
A% = FBBT —1I ]2 = FBBT ~1 ]FBBT —1 ] _ L BprEET —ZBBT 41
n n n "|n "l n2? n n
= {OBS att BB =n}=%BBT—%BBT+In =%BBT—%BBT+I,1
= —%BBT +1I,=-A

VSV!

Rattningsmall: Ratt eller fel.



