Féljande material dr gjort av tidigare ldrare pa kursen, Armin Halilovic.

EKVATIONER MED KOMPLEXA TAL
A) Ekvationer som innehaller bade ett obekant komplext tal z och dess konjugat z
B) Binomiska ekvationer.

A) Ekvationer som innehaller bade z och z

For att 16sa en sadan ekvation Z substituerar vi i ekvationen z = x+ yioch Z=x-Vyi.

Dérefter forenklar vi ekvationen och gruperar realdelen/ imaginéardelen av varje sida.

Sedan bildar vi tva ekvationer genom att identifiera realdelar pa varje sida och imaginardelar
pa varje sida av den forenklade ekvationen :

Re(VL)=Re(HL) (Ekvl)

Im(VL)=Im(HL) (Ekv2)

Slutligen loser vi systemet pa x och y och svarar med z = x + yi.

Exempel 1.

| ekvationen 2Z+1-Z =6
ar z ett komplext tal och z talets konjugat. L6s ekvationen med avseende pa z. .

Losning:

Vi substituerar z = x + yioch Z = x — yi i ekvationen och far
2(X+yi)+i-(x—yi)=6.

Vi forenklar (och gruperar realdelar/imaginardelar pa varje sida)
2X+ Y+ 2y +x)i=6 *)

Nu identifierar vi realdelar pa bada sidor i (*) ,

2X+Yy=6 (Ekvl)
och imaginara delar pa bada sidor i (*)
2y+x=0 (Ekv2)

Vi loser system av 2 ekvationer Ekvl och Ekv2.
Fran Ekv2 har vi x = -2y som vi substituerar i Ekv1 och far

—4y+y=6 eller y=-2.Darfor x=4.
Nuharvi z=x+yi=4-2i
Svar: z=4-2i

B) BINOMISKA EKVATIONER z" =a+hi

Binomiska ekvationen med avseende pa z

2" =a+bi *)
har n losningar. Enklast satt att 16sa ekvationen ar att ange hogerledet pa potensform.
Steg 1. Vi bestamer radien r =|a+bi |, ett argument arg(a+bi) = 8+ 2kxz

och skriver @+ bi = re(@+2»i

Anmarkning. Vi anger period for att fa alla (n) 16sningar till binomiska ekvationen (*)
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Steg 2. Vi skriver ekvationen (*) pa potensformen
Zn —_ re(6?+2k77)| (%)
Harav far vi foljande n lésningar:

1 (6+2kn),

— N n
Z, =TI"¢ dér k=0,12,.., (n-1),
Vi far n 16sningar genom att substituera k =0, 1, 2,...,(n—1)

10, 1 (0+217), 1 (9+227),

z,=r"e", z=r"e " | z,=r"e " |
1 (0+237), 1 (0+2(n-1)7),

Z,=r"e " ey Zy,=T"€ 0

Anmarkning: Om vi fortsétter och substituerar k =n,n+1,... da upprepar vi redan bestamda
I6sningar. Darfor stannar vi vid k= n-1.

Steg 3: Om detta kravs i uppgiften, skriver vi losningar pa rektangular form.,

. 3 H . 0 ..
Exempel 2. Los ekvationen Z~ = -2+ 21, Ange alla tre l6sningar pa rektangulér form
med tva decimaler.
Losning:
Steg 1. Vi skriver hogerledet dvs — 2 + 2i pa potensform.
Radien r=+4+4=+8  (eller r=8Y2=2%?)

Ett argument: @ = arctan X+7r (vi adderar 7 eftersom x <0, se formelblad).
X

@ = arctan i+7r:—arctan(1)+7z:i+7,° :3_”
-2 4 4

o R (3—”+2k7z’)i . : .
Alltsd —2+2i=+/8e 4 och darmed blir ekvationen

3z .
(CF s 2kn)i
Z3 = \/§e 4

Steg 2. (Vi loser ekvationen)
3—”+2k7z)i i
4 har vi

3z
— t2K%E 3748k .

3—”4— )i e i !
zk=(\/§e(4 ZK)j ~(v8J e s M =v2e 2 garke02.

\ . (
Fran ekvationen z° = +/8e

37+8kr,.
)i

(
Alistar Z = V28 27 gark=0.12.
de sokta l6sningarna pa potensform (tre stycken).

Steg 3. Losningar pa rektanguldr form.

Forst polar form:
37+8kr,.

7 =2e' 12 )= ﬁ(cos(%ﬂisin(%)) dar k=0,1,2
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For att fa rektangularform substituerar vi k= 0, 1 och 2 och beréknar sinus och cosinus.
k=0 ger
3z, .. 31 T . . T
2. = 2] cosCEy +isin(CE) | = v/2[ cos(Z) +isin(%) | = v2(—
0 ( (12) (12)j ( (4) (4)j 2(—=
k=1 ger
z, :\/5(008(%)+IS (W)) V2 (COS(—)HSIH(—)) ~1.366+0.366i

(Vi anvander minirédknare i denna uppgift.)

zz=ﬁ(cos(%)+ls (%)) \/_(cos(—)ﬂsm(lg—”)J 0.366—1.366i

1)=1+i

2" J_

Svar: z, =1+i
z, ~-1.366+0.366i
z, ~0.366—1.366i

OVNINGSUPPGIFTER

Uppgift 1.

Bestam z ur ekvationen 22 +3Z =10—-4i .

Ldsning:

Vi substituerar z=a +bi, Z=a—bi iekvationen 2z +3Z =10 —4i
och far

2(a+bi)+3(a—bi) =10 —4i ( forenkla)
Sa—bi=10-4i (¥
Vi identifierar realdelar av badaleden av (*) och far

5a =10 (Ekv1)
Vi identifierar imaginardelar av badaleden av (*) och far
—b=-4  (Ekv2)

Fran Ekvl och Ekv 2 farvi a=2 och b=4.
Darmed z=a+hi =2+4i

Svar: z=2+4i
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Uppgift 2.

| ekvationen U + 31-U=8+2I ar u ett komplex tal.
L6s ekvationen med avseende pa u.

Losning:

Substituera u=x+yi och U= x-yi iekvationen. Vi far
(X+yD)+3i-(x—-yi)=8+2i =

X+ yi+3xi+3y=8+2i -
(X+3y)+(Bx+Vy)i=8+2i =

X+3y=8 X+3y=8
3X+y=2 7 |-9x-3y=-6"~

-8x=2=>x=-1/4
3 11
=2-X=2>y=2+—=>y=—
y y 4 y 4
x=-1/4, y=11/4 =

Darmed u :_—1+Ei.
4 4

-1 11.
Svar: u=—+=—i
4 4

Uppgift 3.
a) Skriv det komplexa talet — 42 + 4iN2 pa potensformen.

b) Los ekvationen z° =—4+/2 +4i~/2 och ange alla (tre) 16sningar pa potensform eller pa
polér form (valj sjéalv).

Ldsning:
8) r=z|=(—42)2 +(4V2)? =/64 =8,

arg(z) = 0= 37” (‘rita grafen)

Darmed blir
37,
— 42 +4iy/2 =8e
3, (3rl4r2kr,,
b)Fran z=8e* harvi z=3/64e 3 k=012
dvs

37zl4+2k71').

7=2¢" 3 k=012

Svar:
3z

8a) 8e ¢
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3 l4+2kr .
( )i

8b)z=2e °* k=012 eller

_ 2|:COS(37Z-/4;_ 2k7z) i Sin(sﬂ/4+2k”)} k=012

Uppgift 4.

Bestam alla (fyra) l6sningar till ekvationen
7' +16=0.

Svara exakt pa rektangular form.

Losning:

2*+16=0 = z*=-16
Notera att r =|-16 |=16 och att arg(—16) = r .

Darmed &r hogerledet —16 =16e™ (i potensform).
Ekvationen blir da

* =16e"

Harav
1 (n+2km)i

z=16%¢ 4 | k=0123

Vi anger aIIa I6sningar pa rektangular form:

z,=2e* —2(cos4+|sm ) 2(£ \/_) V2 +i2
3mi

z,=2e" —2(COS%+ISII’]—) Z(T\/_ |£)— —J2+i2
57

z,=2e" _2(cos%+|sm—) Z(TJ__ £)——\/_—i\/§
Tri

z,=2e* _2(cos%+|sm—) 2(£— £) V2 -i2.

Uppgift 5.

Betrakta ekvationen

z* +81=0 .

a) Los ekvationen och ange alla losningar( 4 st) pa potensform.
b) Ange alla l6sningar pa formen a + bi .
c) Pricka in l6sningarna i det komplexa talplanet.
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Losning:

a)
2"+81=0 = 7' =-81 =
iz i(r+2kr)
74=8le =7z=3¢ * . k=0123
i(r+2kr)
Svara) z,=3e * , k=0123
b)
20—384—3(cos—+|sm =)= 3 i
PN \/5
3 37z .. 3w -3 _3
7, =3e 4 =3(cos——+isin>—
. R R N N1
Six 57[ _3 - 3
Z,=3e* =3 cos—+|sm
2 sy iD=
ir 7 3 3
VA 3674—3005—+|5|n—____
3 ( 4 ) 2 2
3 .3
Svarb) + —+i—
RN

Svar ¢) Notera att alla I6sningar har samma radie I' = 3. Darmed ligger l6sningarna pa en

cirkel med radien r=3. (L6sningarnas argument 7+ 2Kz

S

. 2t 7
skiljer sig for — =—.
jer sig n 2)

N

E 4

e
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