Féljande material dr gjort av tidigare ldrare pa kursen, Armin Halilovic.

KOMPLEXA TAL | POLAR FORM
och
KOMPLEXA TAL | POTENSFORM

z=Xx+Yyi, dér x,yeR (rektangular form)
z=r(cos@+isinfd) (polar form)

n __ ,.n 1¢1 R
2" =r"(cosn@+isinng) De Moivres formel

a
Z=1I¢e (potensform eller exponentialform)

e‘gi =Co0S@ +isind Eulers formel (*)

Fran Eulers formel har vi
e =cos(—60) +isin(—0) = cos(O) —isin(f) (=
Fran (*) och (**) far vi foljande formler

_ a
e? +e 4

e -6
COSQ:T’ sin@ =

—e
2i

Periodiska egenskaper:

ol _ a(0+2kz)

a+bi .

Berakning av e*™':
a+bi abi

e®™ =e%"” =e(cosb +isinb)

Samband mellan olika former:
rektangular form polar form potensform

X+ i = r(cos@+isingd) =  re?
dar

r=Jx>+y*,

X
cosfd=—,

v
y
-
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Det komplexa talplanet

Komplexa tal kan vi framstéalla som punkter i det komplexa talplanet som innehaller en reell
och en imaginar axel.

Z=X+Yi

yi

\

@) X

Ett komplext tal kan vi ange pa flera satt. Om vi anger ett komplext tal som z = x + yi, dar x

ochy ar reella tal, sager vi att talet ar given i rektangular form. Exempelvis z = 3+8i.
| manga problem, som inkluderar komplexa tal, forenklar vi I6sningsmetoden och berakning
genom att skriva komplexa tal i polar form eller i potensform.

POLAR FORM OCH POTENSFORM

. Z=x+yi
yi )

Lat ( x,y) vara en punkt i xy-planet. Punktens position kan vi ange med s.k. poléra
koordinater roch 6.

Radien r ar lika med avstandet fran origo till punkten som representerar z .
6 é&ren (rotations-) vinkel mellan positiva delen av x-axeln och strackan Oz.

Fran ovanstaende grafen har vi féljande samband:
X=rcos@ och y=rsing.

Dérmed kan vi skriva det komplexa talet z = x + yi som
Z=X+Yyi=rcos@+risind) =r(cosd+isinb)

Om vi skriver z = r(cos & +isin &) da sager vi att vi har skrivit det komplexa z i polar form.
Enligt Eulers formel galler cos @ +isin 8 = e?, och darmed

z=r(cos@+isind) =re?.
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Om vi skriver z = re? dé séger vi att vi har skrivit det komplexa talet z i potensform.

Sammanfattning:

rektangular form, polar form potensform
Z=X+Yyi =r(cos @ +isin ) = re”

Anmarkning: I ndgra bocker kallas polar form for trigonometrisk form.

Bestdmning av radien r och vinkeln @ for komplexa tal i polar form och potensform:

For att skriva ett komplext tal z = x + yi pa polar form z =r(cos @ +isin ) eller pa
potensform z = re” méste vi forst bestimma r och 6.

Fran ovanstaende grafen har vi ( med Pytagoras sats)

r={z=yx*+y?

Fran ratvinkliga triangeln i figuren har vi (om r =z #0)
cosg =2

r a=rcosé

ell *)

sin9=9 b=rsind
r

En vinkel & som uppfyller (*) kallas for argument av z och betecknas arg(z).
Argument av z ar inte entydigt bestamd.

Om @, &r ett argument av talet z da ar ocksd @, + 2k, talets argument for varje
k=0+142,....

Bland oandligt manga argument @, + 2k kallar vi det argument som ligger i intervallet
(=7, 7] for principalargument.

Talet O tilldelas inget argument.

Lat z = x+ vi. Ett varde av arg (z) kan bestammas enligt foljande:

arctan Y da x>0

arg(z) =6 = X
9(2) y

z+arctan = dd x<0
X

Sida 3 av 16




Om x=0 ligger z=0+ yi =vyi pay-axeln och arg (z) kan bestammas direkt fran grafen
(genom att pricka in z i det komplexa talplanet) eller enligt foljande:

% om x=0, y>0
argz = % om x=0, y<0
ejdefinierad om x=0, y=0

Anmarkning: Man kan modifiera ovanstaende formler sa att man direkt fa det
principalargumentet. (I var kurs racker det att valja ett argument, som inte behéver vara
principalargumentet.)

Exempel 1. Skriv talet z = —~/3 +1i pa a) polar form b) potensform

Ldsning:
Radien: r=|z|=va®+b* =v/3+1=2.
arg(z) =6 = {eftersom x= —J3<0 } =7 +arctan Y
X
7T + arctan S 7 —arctan i—n—£—5—7[
-3 J3 6 6

a) Polar form: z = 2(cos %Z +1isin %)
Notera( en gang til)l att vi kan valja som argument vilken som hels vinkel bland 5?” + 2k,

dar k ar ett heltal. Eftersom cos %ﬂ = cos(%” + 2k) och sin %ﬂ = sin(%ﬂ +2k7) far vi
samma z, oavsett vilket argument vi valjer, dvs.
7= 2(c0s 2 +isin %) = 2[cos(2Z + 2kz) + i sin(2Z + 2k7)]
6 6 6 6
5.

b) Potensform: z=2e° .

For att anvanda ovanstaende formler for argumentet berdknar vi, i allmant numeriskt,
arctangens med hjélp av miniraknare eller ett matematiskt dataprogram. I nagra fall kan vi
exakt berékna arctangens.

Har ar vardena av tan(v) om for ofta forekommande vinklar O, % %och %
v 0 z s s
6’ 4 3
tan(v) 0 V31 ) 1 J3
3 J3
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Harav far vi foljande tabell for berékning av arctan:

c 0 Y31 1 V3
R
arctan( c) 0 Vs V4 /4
6 7 3
Notera att arctan(-c)=-arctan(c). T ex arctan( —i) = —arctan L.z .
J3 J3 6

RAKNEOPERATIONER med komplexa tal i polar form.

Lat z, = r,(cosé, +isin@,) och z,=r,(cosd, +isind,). Foljande galler :

Multiplikation: zz, = rr,(cos(6, +6,) +isin(6, +6,)) (bevisas med additionsformlerna)

Division 2L = 1 (cos(6, - 8,) +isin(6, - 6,)).
2 2
Potenser i polarform beraknas pa enkelt satt med De Moivres formel:
Lat z=r(cos@+isin@), da galler
z" =r"(cosn@+isinno)
Konjugat: Z = r(cos & —isin 8) = r[cos(—08) +isin(—0)]

Vi bevisar multiplikationsformeln:

Lat z, =r,(cosé, +isind,) och z,=r,(cosé, +isind,).

Vi har

z,z, = 1,r,(cos G, +isin 6,)(cos &, +isin b,)

=r,1,[(cos 6, cos &, —sin @, sin 8,) — (sin 6, cos 6, + cos b, sin 6, )]
(enligt additionsformlerna)

z,z, = nr,(cos(é, + 6,) +isin(6, +6,)) .

Anmarkning: Om z, = z,och darmed r, =1, =r samt 6, = 6, = i ovanstaende formel far

vi 2% = r?(cos 26 +isin 20) dvs De Moivres formel for n=2.
(med hjélp av matematiska induktionen visar vi enkelt att formeln galler for alla n.
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Exempel 2. Lét z = 2(cos%+isin%). Berdkna z%°.

13
Losning: 2= (Z(COS% +isin %)j = 213(003% +isin 1%7[)

=2"(cos(27 + E) +isin(2r + %)) = (periodiska egenskaper ) = 2" (cos(%) +i sin(%))

f 1

=213 _ _I)

Fran ovanstaende réknelagar foljer foljande raknelagar for arg (z). Notera att talets argument
inte dr entidigt bestamt.

Raknelagar for arg(z)
Om z och w &r tva komplexa tal da galler:

arg(z-w) =arg(z) +arg(w) (+2kx)
arg( %) =arg(z) —arg(w) (+2k7)
arg(z") =n-arg(z) (+2kx)
arg(z) =—arg(z) (+2k7)

RAKNEOPERATIONER med komplexa tal i potensform.

By O,i

Lat 21 — rle . och Zz — rze ? . Multiplikation, division och berékning av potenser
gor vi enligt vanliga potenslagar:
. (6,+6,)i
Multiplikation: Z1Z, = L€

.. 7, T -
Division -+ = L e®%)

ZZ rZ

Potenser i potensform:

n
s z=re” g 2" =(re?) =re"

Periodiska egenskaper:

ol _ a(0+2kz)
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Konjugat:
omzZ=re’ga Z=re’’

V3

26
Exempel 3. Berdkna [—%—7ij . Svara pa rektangular form (dvs a+bi form)

Losning: Forst anger vi basen z = —%—?i pa potensform:

17 (V3Y : y .
r=1|-=1+ - | = 1. Vinkeln @ =arctan =+180° (notera +180 eftersom x <0)
X

2

0 = arctan +/3+180° = 240° —?rad

Nu beraknar vi

pldm, 104z,

a 26
"=r"e"=1%.e 3 =g 3 _
Vi skriver resultatet pa polarform och déarefter pa rektangular form (genom att berakna sinus
och cosinus)

104~

=C0S 1047 +|sinT— coS (347z+2—)+|sm(347z+2—) =

(periodiska egenskaper: cos(2kz + v) =cos(v) och sm(2k7z +V) =sin(v))

- _ 1.9,

cos(—)+|sm(—) > i
( 1 \/§J 1 3

Svar: | ————1| =——+—1I
2 2 2 2
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Geometrisk tolkning av operationer med komplexa tal.

Addition.

Lat z, = X, + y,i och z, =X, +Y,i varatvd komplexa tal.

Dadr z, +z,=(X +X,) + (Y, + Y,)i . Om vi tolkar komplexa tal som riktade strackor
(=vektorer) da far vi summan z, + z, enligt regeln for vektoraddition.

+2,=(X + %)+ (Y, +Y,)i

"""

Geometrisk tolkning av multiplikation, division och potens .

L&t z,=re” och z,=re”. Dagiller z,z, = r,e“”" .

Alltsd géller |zz,|=rr, =z || z,| och arg(z,z,)=arg(z,)+arg(z,) =« + B som vi anvander
for att rita z,z, i det komplexa talplanet.

— (a+p)i
4,Z, =hLe A

a+pf
A/' ai

Z,=re

v

s Z, . 2, N wpy z, T,
For divisionen —L galler X =-1e“ " dvs|-L|=-L och
Z2 2 r-2 2 2

arg(j—l) = arg(z,)—arg(z,) = a— A

2
Om z=re” daar z" =r"e" dvs |z" |=r" och arg(z") = narg(z)
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Exempel 4. Lat z, och z, vara komplexa tal i nedanstaende figur. Anta vidare att |z, |=1.
Z1

Rita foljande komplexa tal i det komplexa talplaneta) z,-z, b) z,-i c) %d d) z,
2
e) (,)’
yi A
Z1
Z2
O x

Losning a) Beteckna w = z,z, . Vi bestammer polédra koordinater till w dvs |w| och arg(w)
och darefter ritar i det komplexa talplanet. Vi har

IwH 2.z, Hz ||z, H 2, [-14 7, |

och , fran grafen,

arg(w) =arg(z,) +arg(z,) z?’T”+%:;; :

Alltsd &r |w|likamed |z | och arg(w) = 7.
Dérmed har vi féljande graf:

4,7, i

Svar: b) Noteraatt |i|=1 och att arg(i) =%

\4

Z, -1
Pa liknande satt l6ser man c), d) och e).
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OVNINGSUPPGIFTER

For att skriva ett komplext tal z = x + yi pa poléar eller potensform bestammer vi forst radien
r och ett argument 6 =arg(z) .

For radien har vi r = /x> +y* .

Notera att man kan snabbt berdkna enkla fall (om en koordinat ar noll):
Om z=a ddarr=[zHal.
Om z=bi daar r=|z|=bi|=b]|
Nér det géller bestamning av ett argument kan vi pricka in z i det komplexa talplanet. Vi
far en av foljande fall:

A) (Direkt bestamning av ett fran grafen.)

Al. Om talet ligger pa en av koordinataxlarna da har dvs. om x eller y & 0 da ar enklast sétt
att rita talet z i det komplexa talplanet och direkt bestamma vinkeln & .

Exempelvis,

omz=>5i sdar 0= % (pricka in i xy-planet talet z=5i ),

- 0 .. T
omz=-2i saar 0:—5,

omz=8 sdar =0,
omz=-17 sdar é=r.

A2. Om |x |5 y|dvs x ==y daar tan @ = +1. Darmed &r ett argument av talet z = x + yi
en av faljande fyra vinklar J_r% , Tﬁ som vi bestammer direkt fran grafen.

(Anmarkning. Fallet B2 kan vi sjélvklart 16sa med arcustangens, men det ar snabbare att
bestaimma vinkeln direkt fran grafen.)

Exempelvis,
omz=5+5i saar 6 = % (pricka in i xy-planet talet z=5+5i ),
omz=-2+2i sdar 49:37”,

_ . o 3z
omz=-8-8i saér 9:—7,

omz=20-20i saar 9:—%.
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B) Om x =0 och y=0 kan vi anvanda funktionen arcustangens.

B1) Om x >0 daar @ = arctan Yy
X
B2) Om x <0 daéar @ = arctan Yz
X
eller, om man réknar i grader, 6 =arctan Y 180°
X

(Notera att vi kan vélja vilket som helst vinkel bland 8 + 2k dar k &r ett heltal.)

Exempelvis,
omz=5J/3-50 sdar (eftersomx>0) & =arctan Y _ arctan = = —arctan L =—=
X 53 J3
omz=-10/3-10i sdar (eftersom x < 0)
0 = +arctan Y- = 7 + arctan _—10=7r+arctan i=7z+£=7—ﬂ
X ~10+/3 3 6 6

Uppgift 1. Skriv féljande tal i polar och potensform.

a)z=3 b)z=4i c)z=-5 d)z:—gi.

Tips. Notera att de givna komplexa talen ligger pa axlarna.

Losning:

a) r=[z|=3|=3,
6 =0 (sefiguren).
Dirmed Z=3(cos0+isin0) =3e” .

b) r=|lz|H4i|=4

0= % (se figuren).
T .. T Zi
Darmed Z= 4(COS§ +isin E) =4e?
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c) r=|zl5-55

6 = (sefiguren).

Darmed Z =5(cosz +isinz) =5,
5

5.
d) r=|Z|=|—E'|=§

0= 37” (se figuren).

(Alternativ: Vi kan sjalvklart vélja € = % eller en annan vinkel 37” +2kr)

: z—E(cos?’—”+isin3—7r)—§e32”i
Dérmed 5 5 5 5 .

Uppgift 2. Skriv féljande tal i polar och potensform.

a) z=3+31 b)z=-4+4i c) z=-5-5i d)z:g—gi.

Tips. Notera att | x |=| y | dvs x = +y sa att vi kan bestimma argumentet direkt fran grafen.

Losning a) r=+32+3 =232 =32

Argumentet 6 =% som vi kan direkt bestimma om vi pricka in talet z=3+3i i xy-planet.

Alternativ: Vi kan anvanda formeln (for x>0) :

@ = arctan Y = arctan % =arctan 1= %

X
Svar:

N 2:3\/5(005%+isin%):3\/§e4i
37 .. 37 37”i
b) z=4\/§(cosj+|3m7)=4\/§e
-3r.

o) Z= Sﬁ(cosﬁ+ isinﬁ) =52 ¢
) 4 4

Q) Z =g\/§(cos%+isin %) ~3J2e
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Uppgift 3. Skriv féljande tal i polér och potensform.

a) z=1+iv3 h) z=—-/6-iv2 ) z=—/3+i
y

Tips. Anvand formeln @ = arctan ” om x>0

och 6?:7z+arctan%om X <0.

Losning:

a) Radien: r=y1+(/3)? =4/1+3=2

Ett argument: Eftersom x > 0 kan vi vélja 6 = arctan% =arctan ? -

(Anmérkning: Vi kan valja vilken som helst vinkel bland %+ 2k, dér Kk ar ett heltal.)

T .. 7 3
Darfor Z = 2(0035 +1SIn g) =2e°

b) Radien: r=(—V6)2 +(—2)? =V6+2 =+/8

Ett argument: Eftersom x < 0 kan vi valja
y -2 1 T I
0 =r+arctan = =r+arctan — =z +arctan ——=7+—=— .
X _Js J3 6 6

( Anmarkning: Vi kan vélja vilken som helst vinkel bland %Z+ 2k , k ett heltal t. ex. for

=—1 féar vi det principala argumentet % )

Tr.
4 :\/g(cos%rﬂsin%[) =/8e ©

¢) Radien: r=4(—/3)?+1% =3+

Ett argument: Eftersom x < 0 kan vi vdlja

0 = +arctan - = 7 + arctan ——— = 7 —arctan —— 1 —g-Z= ST
X ~ f V3 6 6

Svar:

a) z=2(cosZ +isin’) = 2e3
3 3

b) z=\/§(cos7—”+isin7—7z)=\/§e?”i

5 571'

Z =2(cos— +isin— 2e6
C) ( 6 6)
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Uppgift 4. Skriv talet pa rektangular form om

5ir 27i
a) z=3e* b)z=2e°*
Losning:

5iz 5 _3 . 3
a) 7=3p+ = 3(cosT+|sm4) ﬁ—l—z

27
b) z=2e3 —2(cos%+|sm—) 2(—% ?):—Hi\@

T T R
Svar: a) 5 I\/§ b) 1+i+/3

Uppgift 5. Berakna (1+i)%.
Tips: Skriv basen (dvs 1+i) i potensform.

Ldsning:
Forst skriver vi basen (1+1i) i potensform.

Radien ar r =12 +12 =2
y

: 1
Ett argument: Eftersom x >0 har vi @ =arctan = =arctan i:
X

7
7
Darfor &r basen 1+i = /2e* .
Nu beréknar vi enkelt (med hjalp av potenslagar)

417 .

(L+i)* = [\/_GAJ (\/_)82 P _gig 2 ( skriv i polar form)

241[cos( ) +isin (41—”)]

(Notera attArlTﬂ =207+ % och anvand periodiska egenskaper for trig. funktionerna)

= 2“[005(%) +i sin(%)] =2%(0+1i) = 2.

Svar: 2%
Uppgift 6.
%i 6 116
Berdkna w= w och skriv resultatet pa potensform och pa rektangularform (dvs.
[
pa (a+bi) form)
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Losning:
Forst forenklar vi varje faktor i taljaren och ndmnaren.

1) (e?)6 —e? =% =1 (Alternativt e*® = cos(27) +isin(27) =1+0=1)
2)

Forst skriver vi basen (1+i) pa potensform.

Radien ar r =|1+i|=/2

Genom att rita en figur far vi arg(1+i) = % :

TT.
. Zj
Alltsdar 1+ =+/2e4
16

T .

. —I . .
sy L+1)° =] V2e4 | =28 =28.¢% =28
3) i"=i%i=1li=i.

Nu beréknar vi hela uttrycket:
%i 6 =\16 .98 . .
=(e )'(3-+|) :12 =28'%'l:28‘L=—28~i
| I i -1
Svar: —2%.i

W

Uppgift 7.
Skissera (rita) i det komplexa talplanet omradet som bestar av alla z som satisfierar

béde 1<|z[<4 och %Sarg(z)s%ﬂ.

Svar:

N

Uppgift 8.
Rita i det komplexa tal planet de punkter z som satisfierar bade

1<|z|<4 och %nsarg(z)Sn.
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Svar:

T 4
A >
N 4
Uppgift 9.
Bestam |z | och arg(z) (som en reell funktion av parameter s) da
a) z:;, b) Z:5+—5'_ c) Z:_3+§'
2+ (s+3)i 4+ (s+1)i 4 +4i
dar s ar ett reellt tal.
Ldsning:
5 5 5
I E = =
2+(s+3)i 2+(s+3)i|  Ja+(s+3)° s +65+13
arg(z) = arg(5) —arg(2 + (s + 3)i) = [eftersom x = Re(2 + (s + 3)i)) =2 > 0]
=(0- arctan(i23) =— arctan(s%s).
5+ i 5v2 5v2

b) |z| = — = =
)1 A+(s+Di| 16+ (s+1)? s’ +25+17

arg(2) = arg(5 + 5) —arg(4-+ (s-+ 1)) = 5 —arctan(* ).

9 [1]- V9 +s?
42
arg(z) = arg(—3+ si) —arg(4 + 4i) = [eftersom x = Re(-3+si)) = -3< 0]
S 4 s, m 3r S
=[x + arctan(—)] —arctan(—) = # —arctan( =) - — = — —arctan( =) .
[ + arctan( )] - arctan( ) =z —arctan( ) 7, = ="~ arctan( )
5 3+S
Svar: a) (7| = —— , arg(z) =—arctan(—)
d Vs? +6s+13 2
52 /4 s+1
b) 2| = ———— arg(z) = — —arctan(——).
d Vs? +2s+17 4 4
c) |z = /9+5° arg(z) —3—7T—arctan( E)
42 4 3"
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