Féljande material dr gjort av tidigare ldrare pa kursen, Armin Halilovic.

KOMPLEXA TAL

Inledning

Ekvationen x* =1har tva reella l8sningar, x = +1, dvs x =+1, medan
ekvationen x® = —1 saknar reella I6sningar. Om vi forsoker formellt I6sa ekvationen x* = —1
skriver vi x =++/—1. Igen samma problem: roten -1 &r inte definierat som ett reellt tal.

Historiskt utvidgade man mangden av reella tal genom att formellt beteckna /-1 =i .
For talet” i som kallas for imaginar enhet galler alltsa

iZ=-1.
(Anmaérkning: | modern komplex analys betraktar man att +/—1 har tva varden +i dar
+1i kallas principalvardetav +-1.)

Exempel 1. L§s ekvationerna
a) X’=-4b) x*=-3 ¢) (x+3)>=-3 d) xX*+2x+2=0.
Losning:

a) ekvationen x* = —4 tv& ldsningar
x=+1v—4eller x==22i.
b) Ekvationen x* = —3har tva l6sningar x = ++/—3 eller x = +i/3.

c) Ekvationen (x +3) = -3 ldser vi pa liknande satt
X+3=1/-3 < x+3=4i/3 < x=-3+i/3.

d) Ekvationen x*+2x+2=0 léser vi med pg-formeln.

Vihar X, =—14+1-2 =—1+/-1=-1+i.

Ett tal som kan skrivas pa formen z=a+bi dar a,beR kallas ett komplext tal.
Till exempel &r z =5-12i ett komplext tal.

Mangden av alla komplexa tal betecknas C dvs

C={a+hi: a,beR }

Speciella fall:
i) Omb=0 farvi z=a. | detta fall & z ett reellt tal. texz=-8.
ii) Om a=0 far vi z =hi . | detta fall ar z ett rent imaginar tal.

Sidalav1l



POTENSER AV i

Potenser av i kan beréknas enligt foljande:
i°=1, it=i, i=-1, i’=i%i=-, i*=i%i*=(-1)(-) =1
For att berakna hogre potenser i" dar n > 4, anvander vi resultatet i* =1.

Vi skriver n pa formen n=4k+r  ( dar r &r resten om n delas med 4, r kan vara 0, 1, 2 eller
Da galler

r

At =i" (eftersom i*" =(i*)"=1"=1

N sAn+r s4n
=1

Exempel 2. Berdkna a)i*®*  b) i*®
Losning: a) i®*=i*.i=1.i>=-1  (eftersom i** = (i)? =1"=1

b) i443 — i440'i3 =l'i3 — —i

Definition:

Om z=a+hi och a,beR dagiller:

a kallas realdelen av z och betecknas Re(z)

b kallas imaginéardelen av z och betecknas Im(z)
a—Di kallas konjugatet till z och betecknas z

va® +b? kallas absolutbeloppet av z och betecknas |z |

Foljande relationer anvands vid olika berdkningar:

(a+bi)(a—bi)=a’-b%’* =a’+b?

Med andraord: z-z=[z[?, dvs

produkten av ett komplext tal och dess konjugat ar alltid ett reellt tal >0 .

Exempel 3. Lat z=-5-23i. Bestam Re(z), Im(z), Z, |z|och z-Z
Losning: Re(z)=-5, 1Im(z)=-3, Z=-5+3i,

12| (-5)* +(-3)* = /34,

2-7=(-5-3i)(-5+3i)=25-9i* =25+9=34.

RAKNEOPERATIONER med komplexa tal i rektangular form (dvs. a+bi form).

Addition, multiplikation och division av komplexa tal (pa rektangular form).

Addition: Ldt z, =a+bi och z,=c+di. Dagaller
z,+z,=a+bi+c+di=(a+c)+(b+d)i

Multiplikation:

z,-2, = (a+hi)(c +di) = ac + adi + bci + bdi?
=(ac—bd) + (ad +bc)i
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Anmarkning: Man kan strangt definiera mangden av alla komplexa tal som méangden av talpar (a,b) dar a
och b &r reella tal,

med féljande rakne operationer:

addition: (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) och

multiplikation: (a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad +bc).

Paret (0,1) representerar den imaginéra enheten i.

Division: Lt z, =a+bi och z, =c+di.

2 z, a+bi a+bi c—di ac+bci—adi—bdi’
Da galler == = =

(notera att i =—-1)

z, c+di c+di c—di ¢ +d?
_ (ac+bd) + (bc —ad)i :ac+bd bc—adi
c?+d? c2+d? c?+d?

Exempel 4. L&t z, =-2-3i och z, =-1+2i.Beréknaa) z, +z, b) z,-z, och c) 4

2

Losning: a) z,+z, =(-2-3i)+(-1+2i) =—-3—i
b) z,-z, = (-2-3i)(-1+2i) =2+3i—4i —6i* =2+3i —4i +6 =8

ﬁ_—2—3i_—2—3i.—1—2i_2+3i+4i+6i2_—4+7i__—_4+zi
02, T 1+2i —1+2i —1-2i 1- 42 5 5 5
Réknelagar for komplexkonjugering L
(z+W)=Z7+W, (z-W)=2Z-W, (ijzé

w) W

Raknelagar for absolutbelopp

z2-7=zf
lz-wi=z]-|w]
z_|z|

|=F—  (w=0)
W |wl

|2 = z["

|ztwl<|z|+|w| (triangelolikheten).

(=2+1)(1+i)*
-1+2i
Losning: Vi kan forst berdkna z och sedan bestimma |z| men det & mycket enklare att

anvanda raknelagar for absolutbelopp. Enligt ovanstaende réaknelagar har vi
24D+t |24+t YA+ (W14 VB-(V2)"
s F |-1+2i]  J1+4 5

Exempel 5. Lat z= . Berdkna | z|.

=4.

|Z]
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DET KOMPLEXA TALPLANET

Komplexa tal kan vi framstélla som punkter i det komplexa talplanet som innehaller en reell
och en imaginar axel.

. A
yi

Absolutbeloppet |z |=+a® +b* &r lika med avstandet, i det komplexa talplanet, frén punkten
z=a+hi till origo.

Avstandet mellan tva punkter i det komplexa talplanet.
Zy =X, + Y,

d

Z, =X +Yyl

o

Lat P1och P, vara tva punkter i det komplexa talplanet som representeras av komplexa talen
z, =X +V,i och z, =x, +y,i. For avstandet mellan punkterna géller

d(P,P,) = (% — )2 + (¥, - .)* =2, — 2, |

Cirkelns ekvation i det komplexa talplanet: Cirkeln med radien r och centrum i punkten
z, =a+bi har ekvationen (pa komplex form)

lz—z,=r dvs  |z—(a+bi)l=r eller |z—a-bil=r.
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Z=X+Yi

bi

z, =a+bi

\j

Om cirkelns centrum ligger i origo O (svarar mot 0+0i=0 ) da &r cirkelns ekvation valdigt
enkel:  |z-0Ol=r dvs |z|=T.

Exempel 6. Rita det komplexa talplanet méngden av alla punkter z som bestdms av
Q) |z|<3 b)|z—2-il=1, ¢)|z-2—-ik1 d)|z-2-i]x1

Losning:

a) Relationen |z |< 3satisfieras av de punkter som ligger inuti och pa cirkeln med centrum i

punkten 0 och radien 3. (Detta ar en sluten cirkelskiva.)
'}

(.
N

b) Fran |z—2—i|=1 (genom att bryta ut —1) har vi |z—(2+i)|=1.Detta ar ekvationen for
cirkeln med centrum i punkten 2+i och radien 1.
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c) |z-2-il<1satisfieras av de punkter som ligger inuti och pa sjalva cirkelns linje med
centrum i punkten 2+1i och radien 1. (Detta &r en sluten cirkelskiva.)

OVNINGSUPPGIFTER

Uppgift 1. Lat z=3-4i. Bestim Re(z), Im(z) , Zoch |z|. Rita z och Zi det komplexa
talplanet.

Svar: Re(z)=3, Im(z)=-4, Z=3+4i, |z-v9+16 =5
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yi A
. Z=3+4i
L °
o 3 X
e o
z=3-4i

Uppgift 2. Rita i det komplexa tal planet mangden av alla komplexa tal z som satisfierar
a) Rez<2 b)Rez>2 ¢)Imz<3 d) bade Rez<2och Imz<3

Svar: Den fargade delen i figurerna representerar den sokta mangden.

A

yi yi T

A J
v

VI A A

3i 3i

Y
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Uppgift 3. Rita i det komplexa tal planet méngden av alla komplexa tal z som satisfierar
a) 2<|z|<4. b)bade 2<|z|<4 och Im(z) <2

Svar: Den fargade delen i figurerna representerar den sokta mangden.

a) b)

Uppgift 4.

iy 1+i .
a) Bestim Re(w) om w=r+|4000

b) Rita i det komplexa tal planet méngden av alla komplexa tal z som satisfierar
1<z7.7<4
(Z betecknar z- konjugat)

Ldsning:

a)

W:1—+!+i4000 =1+! -1+! +1=1+2I_2_1+1=a+1=i+1=1+i.
1—i 1-i 1+i 1-i 2

Re(w) =1

Svar a) Re(w)=1

b) Eftersom z-Z = (X + yi)(x—Vyi) = x>+ y* =| z|* skriver vi 1<z-Z <4 som
1<|zP<4=1<|z|<2. Sista relationen ar uppfylld om punkten z ligger mellan (och p&) tva
cirklar |[z|=1 och |z|=2.

Svar b)




Uppgift 5.
4+ 3i

4-3i

a) Bestim |w| om w=

b) Ekvationen

|z—1|Hz-1]

beskriver en rét linje i det komplexa tal planet.

Satt z = x+iy och skriv ekvationen pa formen y = kx+m.

Lésning:
a)
Iwh|4+m|=3§§=
|4-3i| 25
b)|z—ilHz-1 =|x+iy—iqx+iy-1] = [x+i(y-1) |5 x-1+iy|

= \/XZ +(y-1)°* = \/(X—l)z +Yy?® (Vi kvadrerar bada leden i ekvationen)
=X +(y-1) P =(x-D)*+y* =

X2+ y2—2y+1=x*-2x+1+y* =
-2y =-2Xx =
y=X.

Svar: a) |w|=1 b) y=x

Uppgift 6. Bestam det reella talet a sa att ;+_35u_ blir reellt.

Ldsning:
l1+ai _l+ai 2+5i (2-5a)+(2a+5)i
2-5i 2-5i 2+5i 29 '

Om detta tal skall vara reellt maste imaginardelen vara 0, vilket ger 2a+5=0 dvs
a=-5/2.

Svar: a=-25
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Uppgift 7.
1-i

a) Bestédm imaginédrdelenav z = —— +4i®.
@+
\2
b) Bestam absolutbeloppet avw da w = (ZT# .
Losning:
a) z= 1__| +4i% = 1—__|+4i = (1__|_)I caiz L 21T
(L+i)? 1+2i-1 2i-i -2 2

Svar a) Im(z):g

D) Wi (2+2i)? ol F_ (J8) _
ilO || |10 |1|1O
Svar b) |[w|=8
Uppgift 8.
a) Bestam imaginardelen av z = 1- 2! +3i%.
1+2i

b) Ekvationen

|z-1-i|Hz-3-3i]|

beskriver en rat linje i det komplexa talplanet. Satt z = x+iy och skriv ekvationen pa formen
y=kx+m.

Ldsning:

a) z :_?3+%i (berékna sjalv) = Im(z) :1—51

Svar a) Im(z) = %

b) Substitutionen z =x+1y iekvationen |z—-1—i|= z—-3-3i| ger
[ X+1y—1—i|= x+1iy—-3-3i| =

JX=1)% +(y-1)? =/(x=3)? +(y—3)? = (efter kvadrering)
(x=D°+(y-1)* =(x-3)* +(y-3)*=

X2 —2X+1+y? —2y+1=Xx*—6X+9+Yy* —6y+9 =

4y = -4x+16 =

y=-x+4.

Svarb)y=-x+4
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Uppgift 9.

Bestam | z, | da z, =;, dar s ar ett reellt tal.
2+(s+3)i

Ldsning:

Z:—:>|Z|: |5| _ ) _ 5
P2+(+3i 7 R+(s+)i| fat+(s+3)?  Js?+65+13

5
Svar: —
vJs? +6s+13
Uppgift 10.
a) Bestam |w| om w= 2+'_
1-2i

b) Skissera i det komplexa talplanet omradet som bestar av alla z som satisfierar
1<|z—(4+4i)<3.

Losning:
a) |wl= |2+i| V4+1
|11-2i] VJ1+4

Svara: |w|=1

Svar b:

4i
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