Féljande material dr gjort av tidigare ldrare pa kursen, Armin Halilovic, och har sedan blivit redigerat:

DEN TRIGONOMETRISKA ENHETSCIRKELN OCH TRIGONOMETRISKA FUNKTIONER

Den trigonometriska enhetscirkeln ir en cirkel med radie =1 och mittpunkt i origo.

I en ratvinklig triangel definierar vi trigonometriska funktioner for spetsiga vinklar medan
med hjilp av den trigonometriska enhetscirkeln definierar vi trigonometriska funktioner sinus,
cosinus, tangens och cotangens for godtyckligt stora vinklar.

Lat P(x,y) vara den punkt som vi fir genom

att rotera punkten A(1,0) vinkeln v kring origo.
(Moturs-rotation om vinkeln ér positiv,
medurs-rotation om vinkeln dr negativ.)
Funktionerna COS(V) och Sin(V) definieras som x-

respektive y-koordinaten av punkten P.

Med andra ord giller
cos(v) = X
sin(v) =y

Tangens definieras genom

tan(v) = ,  omnimnaren COS(V) # 0

Udda och jamna trigonometriska funktioner

Allmént siger man att en funktion f(X) ar
jamn om f(—Xx)= f(X) och

udda om f(=x)=-"1(x).

Fran trigonometriska cirkeln har vi

sin(—v) = —sin(v) och cos(—Vv) =cos(V).

sin(-v)  —sin(v)
cos(—v)  cos(V)
P4 liknande sitt cot(—v) = —cot(V).

Alltsa ar cosinus ir en jamn funktion medan
Sinus och tangens ir udda funktioner: (;os( —V) = cos(v)

sin(—v) =—sin(v)
tan(—v) = —tan(v)

Dirfor tan(—v) =

—tan(v).




Uppgift 1.

Bestim a) cos(90°) b) sin(90°) ¢) tan(90°)

Losning. Om punkten A(1,0) roteras 90° hamnar den i B(0,1). Darfor blir
c0s(90°) = x-koordinaten av B(0,1) dvs €0s(90°) =o.

sin(90°) =y-koordinaten av B(0,1) dvs Sin(90°) =1

sin(90°) ,, . 1.,
cos(90°) )
Svar: a) c0s(90°) =0,b) sin(90°) =1 ¢) tan(90°) ér inte definierad

tan(90°) ="

€j definierad

Uppgift 2.
Bestim a) C0S(57),b) sin(—%) c) tan(5x) e) cos(5457) f) tan(—%)

Anmdrkning: 27 radianer = 360° , 7 radianer = 180°, %radianer =90°.

Svar:a) —1, b) =1 ¢) 0 e) cos(5457) =cos(7) = —1 f) ej definierad

Uppgift 3.
Bestdm a) cos(—%) b) sin(—%) c) tan(—%) e) cos(—%) f) sin(—%) g) tan(—%)
Svar: a) % b) —% ) —/3 e)% f) —% g) —g

Reduktion till trigonometriska funktioner av spetsiga vinklar
Exempel: Bestim exakt c0S(120°).
Losning;:

a) Vi jamfor cos(120°) med cos(60°) (skillnaden fran 120° till 180°)

Fran ovanst&ende figur ser vi att C0S(120°) och €0S(60°) har samma absolutbelopp (eftersom
|OD|=|OA|) men olika tecken.

Dirfor cos(120°) = —cos(60°) = —%.

Svar: €05(120°) = —%.



Uppgift 4.
Bestéim a) Sin(120°),b) cos(150°) ¢) tan(240°)

Losning:

120

Losning:
a) Reduktion till 180" —120° =60° . Alltsa sin(120°) =+sin 60" = >

V3

b) Reduktion till 180° —150° = 30" . Alltsé c0s(150°) = —co0s(30°) = — 5

¢) Reduktion till 240° —180° = 60° . Alltsi tan(240°) = +tan(60°) = /3

Svar: a) sin(120°) = ? b) cos(150°) = —?

o) tan(240°) = /3
Uppgift 5.
Bestim a) sin(%z) ,b) tan(%r)
. I . T 1 1 T
Losning: sin(—)=-sin(=)=—= b) tan(—) =—tan(—=) =-1
osning: a) (6) (6) > ) (4) (4)

Svar: a) sin(%”) _ —% b) tan(%[) — 1

TRIGONOMETRISKA EKVATIONER

A) Ekvationen sin(x) =a (och liknande ekvationer).

Ekvationen sin(x) = a har Iosningar endast om —1<a <1 (eftersom —1<sin(x) <1).
Exempelvis, ekvationen sin(x) = 3saknar l6sningar.

Uppgift 6. Los foljande ekvationer

a) sin(x) =4 b) sin(x)=-5

Svar: a) Ingen losning eftersom —1<sin(x) <1.
b) Ingen lésning eftersom —1<sin(x) <1.



Uppgift 7. Los foljande ekvationer

a) sin(x) =1 b) sin(x)=-1 c) sin(x) =0
Tips. Rita den trigonometriska cirkeln
Svar:

a) X:§+2k7r b) x:%z+2k7r c) x=kr (dar k =0,£1,%2,...).

Om v, &r en losning till ekvationen sin(x) =a, dar —1<a<1,sdar v, =7 —Vv, ocksden
16sning: Alla l6sningar, i detta fall, ges av
X=V,+2kz eller x=7—v, +2kz, dérké&rett heltal (dvs. k=0,£1,42,...).

. . " . . . . Y/ T
Vi anvander oftast vardena av sinusfunktionen for vinklar o1 och =:

3

vinkeln  _z  z z z 0 2z z 1z

v 2 3 4 6 6 4 3

sin(v) -1 J3 J2 1 0 1 J2 J3

2 2 2 2 2 2

Notera att
1) sin(—x) =-sin(x) (dvs sin(x) ar en udda funktion)
2) sin(x+2kz)=sin(x), dar k=0,£1%2,..., (dvs sinusfunktionen &r en periodisk

funktion med grundperioden 27 )

ANMARKNING: | nedanstéende losningar betecknar k ett heltal ( dvs. k =0,£1,12,...).

Uppgift 8. Los foljande ekvationer

2) sin() = b sin( =2
C) sin(x):g, d) sin(x):—g
e) sin(x)=§ f sin(x):_§
Svar:

a) Ekvationen har foljande Idsningar:
x=" 4 2kr eller x=(r—2)+2kr =% + 2x .
6 6 6

Vi kan ocksa ange svaret i grader:
x=30"+k-360° eller x=150" +k -360°.

b) x=—%+2k7r eller X=(7z—(—%))+2k7rz%r+2k7r.

c) x:%+2k7r eller x=3—”+2k7z.

ISR



d) x=—Z42kr eller x=>F +2kr .
4 4
e) x:%+2k7r eller x:%[+2k7r.

f) x=—%+2k7z eller x:%r+2k;r.

Uppgift 9. Los ekvationen sin(2x + %) :% :

Tips. Beteckna 2x + % =V och I0s forst ekvationen sinv = % .
Losning:

Lat v =2x +% . Forst 16ser vi ekvationen sinv = % .

Vi far

v:%+2k;z och v:5—”+2k7r,

och darmed

2x+£:£+2k7z eller 2x+£:5—7[+2k7z.
3 6 3 6

i) 2x+%:%+2k7z@2x:%—%+2k7z@2x:—1+2k7[ (dela med 2)

T
S X=——+kr.
12

P4 liknande satt

2x+%:5%+2k7r<:>2x:%[—%+2k7z<:>2x:£+2k7z (dela med 2)

<:>x:£+k7r
4

Svar: x:—%+k7z eller x:£+k7z.

B) Ekvationen cos(x)=a (och liknande ekvationer).
Ekvationen cos(x) = a har l6sningar endast om —1<a <1 (eftersom —1<cos(x)<1).
Exempelvis, ekvationen cos(x) =5saknar lésningar.

Uppgift 10. Los foljande ekvationer

a) cos(x) =24 b) cos(x)=-15

Svar: a) Ingen losning eftersom —1<cos(x) <1.
b) Ingen l6sning eftersom —1<cos(x) <1.



Uppgift 11. Los foljande ekvationer

a) cos(x) =1 b) cos(x)=-1 c) cos(x)=0
Tips. Rita den trigonometriska cirkeln
Svar:

a) x=0+2kz=2kzr bh) Xx=r+2kr c)x:%+k7z (dar k =0,£1,42,...).

Om v, &r en losning till ekvationen cos(x) =a, dar —1<a<1,sdar v, =-v, ocksa en
16sning: Alla l6sningar, i detta fall, ges av
X =V, +2kz och x=—v, +2kz, dér k &r ett heltal (dvs. k=0,£1,42,...).

For att 16sa exakt nagra ekvationer som innehaller cosinusfunktionen kan vi anvanda vardena
i nedanstaende tabell.

vinkeln v 0 L L T L4 2_72' 3_71' 5_7[ T
6 4 3 2 3 4 6
cos(Vv) 1 /3 J2 l o 1 J2 J3 -1
2 2 2 2 2 2
Notera att
1) cos(—x) =cos(x) (dvs cos(x) &ren jamn funktion)
2) cos(x+2kz)=cos(x), dar k=0,+1,+2,..., (dvs cosinusfunktionen ar en periodisk

funktion med grundperioden 27 )

ANMARKNING: | nedanstéende l6sningar betecknar k ett heltal ( dvs. k =0,£1,12,...).

Uppgift 12. Lo6s foljande ekvationer

a) cos(x)= % b) cos(x)= —%
c) cos(x) = g d) cos(x)= _%
e) cos(x)= ? f)  cos(x) = —?
Svar:

a) x:i%+2k7z

Vi kan ocksa ange svaret i grader:
X =260" +k - 360°

b) x = i%[ +2kz  (kolla ovanstaende tabell).
¢) x=+2 +2kz
4

d) X=i37ﬂ+2kﬂ'



e) x:i%+2k7z

f) x:i%+2k7z

Uppgift 13. Los ekvationen cos(10x —%) = %
Tips. Beteckna 10x —% =V och |0s forst ekvationen cosv = 72 :
Losning:
Lat v=10x —% . Forst 10ser vi ekvationen cosv = % .
Vi far foljande losningar
v="1r2kr eller v=—"1+2kr,

4 4

och darmed

10x—Z =Z 1 2kz eller 10x— 2 =—Z 4+ 2kr .
3 4 3 4

Harav
. T T r r krx
) 10x——===+42kr <10x=—+2kr &> X=—+—
3 4 12 120 5
P4 liknande satt
le—z:—£+2k7z<:>10x:£+2k7r<:>x:L+k—ﬁ
3 4 12 120 5
7 krx kz
Svar: X=—+— eller x=—+—.
5 5

C) Ekvationer tan(x)=a

Foljande egenskaper anvéander vi ofta nar vi loser sadana ekvationer:

1) tan x har grundperioden 7 (till skillnad fran sinus- och cosinusfunktioner vars
grundperiod ar 27 .

Alltsa

tan(x + kr) =tan x,

2) tanx é&renudda funktion

tan(—x) = —tan x

3) tan x har vardemangden (—o, ) och darmed &r ekvationen
tanx =a l6sbart for varje a.

Bada har oandligt manga losningar:
Om x =v,ar en lésning till tanx =a sa far vi alla I6sningar genom x =v, +kr.

sinx - Vs
4) tan x =—— &r definierad om cos x =0 dvs om X¢E+kﬂ.
COS X



| nedanstaende tabeller har vi funktionernas varden for viktiga vinklar

vinkelov. .z 2z z z 0 z 2z Z
2 3 4 6 6 4 3 2
tan(v) ejdef _ J3 -1 J3 0 J3 1 J3 ¢j def
3 3

ANMARKNING: | nedanstdende lésningar betecknar k ett heltal (dvs. k =0,+1,+2,...).

Uppgift 14. Los foljande ekvationer

a) tan(x)=0 b) tan(x)zg
c) tan(x) =-1, d) tan(x)=—/3
Svar: a) x=krx b) x=%+k7z
) x=-" +kz d) x=—"+kz

4 3

Uppgift 15. Berdkna cosv och tanvda sinv = g och

a) 0<v<90° b) 90" <v<180°

a) Fran trigonometriska ettan har vi

sinv+cos’v =1 = cos’v =1-sin’v= cosv =++1-sin’v
Om 0< v <90° ligger vinkeln v i forsta kvadranten dar cosv &r positiv. Darfor véljer vi
tecknet + dvs

3
cosv=+.1-|=-| =—.
5

5)
3
Slutligen tany=MV_5_3
cosv 4 4
5

b) I andra kvadranten & cosv negativ. Darfor véljer vi tecknet — dvs.

2
CosV =— 1—[§j -4
5) )

3
Darefter tanv=ﬂ:i:——.
cosv 4 4
5



