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NP-fullstandiga problem

Konstruera kappséckslésning Kappsicksproblemet dr ett vilkdnt NP-fullstdndigt problem (se
forelasning 21). Indata &r en méangd P med prylar med vikt w; och virde v;, en kappsécks-
storlek S och ett mal K. Fragan i kappséacksproblemet &r ifall det gar att vélja ut prylar av
sammanlagt viirde minst K s att deras sammanlagda vikt dr hogst S. Alla tal i indata &r
ickenegativa heltal.

Anta nu att vi har en algoritm A som loser ovanstaende beslutsproblem. Konstruera en
algoritm som med hjalp av anrop till A loser det konstruktiva kappséacksproblemet, det vill
sdga med samma indata som A dels besvarar kappsécksproblemet och dels, ifall svaret &r
ja, talar om precis vilka prylar som ska packas ned i kappsécken. Algoritmen far anropa A
O(|P|) ganger men far i vrigt inte ta mer &n polynomisk tid.

Du ska alltséd konstruera och analysera en turingreduktion av det konstruktiva kappséacks-
problemet till det vanliga kappsécksproblemet (som &r ett beslutsproblem).

Tillforlitlighet hos Internet Det hénder alltfor ofta att datorer eller enskilda forbindelser mel-
lan datorer dr trasiga. For att detta inte ska stora méjligheten att kommunicera inom resten
av Internet vill man att det ska finnas alternativa viagar mellan varje par av datorer i nétet.
Om det till exempel finns tre olika viagar genom Internet fran datorn A till datorn B och
dessa vigar dessutom &r helt disjunkta (utom #ndpunkterna) s& kan tva stycken datorer,
vilka som helst, forsvinna utan att mojligheten att kommunicera mellan A och B forsvinner.

I det hér problemet tédnker vi oss Internet som en oriktad graf dar hérnen motsvarar datorerna
i Internet och varje kant (X,Y’) motsvarar en mdjlig direktforbindelse mellan datorerna X
och Y. For varje par av datorer (X,Y’) har vi ocksa en 6nskad tillforlitlighet T'(X,Y) som
anger hur manga disjunkta véigar det ska finnas i Internet mellan X och Y. Till sist finns
det en budget B som anger hur manga direktférbindelser man har rad att konstruera.

Fragan ar: gar det att plocka ut en delgraf bestaende av B kanter sa att det for alla par av
hérn (X,Y) finns minst T(X,Y) disjunkta stigar i delgrafen mellan X och Y.

Visa att detta problem ar NP-fullsténdigt!

Hastads leksaksaffar Hastads leksaksaffar séljer ett pussel som bestar av en lada och ett antal
kort, se figur 3. Kort kan placeras i ladan pa tva satt, med framsidan upp eller med baksidan
upp, eftersom det finns urgropningar i korten som maste passa in i lister som sitter i ladan.
P& varje kort finns tva kolumner med hal, men vissa av halen &r igenfyllda. Malet med pusslet
ar att lagga korten i ladan pa ett sant sitt att hela botten técks; fér varje halposition maste
alltsa atminstone ett av korten ha ett igenfyllt hal.

Bevisa att spraket Toys = {(c1,ca, ..., cn): (¢; beskriver kort) A (det gar att 16sa pusslet)}
ar NP-fullstdndigt.
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Figur 3: Hastads pussel. Ladan med tre lister, ett kort med hal och urgrépningar samt samma
kort lagt med baksidan upp.

Processorschemaléggning Givet n jobb som ska exekveras och ett tillrackligt antal processorer.
Varje jobb tar en tidsenhet att utfora. Det finns ocksa villkor pa formen jobb i kan inte
exekveras samtidigt som jobb j. Vi kallar problemet att avgora ifall det gar att schemalédgga
jobben sa att alla jobb kan exekveras pa tre tidsenheter for SCHEDULE. Visa att detta
problem &r NP-fullstdndigt.

Ar problemet fortfarande NP-fullstéindigt om vi kréver att jobben ska vara exekverade efter
k tidsenheter dér k > 3? Ar det sant for k = 27

Lappticke Patchwork, en produkt fran programvaruforetaget Stitcher, dr en programvara som
hjélper dig att pussla ihop rektanguléra lappar till ett lapptéicke, som inte har nagra hal och
dar inga lappar 6verlappar varandra.

Indata till programmet &r en lista av rektanguléra lappar. For varje lapp anges en bredd och
en hojd i hela millimeter. Man anger ocksé den onskade storleken (bredd och hojd) pa det
fardiga (rektanguldra) lapptécket.

Om det dr mojligt att pussla ihop en delméngd av lapparna till ett técke av ratt storlek
s& producerar programmet en beskrivning av hur detta kan ga till. For varje lapp som ska
anvandas far man veta var i lapptéacket den ska placeras. Man far ocksa veta om man behover
vrida pa lappen for att den ska passa.

Formulera detta konstruktionsproblem med matematisk notation och visa att det tillhérande
beslutsproblemet (existerar en losning?) dr NP-fullsténdigt.

Losningar

Lo6sning till Konstruera kappsickslésning

Kappséack(P,S,K)=
if not A(P,S,K) then return "Ingen lésning"
foreach p in P do
if A(P-p,S,K) then P:=P-{p}
return P

Algoritmen anropar A hogst |P| + 1 génger. Den returnerade méngden P &r en 16sning for den
uppfyller féljande tva kriterier.

e P innehdller inga dverflédiga element eftersom forslingan 16per 6ver alla element i P, och i
varje varv kollas om elementet p ar 6verflodigt; om det &r det plockas det bort ur P.
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e P innehdller en ldsning eftersom detta &dr en invariant fér slingan. Om man kommer till
slingan &ar detta uppfyllt, och efter varje varv i slingan &r det uppfyllt.

O

Ledning till Tillférlitlighet hos Internet
Reducera problemet Hamiltonsk krets.

Solution to Hastads leksaksaffar
Given cards in the box you can just by a glance verify that every hole position is covered. Thus
the problem is in NP.

What remains is to show that every problem in NP can be reduced to Toyvys. We do that by
reducing CNF-SAT, known to be NP-complete, to TOYS. More precise, we must show that every
CNF-formula

with n variables and m clauses reduced to a problem ~ in TOYS is satisfiable if and only if 7 is
solvable. Consider the following rules.

1. Variable x; corresponds to a card c¢;.

2. There are two columns with m positions on every card, so there is one row for each clause.
If z; occurs in clause j then the hole in position j in the left column is covered.

If Z; occurs in clause j then the hole in position j in the right column is covered.

There are holes in all other positions.

A

There is an additional card ¢, 41 with holes only in the left column.

If ¢ is satisfied for an assignment of x1, . .., z, then the corresponding puzzle v is solvable, because
if ; = 1 then card ¢; can be put down "right side up” and thus covering the holes in the left column
corresponding to the clauses x; satisfies. If ; = 1 then the card ¢; should be placed "up-side-down”
and in the same way covering holes. Since the formula was satisfied, every clause must be satisfied
and therefore the left holes in every row are covered. The extra card ¢,41 is used for covering the
holes in the right column that might occur when all variables in a clause are set to 1, so all right
holes are covered too.

Conversely, if the puzzle 7 is solved, we can easily find an assignment to z1,...,x, satisfying
o from the following rule:

S { 1, if ¢; is right side up
' 0, otherwise

We also need to check the placing of the extra card; if it is up-side-down we simply invert the

assignment of all variables. When all holes are covered we also have, by construction, that all
clauses are satisfied. We have shown that CNF-SAT can be reduced to TOYS. a

Solution to Processorschemaliggning
First we need to show that the problem is in NP. This is true because we can guess a scheduling
of the jobs and then easily verify that it is valid.

Next, to prove that SCHEDULE is NP-complete, we have to reduce an NP-complete problem to
it. We choose to reduce the NP-complete problem 3-COLORING to SCHEDULE. This means that,
given a graph G = (V, E), we want to create an instance of SCHEDULE such that the graph can
be colored with 3 colors if and only if the jobs can be scheduled in 3 time units.

We create a job for each vertex in the graph and if the vertex ¢ is a neighbor to the vertex j
we add the condition that job ¢ can not be executed at the same time as job j. Let each color
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correspond to a time unit. Then we claim that the graph can be colored with 3 colors if and only
if the jobs can be executed in 3 time units. First, if the graph can be colored with 3 colors let C
be the vertices that is colored with the first color. There is no edge between the vertices in C; and
hence the corresponding jobs can all be executed in the first time unit. The same is true for colors
2 and 3 which gives that all jobs can be executed in 3 time units. On the other hand, if the jobs
can be executed in 3 time units, the vertices that correspond to the jobs in each time unit can be
given one color so that the graph can be 3-colored.

In this way we have reduced 3-COLORING to SCHEDULE and, consequently, SCHEDULE is NP-
complete.

With the same argument we can reduce k-COLORING to SCHEDULE with k£ time units so that
the latter problem is NP-complete for k& > 3.

If we have 2 time steps, the problem can be solved by performing the reduction in the opposite
way. That is, given the jobs and the conditions, we construct a graph which we then try to color
with 2 colors. This can be done in linear time with depth first search, since if a vertex v has color
1, all neighbors to v must have color 2. O

Lo6sning till Lappticke

Lat indata till konstruktionsproblemet LK vara en lista med talpar (b;, h;), 1 < i < n, dér b; och
h; ar bredden och héjden pa en rektangulér lapp, och tva tal B och H som anger bredden och
hojden pa lapptacket. Samtliga tal dr positiva heltal.

En 16sning till problemet &r en lista (I;, z;, yi, vi), dér I;, 1 <1; < n, anger numret pa den lapp
som ska placeras med sitt nedre vanstra horn i position (z;,y;) och v; ar en boolesk variabel som
anger om lappen ska vridas. Lapparna far inte 6verlappa och méste técka samtliga punkter med
koordinater (z,y) dir 0 < 2 < B och 0 < y < H. Inga andra punkter far tickas.

Vi kallar beslutsproblemet, att avgéra om det finns en 16sning till LK, for LB. For att visa att
LB &r NP-fullstdndigt visar vi att LB ligger i NP och att SUBSET SUM, ett kdnt NP-fullstandigt
problem, kan reduceras till LB.

For att visa att LB ligger i NP s& maste vi visa att man pé polynomisk tid kan verifiera att en
foreslagen 16sning till LK &r korrekt. Vi behéver kontrollera att lapparna ligger inom lapptéacket,
att de inte overlappar varandra, att ingen lapp anvinds mer &n en géng och att deras totala yta
ar BH. Losningen innehaller hogst n lappar och man kan kontrollera om en lapp ligger inom
lapptiicket pa O(1) tid. Det finns O(n?) par av lappar och man kan kontrollera om tva lappar r
disjunkta pa O(1) tid. For att kontrollera att ingen lapp anvinds mer &n en gang kan vi pricka av
lapparna pa en lista; detta kan goras pa4 O(n) tid. Att berdkna den totala ytan kan ocksd goras
pa O(n) tid. Hela kontrollen kan alltsd géras pa polynomisk tid.

Notera att storleken pd lapparna dr kvadratisk i talen @ indata. Det betyder att storleken péd
lapparna dr exponentiell i ldngden pa indata, eftersom det bara tar logaritmiskt manga bitar
att representera ett tal ¢ indata. En algoritm som gar igenom alla kvadratmillimetrar i lapptdcket
for att kontrollera om det finns nagra hal tar ddrfor exponentiell tid i lingden pd indata, men
beskrivet med talen i indata blir kompleziteten polynomisk. Detta dr ddrfor ett exempel pa en
pseudopolynomisk algoritm.

En instans av SUBSET SUM bestar av en méngd positiva heltal p;, pa, ..., p, och ett positivt
heltal K. Man ska avgora om det finns en delméngd av dessa tal vars summa ar K.

Betrakta LB-instansen (p;, 1), 1 < ¢ < n, dér p; och 1 ar bredden och héjden pa en rektangulér
lapp, och tva tal K och 1 som anger bredden och héjden pa lappticket. Om SUBSET SUM har
en 16sning s& gar det att konstruera ett sadant lapptéicke. A andra sidan, om SUBSET SUM inte
har en 16sning sa finns det inget lapptéacke. Reduktionen ar darfor korrekt. Denna Karp-reduktion
tar polynomisk tid och vi har alltsa visat att SUBSET SUM < LB. O
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