Forelasning 11
SF1661 Perspektiv pa matematik

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se

29 september 2022

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se

SF1661 CLGYM1 HT22. F11



Komplexa tal

Mer om komplexa tal och faktorisering av
polynom
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Faktorsatsen galler aven for polynom med komplexa
koefficienter

Faktorsatsen

Om p(z) ar ett polynom med komplexa koefficienter,
grad(p) > 1, och z; &r ett komplext tal, s& géller att

p(20) =0 = p(2) = (z2-20)9q(2)

dar q &r ett polynom, grad(q) = grad(p) — 1.
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Faktorsatsen

Lat

p(z) =Z% - (24 i)z +2i
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Faktorsatsen

Lat

p(z) =Z% - (24 i)z +2i
Man ser att z = i ar ett nollstalle till p,

p(i)=~R-(2+0)i+2i=-1-2i+1+2i=0.
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Faktorsatsen

Lat

p(z) =Z% - (24 i)z +2i
Man ser att z = i ar ett nollstalle till p,

p(i)=~R-(2+0)i+2i=-1-2i+1+2i=0.

Enligt faktorsatsen ar da (z — i) en faktor i p,
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Faktorsatsen

Exempel
Lat

p(z) =Z% - (24 i)z +2i
Man ser att z = i ar ett nollstalle till p,
p()=PF—-2+i)i+2i=-1-2i+1+2i=0.

Enligt faktorsatsen ar da (z — i) en faktor i p, och mycket riktigt
ar
p(2) = (z-i)(z-2)
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Faktorsatsen

Bestam alla komplexa |I6sningar till ekvationen
X3+ (=2 - 20)x% + (=1 + 2i)x + (24 4i) =0,

da man vet att x = 1 + 2i ar en l6sning. Skriv ocksa vanster led
som produkt av férstagradspolynom.
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Faktorsatsen

Bestam alla komplexa |I6sningar till ekvationen

X34 (=2 -2))x% + (-1 +2)x + (2+4i) =0,

da man vet att x = 1 + 2i ar en l6sning. Skriv ocksa vanster led
som produkt av férstagradspolynom.

Losning: Satt p(x) = x3 4 (=2 — 2i)x2 + (=1 + 2i)x + (2 + 4i).
Eftersom p(1 + 2i) = 0 géller enligt faktorsatsen att
(x — (1 +2i)) ar en faktor i p,

p(x) = (x = (1 +20)) q(x)
Vi bestammer g med hjalp av polynomdivision.
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Faktorsatsen

i
X — Xl

><3 o (-1~L;)y1 b Quzg)y 4(149;) M

- (% G
Sy e

e @ Wz 11|

ST L
Ml e

@)

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se
SF1661 CLGYM1 HT22. F11 6/29



Faktorsatsen

Alltsa ar
p(x) = (x = (1+2i) (x2 - X - 2)

och &vriga l6sningar till p(x) = 0 ges av x> — x —2 = 0 dvs
x=-1vx=2.

Det innebar ocksa att p kan faktoriseras

p(x)=(x—-(14+2))(x-=2)(x+1)
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Faktorisering av polynom

Algebrans fundamentalsats

Varje polynom
p(z) = anz" + a2+, +az+ ap, grad(p) > 1,

dara; € C,i=0,1,...n, har ett nollstélle i det komplexa
talplanet.
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Faktorisering av polynom

Algebrans fundamentalsats
Varje polynom
p(z) = anz" + ap1z" ' + ... + a1z + ap, grad(p) > 1,

dara; € C,i=0,1,...n, har ett nollstélle i det komplexa
talplanet.

Dvs ekvationen p(z) = 0 har (minst) en |6sning i det komplexa
talplanet.
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Faktorisering av polynom

Félidsats till Algebrans fundamentalsats

Varje polynom p(z) med komplexa koefficienter och av gradtal
n > 1 kan faktoriseras som en produkt av en konstant och n
stycken forstagradsfaktorer

p(z2)=y(z-a1)(z-az)...(z-an)
daryochaj, i=1,2,...,nar komplexa tal.

Talen a; ar polynomets samtliga nollstéllen.
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Faktorisering av polynom

Lat p(z) = 2x3 4 (=4 — 4i)x® + (=2 + 4i)x + (4 + 8i).
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Faktorisering av polynom

Lat p(z) = 2x3 + (=4 — 4i)x® + (-2 + 4i)x + (4 + 8i). Da &r

p(z) = 2x3 + (=4 — 4)x® + (=2 + 4i)x + (4 + 8i)
{vi bryter ut en faktor 2}
=2(x®+ (-2 - 2i)x% + (=1 + 20)x + (2 + 4i))
{enligt faktorisering i tidigare exempel}
=2(x-(1 +2i))(x2—x—2)
=2(x-(1+2))(x-2)(x+1)
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Faktorisering av polynom

Faktorers och nollstéllens multiplicitet — exempel

f(z) = x" —2x8 +2x% —2x* + x3
=x3(x=12(x+i)(x=1)
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Faktorisering av polynom

Faktorers och nollstéllens multiplicitet — exempel

f(z) = x" —2x8 +2x% —2x* + x3
=x3(x=12(x+i)(x=1)

Faktorn x och motsv. nollstélle x = 0 har multiplicitet 3
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Faktorisering av polynom

Faktorers och nollstéllens multiplicitet — exempel

f(z) = x” —2x8 +2x% —2x* + x3
=x3(x=12(x+i)(x=1)

Faktorn x och motsv. nollstélle x = 0 har multiplicitet 3
Faktorn x — 1 och motsv. nollstélle x = 1 har multiplicitet 2
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Faktorisering av polynom

Faktorers och nollstéllens multiplicitet — exempel

f(z) = x” —2x8 +2x% —2x* + x3
=x3(x=12(x+i)(x=1)

Faktorn x och motsv. nollstélle x = 0 har multiplicitet 3
Faktorn x — 1 och motsv. nollstélle x = 1 har multiplicitet 2
Faktorn x — i och motsv. nollstélle x = i har multiplicitet 1
Faktorn x + i och motsv. nollstélle x = —i har multiplicitet 1
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Foljdsats till Algebrans fundamentalsats - bevisidé

Sats: Ett polynom p(z) av grad n > 1 med komplexa koefficienter kan
skrivas som en produkt av en konstant och n stycken
forstagradspolynom pa formen (z — ).
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Foljdsats till Algebrans fundamentalsats - bevisidé

Sats: Ett polynom p(z) av grad n > 1 med komplexa koefficienter kan
skrivas som en produkt av en konstant och n stycken
forstagradspolynom pa formen (z — ).

Bevisidé: Tag p(z) av gradtal n > 1
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Foljdsats till Algebrans fundamentalsats - bevisidé

Sats: Ett polynom p(z) av grad n > 1 med komplexa koefficienter kan
skrivas som en produkt av en konstant och n stycken
férstagradspolynom pé& formen (z — a).

Bevisidé: Tag p(z) av gradtal n > 1
Enligt Algerbrans fundamental sats finns ett tal @y sadant att
p(ai) = 0.
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Foljdsats till Algebrans fundamentalsats - bevisidé

Sats: Ett polynom p(z) av grad n > 1 med komplexa koefficienter kan
skrivas som en produkt av en konstant och n stycken
férstagradspolynom pé& formen (z — a).

Bevisidé: Tag p(z) av gradtal n > 1

Enligt Algerbrans fundamental sats finns ett tal @y sadant att

p(ai) = 0.

Enligt faktorsatsen kan vi da skriva p(z) = (z — a1)q(z) dér q(z) ar
polynom av gradtal n — 1
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Foljdsats till Algebrans fundamentalsats - bevisidé

Sats: Ett polynom p(z) av grad n > 1 med komplexa koefficienter kan
skrivas som en produkt av en konstant och n stycken
férstagradspolynom pé& formen (z — a).

Bevisidé: Tag p(z) av gradtal n > 1

Enligt Algerbrans fundamental sats finns ett tal @y sadant att

p(ai) = 0.

Enligt faktorsatsen kan vi da skriva p(z) = (z — a1)q(z) dér q(z) ar
polynom av gradtal n — 1

Enligt Algerbrans fundamental sats finns nu ett tal @, sddant att
g(az) = 0, och enligt faktorsatsen far vi d&

p(2) = (z - a1)q(2) = (2 — a1)(z — az2)r(2)
dar r ar ett polynom av grad n — 2
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Foljdsats till Algebrans fundamentalsats - bevisidé

Sats: Ett polynom p(z) av grad n > 1 med komplexa koefficienter kan
skrivas som en produkt av en konstant och n stycken
férstagradspolynom pé& formen (z — a).

Bevisidé: Tag p(z) av gradtal n > 1

Enligt Algerbrans fundamental sats finns ett tal @y sadant att

p(ai) = 0.

Enligt faktorsatsen kan vi da skriva p(z) = (z — a1)q(z) dér q(z) ar
polynom av gradtal n — 1

Enligt Algerbrans fundamental sats finns nu ett tal @, sddant att
g(az) = 0, och enligt faktorsatsen far vi d&

p(z) = (2= a1)q(2) = (z2 - 1)(z - a2)r(2)

dar r ar ett polynom av grad n — 2
osv osv tills vi skrivit p som en produkt av n férsta gradspolynom och
en konstant.
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Foljdsats till Algebrans fundamentalsats - bevisidé

Sats: Ett polynom p(z) av grad n > 1 med komplexa koefficienter kan
skrivas som en produkt av en konstant och n stycken
férstagradspolynom pé& formen (z — a).

Bevisidé: Tag p(z) av gradtal n > 1

Enligt Algerbrans fundamental sats finns ett tal @y sadant att

p(ai) = 0.

Enligt faktorsatsen kan vi da skriva p(z) = (z — a1)q(z) dér q(z) ar
polynom av gradtal n — 1

Enligt Algerbrans fundamental sats finns nu ett tal @, sddant att
g(az) = 0, och enligt faktorsatsen far vi d&

p(z) = (2= a1)q(2) = (z2 - 1)(z - a2)r(2)

dér r &r ett polynom av grad n — 2
osv osv tills vi skrivit p som en produkt av n férsta gradspolynom och
en konstant. oBs: kan formuleras mer strikt med induktion éver gradtalet n.
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Faktorisering av polynom

Vi vet nu att n:te-grads polynom med komplexa koefficienter
alltid kan faktoriseras fullstandigt till en produkt av n st.
férstagradspolynom med komplexa koefficienter.
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Faktorisering av polynom

Vi vet nu att n:te-grads polynom med komplexa koefficienter
alltid kan faktoriseras fullstandigt till en produkt av n st.
férstagradspolynom med komplexa koefficienter.

Annorlunda uttryckt: Om p(x) &r ett polynom med komplexa

koefficienter av gradtal n > 1 har ekvationen p(x) = 0 alltid
precis n stycken nollstéllen (rdknade med multiplicitet)
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Faktorisering av polynom

Vi vet nu att n:te-grads polynom med komplexa koefficienter
alltid kan faktoriseras fullstandigt till en produkt av n st.
férstagradspolynom med komplexa koefficienter.

Annorlunda uttryckt: Om p(x) &r ett polynom med komplexa
koefficienter av gradtal n > 1 har ekvationen p(x) = 0 alltid
precis n stycken nollstéllen (rdknade med multiplicitet)

Men hur ser det ut om vi begransar oss till polynom med reella
koefficienter och vill faktorisera dessa sa langt som majligt till
en produkt av polynom med reella koefficienter?
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Faktorisering av polynom

For andragradspolynom med reella koefficienter finns tre fall

Exempel:
I: Tva reella nollstillen x2 — x — 6 har nollstéllen x = 3 och

x=-20chx?-x-6=(x-3)(x+2)
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Faktorisering av polynom

For andragradspolynom med reella koefficienter finns tre fall

Exempel:
I: Tva reella nollstillen x2 — x — 6 har nollstéllen x = 3 och

x=-20chx?-x-6=(x-3)(x+2)
Il. Ett reellt nollstélle av mulitplicitet tva x®> — 4x + 4 har en
dubbelrot x = 2 och X% — 4x + 4 = (x — 2)?
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Faktorisering av polynom

For andragradspolynom med reella koefficienter finns tre fall

Exempel:

I: Tva reella nollstéllen x2 — x — 6 har nollstdllen x = 3 och
x=-20chx?-x-6=(x-3)(x+2)

Il. Ett reellt nollstélle av mulitplicitet tva x®> — 4x + 4 har en
dubbelrot x = 2 och X% — 4x + 4 = (x — 2)?

lll. Tva icke-reella komplexkonjugerade nollstéllen

x? — 2x + 5 har nollstallen

X=1++V12-5=1+2j e x=1+2ivx=14+2i=1-2j

X2 —2x+5=(x-(1+2i)(x-(1-2i))
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Faktorisering av polynom

Uppgift

Lat p(x) = x* —2x3 + 4x® + 2x - 5.

Visa att p(1) = p(-1) = 0.

Bestam alla komplexa I6sningar till ekvationen p(x) = 0.
Faktorisera p(x) sa langt som majligt i polynom med reella
koefficienter.

Faktorisera p(x) sa langt som méjligt i polynom med komplexa
koefficienter.
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Arimetik med komplexa tal
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Faktorisering av polynom

Lat p(x) = anx" + a,_1 X" + ... + a1 x + ap vara ett polynom
med grad(p) =n>1ochaeR,j=0,1,...n.
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Faktorisering av polynom

Sats

Lat p(x) = anx" + ap_1x"~' 4 ... 4 a;x + ao vara ett polynom
med grad(p) =n>1ochaeR,j=0,1,...n. Dakan p skrivas
som en produkt av férstagrads- och andragradspolynom med
reella koefficienter, dar andragradspolynomen saknar reella
nollstéllen, dvs

p(X):an(X—oq)...(X—ak)(Xz+ﬁ1x+y1)...(X2+,BmX+ym)

darajeR,j=0,1,...k,8,7;€R,j=0,1,...moch

k +2m = n. Fér varje andragadsfaktor galler att

(2 + Bix + ;) = ((x = (¢ + id)) ((x - (¢; — idh)) dér d # O,
j=0,1,...m, dvs dessa har tva komplexkonjugerade nollstallen
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Bevis av satsen om polynom med reella koefficienter

Lemma

Lat p(x) vara ett polynom med reella koefficienter. Om
Zp = a + ib ar ett nollstélle till p s ar ocksa zy = a — ib ett
nollstalle till p.

Bevis av Lemma i fallet grad(p) = 3
Antag att p(z) = azx® + axx? + ayx + ag, dar a; € R,
i=0,1,2,3 och anta att p(zp) =0 .
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Bevis av satsen om polynom med reella koefficienter

Lemma

Lat p(x) vara ett polynom med reella koefficienter. Om
Zp = a + ib ar ett nollstélle till p s ar ocksa zy = a — ib ett
nollstalle till p.

Bevis av Lemma i fallet grad(p) = 3
Antag att p(z) = azx® + axx? + ayx + ag, dar a; € R,
i=0,1,2,3 och anta att p(zp) = 0 . D4 géller att

0="0=p(20) = aszd + a2z2 + arzo + a
= a3zg+agz§+a1zo+a_o:a_328+a_gz§+a1zo +ag =

= @3720° + @20 + &120 + 8o = @2° + aZo® + a12p + a = p (%)
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Bevis av satsen om polynom med reella koefficienter

Lemma

Lat p(x) vara ett polynom med reella koefficienter. Om
Zp = a + ib ar ett nollstélle till p s ar ocksa zy = a — ib ett
nollstalle till p.

Bevis av Lemma i fallet grad(p) = 3
Antag att p(z) = agx® + a>x® + a;x + ap, dér a; € R,
i=0,1,2,3 och anta att p(zp) = 0 . D4 géller att

0="0=p(20) = aszd + a2z2 + arzo + a
= a3zg+agz§+a1zo+a_o:a_328+a_gz§+a1zo +ag =

= @3720° + @20 + &120 + 8o = @2° + aZo® + a12p + a = p (%)

Viharanvantz+w=zZ+w,zw =zZwoch X =xom x € R.
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Bevis av satsen om polynom med reella koefficienter

Lat nu p(x) vara ett n:te gradspolynom med reella koefficienter,
p(x) =anx"+...a1x+as, a €R,Vi
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Bevis av satsen om polynom med reella koefficienter

Lat nu p(x) vara ett n:te gradspolynom med reella koefficienter,
p(x) =anx"+...a1x+as, a €R,Vi
Da finns (Alg fund sats) komplexa tal a1, ay, ..., a, sadana att

p(x) =an(x—aq)(x —az)...(x —ap)
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Bevis av satsen om polynom med reella koefficienter

Lat nu p(x) vara ett n:te gradspolynom med reella koefficienter,
p(x) =anx"+...a1x+as, a €R,Vi

Da finns (Alg fund sats) komplexa tal a1, ay, ..., a, sadana att
p(x) =an(x—aq)(x —az)...(x —ap)

Icke-reelia nollstallen maste enligt lemmat komma i form av
komplexkonjugerade par. Antag t ex att «y = ¢+ id, d # 0. Da
maste aven ¢ — id vara ett nollstélle, s&g ap, = ¢ — id.
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Bevis av satsen om polynom med reella koefficienter

Lat nu p(x) vara ett n:te gradspolynom med reella koefficienter,
p(x) =anx"+...a1x+as, a €R,Vi

Da finns (Alg fund sats) komplexa tal a1, ay, ..., a, sadana att
p(x) =an(x—aq)(x —az)...(x —ap)

Icke-reelia nollstallen maste enligt lemmat komma i form av
komplexkonjugerade par. Antag t ex att «y = ¢+ id, d # 0. Da
maste aven ¢ — id vara ett nollstélle, s&g ap, = ¢ — id. Da far vi

(x —ar) (x —az) = (x = (c + id)) (x - (¢ - id))
=((x-c)—id)((x—c) +id)
= ((x = ¢)? - (id)?) = x* - 2cx + ¢2 + d?

Satsen féljer av detta
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Faktorisering av polynom

Los ekvationen p(x) = 0 da p(x) = x* + x3 — x2 + x — 2, och
man vet att p(i) = 0.
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Faktorisering av polynom

Exempel

Los ekvationen p(x) = 0 da p(x) = x* + x3 — x2 + x — 2, och
man vet att p(i) = 0.

D4 p har reella koefficenter &r &ven i = —i ett nollstalle, och
enligt faktorsatsen ar da bade (x — i) och (x — (=i)) = (x + 1)
faktorer till p,
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Faktorisering av polynom

Exempel
Los ekvationen p(x) = 0 da p(x) = x* + x3 — x2 + x — 2, och
man vet att p(i) = 0.

D4 p har reella koefficenter &r &ven i = —i ett nollstalle, och
enligt faktorsatsen &ar da bade (x — i) och (x — (=i)) = (x + i)
faktorer till p, sa

p(x) = (x = i)(x +)q(x) = (x* +1)q(x)

for nagot polynom q.
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Faktorisering av polynom

Exempel
Los ekvationen p(x) = 0 da p(x) = x* + x3 — x2 + x — 2, och
man vet att p(i) = 0.

D4 p har reella koefficenter &r &ven i = —i ett nollstalle, och
enligt faktorsatsen &ar da bade (x — i) och (x — (=i)) = (x + i)
faktorer till p, sa

p(x) = (x = i)(x +)q(x) = (x* +1)q(x)

fér nagot polynom g. Polynomdivision q(x) = p(x)/(x? + 1) ger
q(x) =x2+x-2sa

p(x) = (x = )(x + 1) (x® + x - 2)
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Faktorisering av polynom

Allts& har p(x) = 0 ocksa lésningar som ar nollstéllena till
x2 4+ x—2,dvs x = 1 eller x = —2. Alltsd ar

pX)=x*+x3-x2 4 x-2=(x=-N)(x+)(x=1)(x+2)
=+ 1N)(x-1)(x+2)

ochp(x) =0 < xeli,—-i,1,-2}.
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Ekvationslosning

Bestam alla komplexa lésningar till ekvationen z3 —1 =0

Metod I:
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Ekvationslosning

Exempel
Bestam alla komplexa lésningar till ekvationen z3 —1 =0

Metod I: Vi ser lI6sningen z = 1, och vet da ocksa att (z— 1) ar
en faktor i z3 — 1. Polynomdivision ger

Z-1=(z-1)(22+z+1)
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Ekvationslosning

Exempel

Bestam alla komplexa lésningar till ekvationen z3 —1 =0

Metod I: Vi ser lI6sningen z = 1, och vet da ocksa att (z— 1) ar
en faktor i z3 — 1. Polynomdivision ger

Z-1=(z-1)(22+z+1)

(Annat perspektiv: z2 + z 4+ 1 = {geometrisk summa} = 223%11)
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Ekvationslosning

Exempel

Bestam alla komplexa lésningar till ekvationen z3 —1 =0

Metod I: Vi ser lI6sningen z = 1, och vet da ocksa att (z— 1) ar
en faktor i z3 — 1. Polynomdivision ger

Z-1=(z-1)(22+z+1)

(Annat perspektiv: z° + z + 1 = {geometrisk summa} = 223%11)

Ovriga 16sningar fas fran

1 )2 3 1.V3
B 2

Z24z241=0 (z+§

|
A
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Ekvationslosning

Exempel

Bestam alla komplexa lésningar till ekvationen z3 — 1 = 0.

Metod II: (fungerar for alla s k binomiska ekvationer
z"-w=0,neN, we C en konstant.)
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Ekvationslosning

Exempel

Bestam alla komplexa lésningar till ekvationen z3 — 1 = 0.

Metod II: (fungerar for alla s k binomiska ekvationer
z"-w=0,neN, we C en konstant.)
Skriv ekvationen z8 = 1, och ga dver till polar form.
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Ekvationslosning

Exempel

Bestam alla komplexa lésningar till ekvationen z3 — 1 = 0.

Metod II: (fungerar for alla s k binomiska ekvationer
z"-w=0,neN, we C en konstant.)

Skriv ekvationen z8 = 1, och ga dver till polar form.

Den obekanta z ansétts pa polar form z = re", r och v ar
obekanta.
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Ekvationslosning

Exempel

Bestam alla komplexa lésningar till ekvationen z3 — 1 = 0.

Metod II: (fungerar for alla s k binomiska ekvationer
z"-w=0,neN, we C en konstant.)

Skriv ekvationen z8 = 1, och ga dver till polar form.

Den obekanta z ansétts pa polar form z = re", r och v ar
obekanta. Hégerled skrivs pa polar form: 1 = 1 - %',
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Ekvationslosning

Exempel

Bestam alla komplexa lésningar till ekvationen z3 — 1 = 0.

Metod II: (fungerar for alla s k binomiska ekvationer
z"-w=0,neN, we C en konstant.)
Skriv ekvationen z8 = 1, och ga dver till polar form.
Den obekanta z anséatts pa polar form z = re", r och v ar
obekanta. Hégerled skrivs pa polar form: 1 = 1 - %',
. \3 . . ,

=1 (") =16 = P =1.¢"
Tva komplexa tal pa polar form ar lika OMM deras belopp ar
lika och argumentet &r lika s& nar som pa multiplar av 2m.
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Ekvationslosning

Tva komplexa tal pa polar form ar lika OMM deras belopp &r lika och
argumentet ar lika s& nar som pa multiplar av 27. Alltsa far vi (kom
ihag att r = |z| > 0)

rd=1 r=
=
3v=0+2nn,neZ
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Ekvationslosning

Tva komplexa tal pa polar form ar lika OMM deras belopp &r lika och
argumentet ar lika s& nar som pa multiplar av 27. Alltsa far vi (kom
ihag att r = |z| > 0)

rd=1 r=
=
3v=0+2nn,neZ

saz =re" = e5" neZ.Eftersom e ar 2n-periodisk, ger detta
tre oilka l6sningar svarande mottex n=0,1,2,
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Ekvationslosning

Tva komplexa tal pa polar form ar lika OMM deras belopp &r lika och
argumentet ar lika s& nar som pa multiplar av 27. Alltsa far vi (kom
ihag att r = |z| > 0)

rd=1 r=
=
3v=0+2nn,neZ

saz =re" = e5" neZ.Eftersom e ar 2n-periodisk, ger detta
tre oilka lI6sningar svarande mottex n=0,1,2,

i2n.
2026’30260:1

e o2 2h 1 VB,
zZ1 =€e3 —coss—i—lsm3 2+ 2/
zzze"%n'zzcos“-—n—i—isin“-—n_ l \/5
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Enhetsrotter

P& motsvarande satt kan ekvationen z" = 1 I6sas for alla
naturliga tal n. Lésningarna kallas enhetsrotter av ordning n.
("Rétter ur enheten” = "Rotter ur 17)

Se vidare inlamningsuppgift pa detta tema.
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Binomisk ekvation

Exempel

Los ekvationen z2 =1 + i
Vi gér dver till polér form.

, N2 .
Ansétt z = re, vilket ger z% = (re"’) = r?g2v,
For hogerledet far vi, observera att [1 + i| = V2,

(1+i)= ‘/_(i\/_—i-l%/_)— Vﬁ(cos%—i—isin %): V2e'i

Alltsa far vi
2Z=1+i = r?e®V = V2t

och
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Binomisk ekvation

4
221v \/_e —> "2:‘/E — I':‘/E
2v =24 2nn v=g+mn
darneZ.

Det ger oss ldsningar
i 4 i
z=reV = V2ei(§+™)  nez,
som antar tva olika varden, t ex de som svarar mot n = 0 och

n=1,
4 i 4 P9
Zo = V2e's och z; = V2e's
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Andragradsekvation med fOrstagradsterm

Exempel

Los ekvationen z2 —4iz—-5-j=0

Vi kvadratkompletterar vanster led for att f ekvationen pa
binomisk form.

22—4iz-5-i=0 & (z-2i)2-1-i=0 & (z-2i)> =1+i

Vi gor substitutionen w = (z — 2i) och far den binomiska
ekvationen
w2 =1+

som kan lésas enligt ovan och ger

4= 4= ;9
wo = V2e's och wy = V2e's
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Andragradsekvation med fOrstagradsterm

wo = V2e'% och wy = V2e'%
Eftersom w = (z - 2/) & z = w + 2j ger detta tva I6sningar

Z0 = Wo + 2i = V2e's 4 2j = %(cosg+ising)+2i

V2y2+ V2 2+43242-+2
2 ! 2

%cosg + i(2 + (%sin g))

7y =wy +2i = V2el% +2i = %(cos%+isin9§)+2i

V2y2+ V2 2-242-+2
2 ! 2

= \A/ECOS%Z + i(2 + (%sin %)) =
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