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Komplexa tal

Varfor? Vad? Hur?
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Komplexa tal — historia

Lésningar till 3:e-gradsekvationer

Cardanos formel (1500-tal) Ekvationen
xX*=px+q

har en 16sning
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Komplexa tal — historia

Lésningar till 3:e-gradsekvationer

Cardanos formel (1500-tal) Ekvationen
xX*=px+q

har en 16sning

S N EEER A ERE)

Aven for vissa naturliga tal p och g som ger en 18sning x € N,
ger formeln rakning med komplexa tal "pa vagen” .
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Komplexa tal — historia

Lésningar till 3:e-gradsekvationer

Exempel. Med p = 15 och g = 4 fas ekvationen
x3 =15x + 4,

och Cardanos formel ger

A T -
~\2 2 3 2 2 3
= i/2+ «/4—125+i/2— V4125 = Y2+ 11i+ V2 - 11i

= {som kan férenklas till Id6sningen} = 4
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Komplexa tal — tillampningar

Ellara

jw - metoden for berdkningar pa vaxelstromskretsar.

Kvantmekanik

Kvantmekanikens grundekvation &r den sa kallade
Schrédingerekvationen,

A _ 2
ot~ o2

med ldsningar f(x, t), funktioner som har komplexa tal som
varden och som beskriver tilstandet for ett kvantsystem.
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Komplexa tal — matematiskt naturligt

Uppgift

Hitta pa en polynomekvation med naturliga tal som koefficienter
och som inte har nagot naturliga tal som I6sning.
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Komplexa tal — matematiskt naturligt

Uppgift

Hitta pa en polynomekvation med naturliga tal som koefficienter
och som inte har nagot naturliga tal som I6sning.

Exempel: x+1=0

Uppgift
Gor det samma for hela tal, rationella tal och reella tal.
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Komplexa tal — matematiskt naturligt

Uppgift

Hitta pa en polynomekvation med naturliga tal som koefficienter
och som inte har nagot naturliga tal som I6sning.

Exempel: x+1=0

Uppgift
Gor det samma for hela tal, rationella tal och reella tal.

Exempel: 2x — 3 = 0 (heltalskoefficienter men ingen
heltalslésning)

Exempel: x> — 2 = 0 (rationella koefficenter, men Idsningarna
x=+V2¢Q

Exempel: x2 + 1 = 0 (reella koefficienter, inga reella Idsningar)
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Komplexa tal — matematiskt naturligt

Sats

En polynomekvation med komplex tal som koefficienter har
alltid komplexa lésningar.

Om ekvationen &r av gradtal n finns det n stycken lésningar
(rdknade med mulitplicitet)

Vi aterkommer till detta nésta férelasning.
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Komplexa tal

C={x+Iy:xy € R} =de komplexa talen

De fyra réknesétten fungerar som fér reella tal
med tillagget i° = —1. Talet i kallas den imaginéra enheten.
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Komplexa tal

C={x+Iy:xy € R} =de komplexa talen

De fyra réknesétten fungerar som fér reella tal
med tillagget i° = —1. Talet i kallas den imaginéra enheten.

Definition
Om z ar det komplexa talet z = a + ib definieras

Re(z) = a (realdelen av 2)
Im(z) = b (imaginardelen av z)

Observera att Im(z) ar ett reellt tal.
Om Re(z) = 0 sags z vara (rent) imaginart.
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Arimetik med komplexa tal

(e +5h) whesis) - (el Lo
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Arimetik med komplexa tal
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Arimetik med komplexa tal

Uppgift
Lat -
z:(§+i) och w=1-2i

Beréakna >
z+w, 2z—w, zw och w
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Arimetik med komplexa tal
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Komplexa tal
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Komplexa tal

For ett komplext tal z = a + ib definierar vi

|z| = Va2 + b2 (beloppet av z)

z=a-ib (komplexkonjugatet av z)
Och kom ihag att

Re(z) = a (realdelen av z)
Im(z) = b (imaginérdelen av z)
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Komplexa tal
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Komplexa tal

Geometrisle bold ac 4 dd Loon
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Komplexa tal

Geomedroslasihe | L Seels Crabe € con
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Komplexa tal

Sats - komplexkonjugatets egenskaper

Om z och w ar komplexa tal galler att

(z+w)=Z+Ww

(zw) =

(%)

W

NI

z
=, omw=#0
w
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Komplexa tal
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Komplexa tal

Sats — absolutbeloppets egenskaper

Om z och w ar komplexa tal galler att
lzw| = |z||w]|
z z
|—| = u, omw#0
wi|w|

|lz+ w| < |z|+|w| (Triangelolikheten)
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Komplexa tal
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Komplexa tal
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Komplexa tal — polar form
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Komplexa tal - polar form

Polar form av komplexa tal

Ett komplext tal z = a + ib kan skrivas pa polar form

Z=r(cosV +isinv)

dar r = |z| = Va2 + b2 och v ar en losning till ekvationerna

a a
cosv = = =
7 a2+ b2
i b b
sinv. ===
r a2 +b2

v kallas ett argument till z, v = arg(z).
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Komplexa tal
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Komplexa tal

Skrev 2203 <5 & poldr Jorm

L) ey =
Al ar =9 (@l isml)
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Komplexa tal
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Komplexa tal

Tolar :gorm e Mwﬁéiﬂ%&aéﬁon S Ve

0w LN e&s:y,%)

W= (mvm’so'm/] oo

-~

2. = (a0 lwl (@rwe csiu) (o veisay]

S 2] <¢mumv~55nas&av)
+ C<5Jm/m¢+ ml/ﬁwf%u,}

(/7](%&\/\ iy 6\24{@9/\)

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se
SF1661 CLGYM1 HT22. F10 28/39



Komplexa tal - polar form

Mulitiplikation/division pa poléar form

Om z och w ar tva komplexa tal, z = |z| (cos u + isin u) och
= |w|(cosV + isinv) sa ar

= |Z|]lw| (cos(u + V) + isin(u + V))
z |z

w = iwl (cos(u V) +isin(u-v)), omw=#0

Vid multiplikation multipliceras beloppen och adderas
argumenten.
Vid division divideras beloppen och subtraheras argumenten.
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Komplexa tal
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Komplexa tal
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Komplexa tal - de Moivres formel

de Moivres formel

Om v € R och n € Z galler att

(cos v + isin v)" = cos nv + isin nv

Bevis: For positiva heltal kan vi visa detta med induktion dver n.
Pastendet ar uppenberligen sant fér n = 1
Antag nu att det galler fér n = k > 1. For n = k + 1 fas da

(cos v + isin V) = (cos v + isin v)¥ (cos v + isin v)

enligt induktionsantagandet . ..
? Zeamag (coskv + isinkv) (cos v + isin v)

enigt sats om mult. pa polar form (

cos(k +1)v +isin(k + 1)v)
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Komplexa tal - de Moivres formel

de Moivres formel kan visas aven for negativa
heltalsexponenter.
Formeln ar inte gilitig om exponeten inte ar ett heltal.

de Moivres formel version 2
Om z = r(cosV + isinv) och n € Z géller att

z" = (r(COS V +isin V))n = [ (COS nv + isin nv)
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Komplexa tal
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Komplexa tal
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Komplexa exponentialfunktionen

For ett rent imaginart tal iy, y € R, ar det alltsa naturligt att
definiera '

e¥ =cosy +isiny
vilket leder till féljande generella definition.

Definition — komplexa exponentialfunktionen

Om z = x + iy definierar vi
e? = &tV = X6V = X (cosy + isiny)
Observera att

le¥t¥| = e* och arg(ex+iy) =y
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Komplexa tal
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Komplexa exponentialfunktionen

ex+iyeu+iv _ e(x+u)+i(y+v) .
ex+iy
eu+tiv

(ex+ ’y)n ="tV nez

_ -y,
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Komplexa tal - trigonometriska funktioner

Vi har for x € R definierat e = cos x + isin x.
Det féljer att e = cos(—x) + isin(—x) = e* = cos X — isin X
Ur detta kan vi I&sa ut cos x och sin x och fa (for reella x)

eix + e—ix eix _ e—ix

cosX=———— och sinx= -
2 2i

Detta g6r det naturligt med féljande definition

Komplexa trigonometriska funktioner

For ett komplext tal z definerar vi

eiz + e—iz eiz _ e—iz
cosZ=—— och sinz=—F—
2 2i
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