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Logik

Summor, summasymbolen

N∑
k=1

ak

Speciellt
aritmetiska summor
geometriska summor

Induktionsbevis (forts Föreläsning 8)
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Summanotation

Exempel:

9∑
k=1

k · 10k

= 1 · 101 + 2 · 102 + 3 · 103 . . .+ 9 · 109

= 987654321
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Summanotation
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Summanotation — fler exempel

10∑
j=2

j2 = 22 + 32 + . . . 102

3∑
m=−3

2m = 2−3 + 2−2 + 2−1 + 20 + 21 + 22 + 23

5∑
i=0

2 = 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2

n∑
k=m

ak = am + am+1 + · · ·+ an
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Summanotation

Uppgift

Skriv ut termerna i följande summor:

4∑
k=0

(2k + 2)
5∑

j=1

2j

3∑
l=−1

(2l + 4) 2
4∑

m=0

(m + 1)
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Summanotation
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Summanotation

Varje kan summa kan skrivas på (oändligt) många olika sätt
genom att variera indexeringen.
Till exempel är enligt ovan

4∑
k=0

(2k + 2) =
5∑

j=1

2j =
3∑

l=−1

(2l + 4) = 2
4∑

m=0

(m + 1) (= 30)
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Summanotation

Exempel

Ändra indexeringen i summan

S =

10∑
j=1

2j(j + 1)

så att indexeringen börjar på 0, dvs. skriv S på formen

S =
∑
j=0

aj
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Summanotation

Skriv S =
∑10

j=1 2j(j + 1) på formen S =
∑

j=0 aj

Vi tar först k som nytt index, där k = j − 1 så att
k = 0 ⇐⇒ j = 1.

Då är j = k + 1, och k går från 0 till 9 då j
går från 1 till 10. Vi får

10∑
j=1

2j(j + 1) =
9∑

k=0

2k+1(k + 2)

Vi kan nu byta namn på indexet tillbaka till j igen om vi vill, och
får då

10∑
j=1

2j(j + 1) =
9∑

k=0

2k+1(k + 2) =
9∑

j=0

2j+1(j + 2)
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Summor

Sats

n∑
k=m

ak +

n∑
k=m

bk =

n∑
k=m

(ak + bk )

n∑
k=m

ak −

n∑
k=m

bk =

n∑
k=m

(ak − bk )

c
n∑

k=m

ak =

n∑
k=m

cak

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se

SF1661 CLGYM1 HT22. F7 11 / 44



Summor

Uppgift

Förenkla
100∑
k=1

k 2
− 2

99∑
k=0

k − 100
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Summanotation
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Aritmetiska summor
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Aritmetiska summor

Definition

En summa
∑n

k=m ak kallas en aritmetisk summa om
differensen mellan två på varandra följande termer är konstant,
dvs om det finns ett tal d sådant att

ak+1 − ak = d,∀k ∈ {m,m + 1,m + 1, . . . ,n − 1}.

Det betyder alltså att

n∑
k=m

ak = am + (am + d) + (am + 2d) + · · ·+ (am + (n −m)d)
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Aritmetiska summor

Exempel

8 + 11 + 14 + 17 + 20 = {aritmetisk med differens d = 3}

=

4∑
k=0

(8 + 3k )
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Aritmetiska summor

Exempel

Beräkna summan

S =

20∑
k=2

(4k + 1)
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Aritmetiska summor
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Aritmetiska summor

Uppgift

Beräkna summan

S =

7∑
k=0

(3k + 2)
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Aritmetiska summor

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se

SF1661 CLGYM1 HT22. F7 20 / 44



Aritmetiska summor

Sats

Om

S =

N−1∑
k=0

(a0 + kb)

är en aritmetisk summa med N st termer, första term a0 och
sista term aN−1 så är

S =

N−1∑
k=0

(a0 + kb) = N
a0 + aN−1

2

= (antal termer) · (medelvärdet av första och sista termen)
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Aritmetiska summor
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Aritmetiska summor
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Aritmetiska summor
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Geometriska summor

Definition

En summa
∑n

k=m ak kallas en geometrisk summa om kvoten
mellan två på varandra följande termer är konstant, dvs om det
finns ett tal q sådant att

ak+1

ak
= q,∀k ∈ {m,m + 1,m + 1, . . . ,n − 1}.

Det betyder alltså att

n∑
k=m

ak = am + amq + amq2 + · · ·+ amqn−m
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Geometriska summor

Exempel. Skriv utan summatecken och ange kvoten q
5∑

k=1

2k−1 =

10∑
k=1

5 · 10k−1 =

20∑
l=0

(−1)l =

100∑
k=1

4
(1
3

)k
=
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Geometriska summor

Exempel
5∑

k=1

2k−1 = 20 + 21 + 22 + 23 + 24 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16, q = 2 .

10∑
k=1

5 · 10k−1 = 5 · 100 + 5 · 101 + . . .+ 5 · 109 , q = 10

20∑
l=0

(−1)l = (−1)0 + (−1)1 + (−1)2 + . . .+ (−1)20, q = −1

100∑
k=1

4
(1
3

)k
= 4

(1
3

)1
+ 4

(1
3

)2
+ . . . 4

(1
3

)100
, q = 1/3
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Att summera geometriska summor
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Att summera geometriska summor

Uppgift

Beräkna summan

S =

10∑
k=1

1
2n
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Att summera geometriska summor
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Geometriska summor

Sats

Om S =
∑N−1

k=0 a0qk är en geometrisk summa med N st termer,
första term a0 och kvot q , 1 så är

S = a0
1 − qN

1 − q

= (första term) ·
1 − (kvoten)antal termer

1 − (kvoten)

Om q = 1 är S =
∑N−1

k=0 a0qk =
∑N−1

k=0 a01k = Na0
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Att summera geometriska summor
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Att summera geometriska summor
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Induktionsbevis

Introduktion till Induktionsbevis - forsättning följer nästa
föreläsning
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Induktionsbevis

Induktionsbevis är en bevismetod för att bevis en utsaga P(n)
som beror av ett heltal n, och som skall bevisas vara sann för
alla heltal n större än något visst N0.

Exempel på påståenden lämpliga att visa med induktion:
13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + 3 · · ·+ n)2, ∀n ≥ 1

(3 · 9n + 25n) är jämnt delbart med 4 för alla heltal n ≥ 0

2n > n2 för alla heltal n ≥ 5
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Induktionsbevis

Princip

För att visa att ett påsåtende P(n) är sant för alla heltal n ≥ N0:

I. Bevisa att P(N0) är sant . (Induktionsbasen )

II. Bevisa implikationen

P(k ) =⇒ P(k + 1), ∀k ≥ N0,

dvs visa att OM påståendet är sant för något n = k SÅ är det i
så fall också sant för nästa n, n = k + 1. (Induktionssteget)
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Induktionsbevis

Princip

Vi har nu visat
I. P(N0) är sant
II. P(k ) =⇒ P(k + 1), ∀k ≥ N0

Allltså är
— P(N0) sant (enligt I)
— Eftersom P(N0) är sant ger nu II att P(N0 + 1) är sant
— Eftersom P(N0 + 1) är sant ger nu II att P(N0 + 2) är sant
Enligt induktionsprincipen är då P(n) sant för alla heltal
n ≥ N0
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Induktionsbevis
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Induktionsbevis
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