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Ekvationsldsning. Polynom. Olikheter

m Ekvationslésning — principer och logik;

m Polynom och polynomekvationer;

m Faktorsatsen och faktorisering av polynom;

m Ldsning av polynomiella och rationella olikheter.
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Ekvationer

En ekvation (eller en olikhet) ar en 6ppen utsaga.
"Lds ekvationen x2 —2x 4+ 1 =0"
betyder

"For vilka varden pa x &r utsagan x2 — 2x + 1 = 0 en sann
utsaga.”

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se

SF1661 CLGYM1 HT22. F5



Ekvationer

En ekvation (eller en olikhet) ar en 6ppen utsaga.
"Lds ekvationen x2 —2x 4+ 1 =0"
betyder

"For vilka varden pa x &r utsagan x2 — 2x + 1 = 0 en sann
utsaga.”

En ekvation (olikhet) kan ses som ett villkor pa den/de
obekanta variablerna.
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Ekvationer

Los ekvationen 3x +5=x—-1.
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Ekvationer
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Ekvationer

Los ekvationen vx +3 =x+1.
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Ekvationer
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Ekvationer
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Andragradsekvationer

Andragradsekvationen

5 -b + Vb? - 4ac
ax“+bx+c=0 a+#0 < x= 3
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Andragradsekvationer

Andragradsekvationen

o -b + Vb2 —4ac
ax“+bx+c=0, a+0 < x= 3
Genom ledvis division med a fas, med p = b/a och g = ¢/a,
-p= VP2 -4q

X2+px+q=0 & x=

2
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Andragradsekvationer
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Andragradsekvationerr
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Andragradsekvationer
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Andragradsekvationer

Lds ekvationen 6x2 +5x +1=0.
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Andragradsekvationer
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Polynom

Definition
Ett polynom p i variabeln x av grad n med koefficienter a;,
i=0,1,2,...,n, ar ett uttryck av formen

p(x) = anX" + an_1 X" + ...+ a;x + ap, dara, #0.

anx" kallas ledande term
a1 x kallas linjar term
ao kallas konstantterm.
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Polynom

p(x) = 10x° — ix® + % ar ett polynom, grad(p) = 5;
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Polynom

p(x) = 10x5 — mx2 + § &r ett polynom, grad(p) = 5;
q(x) = (x — 2)(x — 1) &r ett polynom, grad(q) = 2;
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Polynom

Exempel

p(x) = 10x® — nx2 +  &r ett polynom, grad(p)
q(x) = (x — 2)(x — 1) &r ett polynom, grad(q) =
I(x) = 2x — 3 &r ett polynom, grad(l) = 1;

2;
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Polynom

Exempel

p(x) = 10x® — nx2 +  &r ett polynom, grad(p)
g(x) = (x —2)(x — 1) &r ett polynom, grad(q) =
I(x) = 2x — 3 &r ett polynom, grad(/) = 1;

k(x) = 7 &r ett konstantpolynom som har vérde 7 fér alla x,
grad(k) = 0;

2;

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se

SF1661 CLGYM1 HT22. F5



Polynom

Exempel

p(x) = 10x® — nx2 +  &r ett polynom, grad(p)
g(x) = (x —2)(x — 1) &r ett polynom, grad(q) =
I(x) = 2x — 3 &r ett polynom, grad(/) = 1;

k(x) = 7 &r ett konstantpolynom som har vérde 7 fér alla x,
grad(k) = 0;

n(x) = 0 ar det konstantpolynom som har vérdet 0 for alla x,
grad(n) ar ej definierat (sags ibland vara = —o0 ).

2;
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Polynom

Exempel

p(x) = 10x® — nx2 +  &r ett polynom, grad(p)
g(x) = (x —2)(x — 1) &r ett polynom, grad(q) =
I(x) = 2x — 3 &r ett polynom, grad(/) = 1;

k(x) = 7 &r ett konstantpolynom som har vérde 7 fér alla x,
grad(k) = 0;

n(x) = 0 ar det konstantpolynom som har vérdet 0 for alla x,
grad(n) ar ej definierat (sags ibland vara = —o0 ).

r(x) = x? — x'/2 11 ar INTE ett polynom.

2;
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Polynom

Faktorsatsen

Lat p(x) vara ett polynom av grad n > 1. D& géller féljande
ekvivalens.

p(a) =0 e p(x) = (x - a)q(x),

déar q(x) ar ett polynom, grad(q) = grad(p) — 1.
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Polynom

Faktorsatsen

Lat p(x) vara ett polynom av grad n > 1. D& géller féljande
ekvivalens.

p(a)=0 <> p(x) = (x - a)q(x),
déar q(x) ar ett polynom, grad(q) = grad(p) — 1.

DVS: x = a ar en lésning till ekvationen p(x) =0
OM OCH ENDAST OM (x — a) ar en faktor i p(x).
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Faktorsatsen — exempel

Ekvationen x3 — x2 — x — 2 = 0 har en lésning x = 2, och

X-x?-x-2=(x-2)(x>+x+1).
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Faktorsatsen och ekvationslosning - exempel

Antag att vi vill I6sa ekvationen x3 — x2 —4x + 4 = 0.

Vi ser att x = 1 &r en I8sning.

Alltsa ar x3 — x2 — 4x + 4 = (x — 1)qg(x) for nagot
andragradspolynom q(x).

Ovriga I8sningar till x3 — x2 — 4x + 4 = 0 fas fran q(x) = 0.
Vi kan bestdmma

x3—x2—4x +4
(x—-1)

q(x) =
om vi kan utféra polynomdivisionen i hégerled.

Polynomdivision kan utféras i "trappan”eller "liggande stolen”,
precis som division av heltal.
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Heltalsdivision

:26+§[ H ??:5»2@%(

st AL
Vad e #kél‘sk# 75k ¢ Leygge.de

Stole
GG = 520“[‘1?
= 3'/(0{“5‘6"€/
suged2gc ] e

~ 3 -46 % (

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se
SF1661 CLGYM1 HT22. F5

20/42



Polynomdivision
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Polynomdivision

Utfér polynomdivisionen
l.
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Polynomdivision
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Polynomdivision
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Ekvaionslosning med faktorsatsen

Lds ekvationen x3 — x2 —4x +4 = 0.
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Ekvaionslosning med faktorsatsen
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Ekvaionslosning med faktorsatsen
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Polynomdivision

Sats. Divisionsalgoritmen fér polynom

Foér alla polynom f(x) och g(x) av gradtal > 1, s& finns det tva
polynom g(x) och r(x), grad(r) < grad(g), sadana att

f(x) = g(x)a(x) + r(x) ( = 9 _ g+ 0

Division av f med g ger en kvot g med en rest r av lagre gradtal
an namnaren g.

Specialfall: Om grad(g) = 1 &r r ett konstantpolynom.
Specialfall: Om r = 0 "gér divisionen jamnt upp ”, dvs g &r en
faktor i f .
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Heltalsdivision

Sats. Divisionsalgoritmen f6r naturliga tal

For alla naturliga tal m och n, sa finns det tva heltal g > 0 och
r>0, r < n, sadana att

m r
m=nq+r (<=> F:q-l——)
Division av m med n ger en kvot g med en rest r, dar resten ar

mindre an nAmnaren n.

Specialfall: Om r = 0 "gar divisionen jamnt upp ”, dvs n ar en
faktorim
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Bevis av Faktorsatsen

Faktorsatsen

Lat p(x) vara ett polynom av grad n > 1. D& géller féljande
ekvivalens.

p(a)=0 <> p(x) = (x - a)q(x),
déar q(x) ar ett polynom, grad(q) = grad(p) — 1.

DVS: x = a ar en lésning till ekvationen p(x) =0
OM OCH ENDAST OM (x — a) ar en faktor i p(x).
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Bevis av faktorsatsen
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Bevis av faktorsatsen

:f}() At ablonl <1 = O

V o Aol Sapelr O e - .

[Za (/Jé/é AR, LG CONS a[ﬁ"gy oy ~§1,,’m ZRS

Mé /Od[%fMOM ?Qﬂ\ ot L @omséfm(r Iz
Sadcie Ha e 54 =g
Pesl 2 CaFal @ O] BN i
O i e [ act=2(x-gges
Q:P(g]>(@«g)§2(@/+k:r o
L el

=

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se
SF1661 CLGYM1 HT22. F5 32/42



Lésning av polynomekvationer

Sats

Lat p(x) = anx" + ap_1x"~' 4 ... 4 a;x + ag vara ett polynom
med heltalskoefficienter, dvs aj € Z, i =0,1,...n.

Om ekvationen p(x) = 0 har en rationell I6sning x = , s, t € Z
sa maste s dela ap och t dela ap.

Se uppgift 2.2:4 och AIE sid 55.
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Losning av polynomekvationer — exempel

Lds ekvatiionen 2x3 —x2 +2x -1 =0

Lat p(x) = 2x3 — x2 + 2x — 1. Om ekvationen har en Isning
2 € Q maste, enligt féregaende sats, s dela 1 och t dela 2.

Alisdardas=+1ocht=+1ellert=+2,sa

S_ +1 eller S_ il
t t 2

Prévning ger p(1/2) = 0, sa x = 1/2 &r en lésning, och

(x —1/2) ar da en faktor i p(x).

Polynomdivision ger

p(x) =2x3 - x2 +2x -1 =2(x —1/2)(x®> +1).

Ekvationen p(x) = 0 har allts& bara en reell I6sning x = 1/2,
och tva icke-reella x = +i.
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Olikheter

Lat a, b och k vara reella tal. D& géller att
a<b < a+k<b+k;

B a<b < ak<bk, k>O0;

Fl a<b < ak>bk, k<0
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Oliketer
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Oliketer
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Oliketer
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Oliketer
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Oliketer
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Oliketer
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Oliketer
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