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Ekvationslösning. Polynom. Olikheter

Ekvationslösning — principer och logik;
Polynom och polynomekvationer;
Faktorsatsen och faktorisering av polynom;
Lösning av polynomiella och rationella olikheter.
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Ekvationer

En ekvation (eller en olikhet) är en öppen utsaga.

”Lös ekvationen x2
− 2x + 1 = 0"

betyder

”För vilka värden på x är utsagan x2
− 2x + 1 = 0 en sann

utsaga.”

En ekvation (olikhet) kan ses som ett villkor på den/de
obekanta variablerna.
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Ekvationer

Exempel

Lös ekvationen 3x + 5 = x − 1 .
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Ekvationer

Exempel

Lös ekvationen
√

x + 3 = x + 1 .
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Ekvationer
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Ekvationer
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Andragradsekvationer

Andragradsekvationen

ax2 + bx + c = 0, a , 0 ⇐⇒ x =
−b ±

√

b2 − 4ac
2a

Genom ledvis division med a fås, med p = b/a och q = c/a,

x2 + px + q = 0 ⇐⇒ x =
−p ±

√
p2 − 4q

2
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Andragradsekvationer
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Andragradsekvationerr
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Andragradsekvationer
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Andragradsekvationer

Exempel

Lös ekvationen 6x2 + 5x + 1 = 0 .
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Andragradsekvationer
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Polynom

Definition

Ett polynom p i variabeln x av grad n med koefficienter ai ,
i = 0,1,2, . . . ,n, är ett uttryck av formen

p(x) = anxn + an−1xn−1 + . . .+ a1x + a0, där an , 0.

anxn kallas ledande term
a1x kallas linjär term
a0 kallas konstantterm.
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Polynom

Exempel

p(x) = 10x5
− πx2 + 1

2 är ett polynom, grad(p) = 5;

q(x) = (x − 2)(x − 1) är ett polynom, grad(q) = 2;
l(x) = 2x − 3 är ett polynom, grad(l) = 1;
k (x) = 7 är ett konstantpolynom som har värde 7 för alla x,
grad(k ) = 0;
n(x) = 0 är det konstantpolynom som har värdet 0 för alla x,
grad(n) är ej definierat (sägs ibland vara = −∞ ).
r(x) = x2

− x1/2 + 1 är INTE ett polynom.
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Polynom

Faktorsatsen

Låt p(x) vara ett polynom av grad n ≥ 1. Då gäller följande
ekvivalens.

p(a) = 0 ⇐⇒ p(x) = (x − a)q(x),

där q(x) är ett polynom, grad(q) = grad(p) − 1.

DVS: x = a är en lösning till ekvationen p(x) = 0
OM OCH ENDAST OM (x − a) är en faktor i p(x).
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Polynom

Faktorsatsen — exempel

Ekvationen x3
− x2

− x − 2 = 0 har en lösning x = 2, och

x3
− x2

− x − 2 = (x − 2)(x2 + x + 1).
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Faktorsatsen och ekvationslösning - exempel

Antag att vi vill lösa ekvationen x3
− x2

− 4x + 4 = 0.
Vi ser att x = 1 är en lösning.
Alltså är x3

− x2
− 4x + 4 = (x − 1)q(x) för något

andragradspolynom q(x).
Övriga lösningar till x3

− x2
− 4x + 4 = 0 fås från q(x) = 0.

Vi kan bestämma

q(x) =
x3
− x2

− 4x + 4
(x − 1)

om vi kan utföra polynomdivisionen i högerled.

Polynomdivision kan utföras i ”trappan"eller ”liggande stolen”,
precis som division av heltal.
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Heltalsdivision
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Polynomdivision
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Polynomdivision

Uppgifter

Utför polynomdivisionen
I.

x4
− 1

x + 1
II.

x5 + x3 + 1
x2 + 1
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Polynomdivision
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Polynomdivision
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Ekvaionslösning med faktorsatsen

Exempel

Lös ekvationen x3
− x2

− 4x + 4 = 0.
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Polynomdivision

Sats. Divisionsalgoritmen för polynom

För alla polynom f(x) och g(x) av gradtal ≥ 1, så finns det två
polynom q(x) och r(x), grad(r) < grad(g), sådana att

f(x) = g(x)q(x) + r(x)
(
⇐⇒

f(x)
g(x)

= q(x) +
r(x)
g(x)

)

Division av f med g ger en kvot q med en rest r av lägre gradtal
än nämnaren g.

Specialfall: Om grad(g) = 1 är r ett konstantpolynom.
Specialfall: Om r = 0 ”går divisionen jämnt upp ”, dvs q är en
faktor i f .
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Heltalsdivision

Sats. Divisionsalgoritmen för naturliga tal

För alla naturliga tal m och n , så finns det två heltal q ≥ 0 och
r ≥ 0, r < n, sådana att

m = nq + r
(
⇐⇒

m
n

= q +
r
n

)

Division av m med n ger en kvot q med en rest r , där resten är
mindre än nämnaren n.

Specialfall: Om r = 0 ”går divisionen jämnt upp ”, dvs n är en
faktor i m
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Bevis av Faktorsatsen

Faktorsatsen

Låt p(x) vara ett polynom av grad n ≥ 1. Då gäller följande
ekvivalens.

p(a) = 0 ⇐⇒ p(x) = (x − a)q(x),

där q(x) är ett polynom, grad(q) = grad(p) − 1.

DVS: x = a är en lösning till ekvationen p(x) = 0
OM OCH ENDAST OM (x − a) är en faktor i p(x).
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Bevis av faktorsatsen

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se

SF1661 CLGYM1 HT22. F5 32 / 42



Lösning av polynomekvationer

Sats

Låt p(x) = anxn + an−1xn−1 + . . .+ a1x + a0 vara ett polynom
med heltalskoefficienter, dvs ai ∈ Z, i = 0,1, . . .n.
Om ekvationen p(x) = 0 har en rationell lösning x = s

t , s, t ∈ Z
så måste s dela a0 och t dela an.

Se uppgift 2.2:4 och AIE sid 55.

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se

SF1661 CLGYM1 HT22. F5 33 / 42



Lösning av polynomekvationer — exempel

Lös ekvatiionen 2x3
− x2 + 2x − 1 = 0

Låt p(x) = 2x3
− x2 + 2x − 1. Om ekvationen har en lösning

s
t ∈ Q måste, enligt föregående sats, s dela 1 och t dela 2.
Alltså är då s = ±1 och t = ±1 eller t = ±2, så

s
t
= ±1 eller

s
t
= ±

1
2

Prövning ger p(1/2) = 0, så x = 1/2 är en lösning, och
(x − 1/2) är då en faktor i p(x).
Polynomdivision ger
p(x) = 2x3

− x2 + 2x − 1 = 2(x − 1/2)(x2 + 1).
Ekvationen p(x) = 0 har alltså bara en reell lösning x = 1/2,
och två icke-reella x = ±i.

Hans Thunberg, thunberg@math.kth.se

SF1661 CLGYM1 HT22. F5 34 / 42



Olikheter

Sats

Låt a, b och k vara reella tal. Då gäller att
1 a < b ⇐⇒ a + k < b + k ;
2 a < b ⇐⇒ ak < bk , k > 0;
3 a < b ⇐⇒ ak > bk , k < 0
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