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TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys
kl. 8.00 - 12.00 fredagen den 22 oktober 2021
Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad.

Tentamen bestar av atta uppgifter:

= sex grundlidggande uppgifter, ett problem for varje lairandemal (ILO)

® tva mer avancerade uppgifter.
Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p.
For att na betyget E pa tentamen maste studenten uppfylla alla sex lirandemal (ILO). Ett lirandemal
uppfylls om studenten far minst 1,5 poing pa motsvarande uppgift pa tentamen (eller blivit godkand pa
motsvarande moment i den l6pande examinationen).

BETYG POANG

1.5 podng for varje larandemal (frin motsvarande uppgifter i tentamen eller frin l6pande
examination), svarande mot 9 poang

D som “E” men minst 12 podng (=3 poang mer an E) fran valfria uppgifter i tentamen
C som “E” men minst 15 (=6 podang mer dn E) poang fran valfria uppgifter i tentamen
B som “E” men minst 18 (=9 podang mer dn E) podng fran valfria uppgifter i tentamen
varav minst 2 podng fran ett av de avancerade problemen

som “E” men minst 21 (=12 poang mer an E) poang fran valfria uppgifter i
tentamen varav minst 2 podng fran varje avancerat problem

E

A

Minirdknare ar ¢ #2llaten.
Tillater.
® ”Mathematics Handbook for Science and Engineering” (L. Rdde och B. Westergren)
=  “BETA Mathematics Handbooks for Science and Engineering” (L. Ride och B. Westergren)
= vektoralgebra + kroklinjiga koord-system formler.
* mobiltelefon: endast som kamera eller for att skanna l6sningen
= PC: bara for att lidsa texten av tentamen frin CANVAS eller ladda upp dina skannade 16sningar

till CANVAS
* dukan ldsa de detaljerade instruktionerna pa denna linken i CANVAS.
Larare:
=  Lotrenzo Frassinetti
= Erik Saad

=  Bjorn Ljungberg
* Hampus Nystrom
* Laura Dittrich


https://canvas.kth.se/courses/26752/files/4687047?module_item_id=384697
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(1) UPPGIFT 1: Larandemal 1 (ILO 1)

E(F) ar det elektriska faltet i en punkt vars ortsvektor dr 7. Fdltets kélla ar en yta, S,
med konstant laddningstdthet o,,. Under dessa férutsattningar berdknas E(¥) som:

1 ((F-7")o,dS'

|3

EF)=

dre, < 77"
dar
= dS’ &r ett infinitesimalt ytelement
pa S (skalart, ej riktat)
= 7' &r en vektor fran origo till dS’,
= 7 dr positionsvektorn (fran origo
till punkten dar vi vill berdkna E).

Betrakta den ytan S som definieras som en
del av en cirkel som ligger i xy-planet och
y <0, med centrum i origo och definieras
mellan radier Rj och Ro.

Se figur.

(a) Betrakta det elektriska faltet E langs y-axeln.
Uttryck dessa storheter till det givna problemets geometri:

ds' (0,20p)
7 (0,20p)
7 (0,20p)
F—7r"|3 (0,40p)

(b) Berakna elektriska faltet E i origo. (2,0p)



(2) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)

Betrakta vektorfiltet A:
T — 24 25
A=x%é, +y“é,

och kurvan L:

( 5 5 37?2
+y?———=4
x4y 2
L: y=z
l y=0
fran punkten A: (—2,0,0) till punkten B: (2,0,0)

(a) Skriv en parametrisering av kurvan L

(b) Berdkna linjeintegralen foT- dar .

(3) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)

(a) Bevisa Gauss sats

(b) Betrakta foljande vektorfalt:
A =xé, + (x* + z%)é, + zé,
och den 6ppna ytan S som definieras av:

X+ @y+1D2+2z2=1
Siy<-—1
n-e, =11ipunkten P:(0,—2,0)

Berdkna

fz-ds

N
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(1,0p)

(2,0p)

(1,0p)

(2,0p)
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(4) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)

Elliptiska koordinater u,v,z definieras av:

( x =coshucosv
y = sinh usinv
z=12z

medu >00ch0<v<2nm

\

dar cosh u och sinh u ar hyperboliska cosinus och sinus och definieras av

et +e
coshy = ———
et —e H
sinhu =
# 2
(a) Berdkna basvektorerna é,, é,, &, i ett elliptiskt koordinatsystem. (1p)
(b) Visa om det elliptiska koordinatsystemet dr ortonormerat (0,5p)
(c) Uttryck gradienten av ett skalarfalt ¢ i ett elliptiskt koordinatsystem. (0,75p)
(d) Berdkna gradienten av skalarfiltet
¢ = uw?
i ett elliptiskt koordinatsystem. (0,75p)
(5) UPPGIFT 5: Larandemal 5 (ILO 5)
(a) Visa med nablardkning eller indexrdakning att
V-AxB)=B-(VxA) —-A-(VxB) (1,0p)

(b) Betrakta vektorfaltet
A= Aysin(k-7)
dar A4, och k ar tva konstanta vektorer och 7 ar ortsvektorn.

Visaatt V-(7FxA) =7-(4yxk)cos(k-T) (2,0p)
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(6) UPPGIFT 6: Larandemal 6 (ILO 6)

Betrakta ett tjockt och odndligt langt cylindriskt skal med axeln langs z-axeln, inre radie R,
och yttre radie R,. Se figur. Skalet har en konstant volymladdningstdthet p, = k. Det finns
ingen laddning i p < R; och p > R,.

s

y.ll

3D-vy tvarsnitt i xy planet

Antag att:
(1) den elektrostatiska potentialen langs z-axeln ar V,
Fran teoretisk elektroteknik och symmetri vet vi att:
(2) det elektrostatiska faltet langs z-axeln ar noll
(3) det elektrostatiska faltet ar kontinuerligt pa den inre ytan av skalet (i p = R;) och pa
den yttre ytan av skalet (i p = R,)
(4) den elektrostatiska potentialen ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalet (i p = R;)
och pa den yttre ytan av skalet (i p = R,)

Betrakta Poissons ekvation:

vy =—Pe (dir g, dr en konstant)

&
(a) Skriv ner Poissons ekvation i ett lampligt koordinatsystem. (0,2p)
(b) Utnyttja problemets symmetri for att forenkla ekvationen. (0,2p)
(c) Skriv ner de matematiska uttrycken for alla randvillkor. (0,2p)

(d) Anvand ekvationen fran (b) och randvillkoren fran (c) for att berdakna den elektrostatiska
potentialen V och det elektrostatiska filtet £ =—V ¥ i omradena:

" p<Rk
= R, <p<R,
= p>R, (2,0p)

(e) Rita ut potentialen och det elektriska faltet. (0,4p)



6/89

(7) UPPGIFT 7

Betrakta vektorfaltet A som definieras i ett cylindriskt koordinatsystem:

_ 241
A=<p >a¢,
p

och den 6ppna kurvan L dr som definieras av:

( x? +1)2
A R

a? b2
y=-1
z=0
b>1

orientering definieras som +€, ipunktenP:x =0,y =b—1,z=0

\
Berdkna linjeintegralen:

(8) UPPGIFT 8
Berdkna 6kningen per langdenhet i riktningen é, + é(p av skalarfaltet ¢ som definieras av:
p=zV-((@xv)xr)

ddr a ar en konstant vektor, 7 dr ortsvektorn, &, och &, dr basvektorerna i ett sfariskt
koordinatsystem och X, y, z ar variablerna i ett kartesiskt koordinatsystem.

Gp)
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(1) UPPGIFT 1: Larandemal 1 (ILO 1)

@
dSl — p,dp,d(p,
' =p'e,
r = yéy
F—7 =yé, —p'e,
|r—7'| = \/y +p'2 = 2yp'e, &, =y* + p'> — 2yp'sing
|7 —7']° = (y* + p'? — 2yp'sing)3/?
2T 2m
J- é,do' = f (cosg'e, + sing’é,) do’ = —26,
T Y
(b)

Ry
_ 1 (F—7")o,dS’ 2 — o mé,
E(T) = p'de'dp’ —de'dp’
™) 4me, ff |7 =713 47‘[80 f f ’3 ¢ap = " 4ne, f _L p' pap
N Ry

R, Ry
o cosp'é, + singp’'é o é 0,8 R,
___9% ff p'é, (pydgo'dp'z 0 J'_yd %08y 11
4me, - p' 2meg ) p’ T 2me, R1
Ry Ry

(2) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)

(a) Skriv en parametrisering av kurvan L

xZ yZ 3y2 xZ y2
e T I T
x = 2cos@
y = 4sing
z = 4sing

fran punkten A: (—2,0,0) = ¢ = —
till punkten B: (2,0,0) = ¢ =0
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Parametrisering:

(@) = (2cosy, 4sing, 4sing)
Med ¢:m - 0

(b) Berdkna linjeintegralen fLAT- ar .

A=x%e, +y*e, = A(p) = 4cos’pé, + 16sin°@é,

ar
% = (=2sing, 4cos@, 4cos)

f fﬁ(qo) —d<p

= f(4cos @, 16sin?@,0) - (—2sing, 4cos, 4cosp)de

0

64 0
= f(—8singocoszrp + 64cospsinp)de = 3 —cos3¢p + ?sm )
s
s
16
K

(3) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)
(a) See theorem 8.1 in the book

(b) We cannot apply the Gauss’'theorem directly, because the surface is open. But we can close
the surface adding a surface S, which would be a circle parallel to the xz-plane with radius
1 and centered in (0,-1,0).

ff A-dS= fff(v Adv

—-5+Syp

ffA ds = - ffA d5+fA ds

—-5+Sp

Note that we are using -S, not S because we want that the normal of -5+S, to point
“outwards”

ﬂA ds = ﬂA ds - ﬂA ds = ﬂA ds - fﬂ(v A)dv

—S+So
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Let’s calculate the two integrals:

First integral:

ngf?l.dseSfole.@yd5=SfofAyd5=Sfof(szrZz)dS:gpzdS:
[ Jpan=afio] =
Second integral

(v-A)=2

fvf (v-Z)dV:fo zdv=zfvﬂdv=§n

(the volume V is the volume of half sphere with radius 1. So v =§ )

So, the final integral is

gil-d§=sffﬁ-d§—fvﬂ(v-/_l)dV=g—gn :

I
|
|
3

(4) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)

( x =coshucosv
y = sinh usinv
z=12z

medu>0o0ch0<v<2nm

\

(@

é = hil(:—;) with h; =

or

aui

7 = coshucosv é, + sinhusinvé, + zé,

or
a = sinh i cosv é, + coshusinveé,



or
= h, = |$| = \/(sinhu cosv)? + (coshusinv)? = \/sinh2 U+ sin?v

or RN . 5
Ez—cosh,usmvex+smhucosvey

B or

= = |z

v lov
or P i
—_— = = |—] =
9z & “ oz

. sinhpucosveé, + coshyusinve,
e =
u

. 2 .
sinh® y + sin® v
—coshyusinve, + sinhpucosve,

€y

Jsinhz i+ sin®v

. sinhucosve, + coshusinvey.—coshusinvex + sinhpcosve, _

= \/(— cosh usinv)? + (sinh u cosv)? = \/sinh2 U+ sin?v

é, e =

12 . 12 :
J51nh i+ sin®v J51nh (i + sin®v
. . sinhucosvé,+ coshusinve,
é, €, = - -é,=0
\/sinh ,u+sin2v
. . . —coshusinve,+sinhucosve,
é,"é,=¢,- =0
.12 .2
sinh® u + sin“v
|éu| =1
|év|=1
e, =1

It is orthonormal.

(9]
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Cdgapy . 1y, 1 a¢>A
V¢"h#(ay)e“4'hv<av>eV4'hZ<az 6z

1 d 1 d d
= (—d)) é'u + <_¢> é, + (_d)) é;
.2 . o \OU .2 . o N0V 0z
sinh® u + sin“v sinh® u + sin“ v
(d)
¢ = uv?
Ve — 1 a(wv?)\ | 1 a(uv?)\ . . (a(wv?),
¢ = o é,+ povaml K% + oy )&=
\/sinhz i+ sin®v Jsinhz (i + sin®v
v? 2uv
= 6, + s é,
\/sinhz u+ sin®v \/sinhz u+ sin?v

(5) UPPGIFT 5: Larandemal 5 (ILO 5)

(@) For nablardkning, see page 221 in the book.
For indexrdkning, see problem 12.4 in the book.
(b) A = A, sin(k - T)

Note that k-7 = (kyx + kyy + k,z)

V- FxA)=A-(Vx7)—7-(VxA)

VXF=0

VxA=Yx(dsin(k-7)) = (V x o) sin(k - ) + (V(sin(k - 7)) ) x A
= (k x A,) cos(k - 7)

V x A, = 0 because 4, is a constant vector.
V(sin(l? . F)) =k cos(E . f)

So, we have:
V-(FxA) =7 (4, xk)cos(k-T)
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vy =L
80
@
w2y - 19 ( av)+ 1 82V+62V_ Pe
“pap\"op) Tp2og? T 922 T g

(b) due to the symmetry of the problem the derivatives in ¢ and z are zero. So, the equation can
be simplified to

€o

16( HV)_ De
pap\"op

(c) there are three regions: p < R,, R, < p <R, p > R,.We can label the solutions to the
Poisson’s equation as
v, for p <R,
V,, forR, < p <R,
Vs, forp > R,
and the corresponding electric field Ej, E,, E;.

The boundary conditions are:

M) (0) =V,
(2) det elektrostatiska faltet langst z-axeln ar noll
E(0)=0
(3) det elektrostatiska faltet ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalen (i p = R;) och pa
den yttre ytan av skalen (i p = R,)
Ei(Ry) = E;(Ry)
Ez(Rz) = E3(R;)

(4) den elektrostatiska potentialen ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalen (i p = R;)
och pa den yttre ytan av skalen (i p = R,)
Vi(Ry) = V5(Ry)
Vz(Rz) = Vs(Rz)

(d) First of the, the electric field can be calculated from the gradient:
av

ap
The phi and z components are zero due to symmetry.

E=-V=-—

Inside the inner radius, p < R,
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Here there is no charge, so we have to solve the Laplace equation whose general
solution is:

Vi=alnp+b

Then, the corresponding electric field is
_ vV a

E1 = —a—pep :[_)ép

From boundary condition (2), E;(0) = 0, we obtain a=0.
From boundary condition (1), V,(0) = V,, we obtain b = V.
So, inside the inner radius:

Vi (p) = Vo
Ei(p) =0

Inside the shell, R, <p <R,
The charge density is constant. We have to solve the equation:

10 av k . . y _ _k
Zﬁ(pﬁ) =~ for simplicity, let’s call k, = o

By integrating, we obtain:

_k0 2
VZ_Zp +clnp+d

B OVZA_( ko C)A
2= apep— 5P pep

From boundary conditions at p = R;, we obtain:

ko Cc ko

ER)=E®R)=0 = -2k —g 0= c= — R
k k k k
V,(R) = Vi(R) =V, = TORi —%’R%lan +d=Vv, = d=V, —TORf +7°R%lnR1
So, field and potential in this region are:
V, =V, —ZR% +7Rlzl7’lR1 +Z,02 —7R12lnp =V, +Z(p2 _R12) +7R%l7’l?

B = aVzﬂ_ko Rf —p?\
) = apep_z ) é,

Outside the outer radius, r>R,
there is no charge, so we have to solve the Laplace equation whose general solution
is:



V;=elnp+f

Due to the boundary condition p = R,, we obtain:

E3(R2) = Ez (R,)
Vs (Rz) = Vz(Rz)

e ko(R?—R3 ko
——=— = e=—(R5—R?
R, 2< R, e 2(2 1)

k k k R
2 (RZ—R®)InR, + f = Vo + — (RZ2 - R}) + —~R%In— = f
2 4 2 R,

R, k

> (R3 — R?)InR,

ko ko
=V, +I(R§ - R}) +7Rfln R 2

So, field and potential in this region are:

k
Vs == (RS = RDInp + f

_ ko
E,=—— RZ _ RZ 5
3 Zp( 2 1)€p
(e)
assuming positive charge (k>0)
Vi E

14/89
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(7) UPPGIFT 7

The integral cannot be solved easily
with the parameterization of the
curve, since the curve is an ellipsis.
Moreover, we cannot use the
Stokes’ theorem, because the curve
is open.

We can consider the closed curve
defined as —L + L, (see figure) and
apply the Stokes’ theorem. Note we
use —L, to have the curve oriented
anti-clockwise when looking down
from the positive z-axis.

The field is not continuous on the
z-axis, so we need to re-arrange the
vector field in order to apply
theorem 16.2 and then the Stokes
theorem:

f A-dr = f (pz;l

—L+Lg

So we have that:

Jou-

1

—L+Lg

—L+Lg

=271
theroem 16.2

Lf?l-d77=+L[21-d?—2n—g(v><pé(p)-d3‘

To calculate the first integral, L, can be parameterized by

L,{?=(x,—1,0) = dr =
"l x:—a—>a

_ 241 241
fA-d?=f<p i )%'@xdx=—f<p i
Lo —sing Lo

Lo

e, dx

)Sin(pdx =

From the geometry of the curve, we get that:

d?=2n+ﬂ(v><pé¢,)-d§
N



sing = ——
p

and p? =1+ x2. So the integral is

0+ 1 0+ 1 1 h 1
=—f Sin(pdx=f dx f<1+—>dx=](1+ )dx=
p p? p? 14 x2
L

Lo 0 0 -a
= [x + atanx]?, = 2a + 2atana

To calculate the second integral:
(Vxpe,) =28,

ff(preq,) ds = ﬂZez e,dS = Zﬂds—zs_z—_nab

So, the integral is:

ff_l dr = + fA dr —2m — ff(VXpe(p) dS = 2a + 2atana — 21 — mab
L

Lo

(8) UPPGIFT 8

First, let’s simplify the divergence:

V-((@axm)x7)=+7-Vx(@xr)—(@xr) - (Vxr)=r-Vx(@xr)
=0

V)a—(a-V)r+ a(V r)—r(V a)|=2r-a

=0 =a 3 —0

=7-|(

ﬁl

So, since z = rcos@, we obtain:

¢p=zV-((@x7)X7)= 2rcosd7-a
€9 + €, av skalarfaltet ¢ som definieras av:

The increase per unit length is given by the directional derivative:

d¢
ds =Vo-a

The gradient can be calculated as follows:

16/89
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Vo =V(2rcos@r-a)= V(Q2rcos8) (r-a)+ 2rcosfv(r-a)=
2cosBe,—2sinf ey =a

= 2c0s0é,.(7-a) — 2sinf é,( 7 - @) + 2rcosba

Because:
V(T-a) =V(xay+ya,+za,)=a
and
02rcosO . 1092rcosf _ 1 0d2rcosf . N PN
V(2rcos0O) = —&r +? 50 o + rsind g e, = 2cosbe, — 2sinf &g

The normalized direction is

e +e,

V2

So, the increase per unit length is

dp . oo _ e te

i Vo -7 = (2cos0e,.(T-a) — 2sinf ey( 7 - a) + 2rcosfa) 7
=2(cos6(7-a) +rcosfe,-a+rcosba-e,)
=V2(cosO(7 @)+ cosO(T-a) +rcosba-e,) =

=V2(2cosO(T-a)+rcosba-e,)
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Fusionsplasmatysik

f :,.%.., g%égy Elektrotekenik och datavetenskap

% verensiar KTH, Teknikringen 29
°%ZCH KON s: i Lorenzo Frassinetti — Jan Scheffel
TS

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys
kl. 14.00 - 18.00 tisdagen den 20 oktober 2020
Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad.

Tentamen bestar av atta uppgifter:

= sex grundlidggande uppgifter, ett problem for varje lairandemal (ILO)

® tva mer avancerade uppgifter.
Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p.
For att na betyget E pa tentamen maste studenten uppfylla alla sex lirandemal (ILO). Ett lirandemal
uppfylls om studenten far minst 1,5 poing pa motsvarande uppgift pa tentamen (eller blivit godkand pa
motsvarande moment i den l6pande examinationen).

BETYG POANG

1.5 podng for varje larandemal (frin motsvarande uppgifter i tentamen eller frin l6pande
examination), svarande mot 9 poang

D som “E” men minst 12 podng (=3 poang mer an E) fran valfria uppgifter i tentamen
C som “E” men minst 15 (=6 podang mer dn E) poang fran valfria uppgifter i tentamen
B som “E” men minst 18 (=9 podang mer dn E) podng fran valfria uppgifter i tentamen
varav minst 2 podng fran ett av de avancerade problemen

som “E” men minst 21 (=12 poang mer an E) poang fran valfria uppgifter i
tentamen varav minst 2 podng fran varje avancerat problem

E

A

Minirdknare ar ¢ #2llaten.
Tillater.
® ”Mathematics Handbook for Science and Engineering” (L. Rdde och B. Westergren)
=  “BETA Mathematics Handbooks for Science and Engineering” (L. Ride och B. Westergren)
= vektoralgebra + kroklinjiga koord-system formler.
* mobiltelefon: endast som kamera eller f6r att skanna l6sningen
= PC: bara for att lidsa texten av tentamen frin CANVAS eller ladda upp dina skannade l6sningar

till CANVAS
* dukan ldsa de detaljerade instruktionerna pa denna linken i CANVAS.
Larare:
=  Lotrenzo Frassinetti
= Erik Saad

=  Bjorn Ljungberg
* Hampus Nystrom
= Kiristoffer Lindvall


https://canvas.kth.se/courses/20060/files/3336580?module_item_id=261870
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(1) UPPGIFT 1: Larandemal 1 (ILO 1)

E(F) ar det elektriska faltet i en punkt vars ortsvektor ar 7 . Faltets kalla ar en yta, S,

med konstant laddningstdthet o,. Under dessa forutsattningar berdaknas E(7) som:
1 ((7-7")o,dS"

— —3
472'80S |r—r'|

E(F)=

dar
= dS' ar ett infinitesimalt ytelement
pa S (skalart, ej riktat)
= 7' &ren vektor fran origo till dS’,
= 7 ar positionsvektorn (fran origo
till punkten dar vi vill berdkna E).

Betrakta den dppna ytan S som definieras
som sidan av en cylinder med radie R, axeln
riktad langs z-axeln, centrum i origo och

mellan planet z = —L och planet z = +L.
Se figur.

Berdkna elektriska filtet E lings z-axeln genom att utfora foljande steg:

(c) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem anpassat till det givna
problemets geometri:

ds’

_r—l

T

|7 =77 (1.0p)
(d) Berdkna:

L 2T ép ) ’
f_L fo (R2+212)3/2 d(p dz (0.5p)

(e) Berdkna elektriska filtet £ langs z-axeln. (1.5p)

Tips: I L:—;+c

3/2
(a2+x2) a2+x2
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(2) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)

Betrakta foljande vektorfalt:

Inye*?  e*?  xInye*/?

A= e e, + y €y — Z—Zez
(a) Verifiera att A ar rotationsfritt. (0.5p)
(b) Berdkna linjeintegralen foT- dr dar L definieras av: (2.5p)
x?  (y—1)?
—_— 2 -9
9 1 +z
L:<iz=1
ly >0
fran punkten A: (3,1,1) till punkten B:(0,3,1)

(3) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)

(a) Bevisa Stokes sats for en sluten kurva L som ligger pa xy-planet. Anvdnd inte Greens

formel i planet. (1.5p)
(b) Betrakta foljande vektorfalt:
A= 3ey2é + <i+i>é + (3y + z%y)é
x3 x y3 3 y z

(b1) ge ett exempel av en sluten kurva for vilken Stokes sats ej kan anvandas for

att berakna §, A+ d7 . (0.25p)
(b2) ge ett exempel av en sluten kurva for vilken Stokes sats kan anvandas for

att berakna ¢, A - d7.

Tips: valj en kurva for vilken integralen i (b3) ar enkel. (0.25p)
(b3) Berakna 45LZ - dr genom kurvan du har definierat i (b2).

For full podng, maste du berdkna integralen.
(1.0p)
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(4) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)

Hyperboliska koordinater u, v,z definieras av:

(a) Berdkna basvektorerna é,, é,, é, i ett hyperboliskt koordinatsystem. (1p)
(b) Uttryck gradienterna av ett skalarfalt ¢ i ett hyperboliskt koordinatsystem. (0.75p)
(c) Berdkna gradienten av skalarfaltet
b = ew
i ett hyperboliskt koordinatsystem. (0.75p)
(d) Berdkna vinkeln mellan vektorn é, — 2é, + 2é, och vektorn V¢

i punktenu=1v=2, z=1. (0.50p)

(5) UPPGIFT 5: Larandemal 5 (ILO 5)

Vektorlaplacianen ar i kartesiska koordinater definierad som: V24 = (V?4,,V?4,,V?4,)
(c) Visa med nablardkning eller indexrdkning att
VZA=V(V-A)—Vx(VxA) (1.5p)
(d) Betrakta vektorfaltet
A= Aysin(k-7)
dar A4, och k ar tva konstanta vektorer och 7 ar ortsvektorn.
(b1) Visaatt ~ V-A= A, kcos(k-7) (0.5p)

(b2) Visaatt VXA =—Ay x kcos(k-T) (0.5p)

(b3) Med hjalp av uttrycket i 5(a) visa att V24 = —|l_c|2/TO sin(k - 7) (0.5p)
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(6) UPPGIFT 6: Larandemal 6 (ILO 6)

Betrakta ett tjockt sfariskt skal med centrum i origo och med inre radie a och yttre radie b.
Se figur. Skalet har en konstant volymladdningstathet p. = k. Det finns ingen laddning i r <
a ochr > b.

3D-vy tvarsnitt i xy planet

Fran teoretisk elektroteknik vet vi att:
(5) det elektrostatiska filtet i origo ar noll
(6) det elektrostatiska faltet ar kontinuerligt pa den inre ytan av skalet (i r = a) och pa
den yttre ytan av skalet (ir = b)
(7) den elektrostatiska potentialen ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalet (i r = a) och
pa den yttre ytan av skalet (i r = b)
(8) den elektrostatiska potentialen gar mot 0 da r — oo.

Betrakta Poissons ekvation:

vy =—Le (dar g ar en konstant)

&
(a) Skriv ner Poissons ekvation i ett lampligt koordinatsystem. (0.2p)
(b) Utnyttja problemets symmetri for att forenkla ekvationen. (0.2p)
(c) Skriv ner de matematiska uttrycken for alla randvillkor. (0.6p)

(d) Anvand ekvationen fran (b) och randvillkorna fran (c) for att berakna den elektrostatiska
potentialen V och det elektrostatiska filtet £ =—VV i omradena:

n r<la
= a<r<b
= r>p (1.5p)

(e) Extra podng om lésning (d) ar perfekt och om du ritar ut potentialen och det elektriska
faltet. (0.5p)
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(7) UPPGIFT 7

Betrakta vektorfiltet

— 1473 . ] L ) .
A= —7 e, +rsinfsingpeyg +rsin26cosge,

Berdakna flodet

gg-ds‘

dar S ar en 6ppen yta som definieras av:

(xz yz Z2 .
R R
S: < y<o0
fi-é,>0
\

(8) UPPGIFT 8

Visa att:
f[v (Fxa)x7)| ((F-V)F) x dif = —4R3(a- é,)é,
L
dar a ar en konstant vektor, 7 ortsvektorn och dar kurvan L definieras av

x*+y*+2z*=R?

z=0

x=0

i punktenx =0,y = R,z = 0 har L tangentvektor é,

L:

Gp)
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(1) UPPGIFT 1: Larandemal 1 (ILO 1)

(@)

dS' = Rdz'dg’

7' =Ré, +7'¢,

T =zé,

T—7 =—Ré,+ (z—2)¢,
|F=7'| =71

|7 =713 = (R* + (z — 2/)*)%/?

(b)

L L
2m é 2T cos@'e, + sing'é
P Py X y [
“L
I cosp'é, , o sing' _sing'e,
ff (Rz 12)3/2 dZ + ff (R2 ,2)3/2 d§0 dZ = 0

because:
2 1A _a (2 ’ ’

Js "cosp'é, do'=é, foncosq) de'=0
2w . IA I_ A 2w, ! ’

Jy sing'é, do'=é, [ sing’do’' =0

(©)

1 7 —17)o,dS" Ro —Ré, +(z—2z")eé
J- ( )0 _ Off P ( )ZdZ,d(plz

=3 = 3

|7 — 7| 4me, (R2 + (z — 2)2)z
L 2m

Raoy,

L
—Ré, Ro, z—2z")é
=1 ff saray g7t | [ R aray -
Ty (R4 (z—2)): Ty R+ (z-2)D)?

due to part (b)

L 2m x=z—2
RO_O A fJ- (Z_Z led(pl: dx=—dZ' —
4neo 2 N2 zZ'=L=>x=z-1L
(R + (z Z))Z zZ'=—-L=>x=z+L
z—L 21 z—L
Ro, 5 f f X dxdy Ro, | f x d
= xdep' =———¢, E— X =
47T80 z+L 0 (RZ + xz)z 280 Z+L (Rz + xZ)E
Rao [ 1 ]
JRZ + (z — L)? \/R2+(z+L)2



(2) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)
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The vector field is too complicated to calculate the integral using a parameterization of the

curve.

The curve is open, so we cannot apply the Stokes theorem (not directly at least.

However, the vector field has a potential, so we can calculate the line integral by using the

potential (see theorem 6.4 in the book).
@) V X A = 0. So, the field is irrotational.

(b)
_ Inye*/* ex/z xInye*/z
A="20 o +5 Z1Y o
Z y VA

If the potential is ¢, then

- 0¢ d¢o 5 0 ,
A= a P ay +Eez
We have
¢ Inye*/”
—_—,—_— = =] x/z F
I ~ ¢ =Inye*+ F(y,z)
x
d¢p ez OF
dy 'y Oy
ap _ e*/” aF _ _ _
But also Pl =>ay—0=>F—G(2):>¢_
o) xlnyex/z_l_ G
0z 72 0z
o0p _xlnye)_zc G _ _ _
But —= 5 =, =0=>62)=c =¢=

where c is a constant.

So, we have:

Inye*/? + G(z)

lnye§+c

Af?l dr = p(rg) — Pp(ry) = [lnyez] 1)—[1nye§] =1In(3)

(3,1,1)
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(3) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)
(c) See theorem 9.1 in the book

(d)
_ 3e¥? 3 z%)\ . A
A =?ex+ F+? €y+(3y+Z y)ez
The field is not continuous on the planes x =0 and y = 0.
(b1). The theorem cannot be used for any closed curve that crosses the plane x = 0 or the
plane y = 0.
Example:

L: {xz +y2=1
z=0
(b2). The theorem can be used for any closed curve that does not cross the plane x = 0 and

the plane y = 0.

Example:
L_{(y—Z)2 +z2=1
x =2

Which is a circle on the plane x=2, with normal 4 = +é,, center in (2,2,0) and radius 1.

For simplicity, we can choose 1 = +é,.
(b3).

fz-dfzﬂ(wzl)-dg

e ey, e,

0 0 0
VxA=|az oy 2 |=36,+2%8 -2
=|ox dy 0z = Je, I e, — 5 €

eV 73
- (y% + ;) By + 2°y)
From (b2): dS =¢.dS

ngZ-d7_"=g(VXZ)-d§=ﬂ<3éx+3};iyzéy—szeyzéz)-éde=g3d5‘=3n

x3
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(4) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)

p

=

u=1In |- X = ve

3 v=\/x_y = y = ve

Z =72z

or

aui

8, = hl(:—) with h; =
7 =ve'e, +ve ve, + ze,

Scale factors:

= |(ve'e, —ve e,)| = et 4 e=2u
= |(e¥e, + e ve)| = VeZu + e~

=le, =1

or 0 . o .
hu = %| = |a(veuex + ve uey + Zez)

or d R i .
hy = %| = |% (ve'e, +ve e, + ze,)

or 0 . o .
h’Z = £| = |£ (veuex + ve uey + Zez)

A

uA —ua
et —eve,

ey =

ul\ —ul\
5 _ee te e,
y = ——
/eZu+e—2u
é,=¢,
(b)

L 1gagy, 1oy, 1a¢>>A
Ve =g (au) Cut (av> ety (az 6z

1 0P\ 1 op\ 0P\ |
= () ()1 ().,

(©)
¢ = ew
v 1 oe'v\ N 1 oe'v\ N aevvy
= e e — e
¢ v/ e2u + e—2u ou v [e2u 4 o—2u av v 0z z
Qv uew QU
e g, = (é, +uéy,)

= e, + ey
/eZu + e—Zu /eZu + e—2u /eZu + e—2u
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(d)

2

ve?+e2

a=é,—28,+2é,

[V¢]u:1,v:2,z:1 = (éu + év)

Vop-a (e, +8) (6,—26,+28,) 1

IVpllal 3v2 3v2

Vp-a=|Vollalcosa = cosa=

a = acos (— %)

(5) UPPGIFT 5: Larandemal 5 (ILO 5)

(c) For nablardkning, see page 221 in the book.
For indexrdakning:

VZA=V(V-4) —-Vx(VxA)

We can rewrite it as:

VX (VxA)=V(V-4)—V?A

and we start working with the i-component of the left term:

(Vx (VX A)), = &k 0 (exm01Am) = €ijiekimdi01Am = (8uSjm — Simj1)0;01Am

= 6;10j0;01Am — 6i;m8j,0;0,Ayy = 0;0;A; — 0;0;A; = 0; % - (ch’)in

V-A V2

= 0,(V-A) = V?A; = (V(V- D)), — (V2 ),

So we have Vx (Vx A) =V(V-A) — V%4

(d) A= Aysin(k - 7)
Note that k-7 = (kyx + kyy + k,z)
VZA=V(V-4)—-Vx(VxA)
V-A=V-(4ysin(k-7)) = (V-4y)sin(k-7) + A, - V(sin(k - 7))

V-4, = 0 because 4, is a constant vector. S
V(sin(E . 7—.)) — (5 sin(k-7) asm(k-r),(’)sm(k-r)) _ COS(E . 7_') (6(k-r) a(k-7) 6(k-r)) _

ox ' ody 0z ox ' dy ' oz
— N [O0(kyx+kyy+k d(k,x+kyy+k 0(k,x+kyy+k =
COS(k . T)( ( xX a;/y zZ)’ ( xX a;y ZZ)’ ( xX ajz/y zZ)) — COS(k . T) (kXJkkaZ) —
k cos(k - 7)

So, we have: V-4 =4, kcos(k-7)



V(V-A) =V(A4y - kcos(k-T)) =V(Ay k)cos(k-7)+ (A k)V(cos(k - 7))

V(4,-k) =0 because 4, and k are constant vectors
V(cos(F - 7))=( 20D 2c0sen) 900sED) _ _gin(f - 7) (2L2, 2D 2D

ox ' oy ' oz ox ' ay ' oz
. = N [0(kxx+kyy+k d(kyx+k,y+k d(kyx+k,y+k - =
—sin(k - r)( Uextleyy zz), (x thyy ZZ), (kxx thyy zz)) = —ksin(k - 7)
0x dy 0z

So, we have: V(V-A4) = —(4,-k)ksin(k-7)

VxA=Vx(4ysin(k-7)) = (VxA4)sin(k-7)— Ay x V(sin(k - 7))

V x A, = 0 because 4, is a constant vector.
V(sin(k-7)) = kcos(k-7)  see above

So, we have:
VxA=-A4xkcos(k-T)

Vx (VxA)=-Vx (4 xkcos(k-7))
= — (V x (Ay E)) cos(k - 7) + (4 x k) x V(cos(k - 7))

V x (4, x k) = 0 because 4, and k are constant vectors.
V(cos(k-7)) = —ksin(k-7)  see above

Vx (VxA) =—(4yxk)xksin(k-7)

With the bac-cab rule, we get: (4, x k) x k = (4, - k)k — |k|*4,
So, we have:

VX (VX A) = —(Ay - k)ksin(k - 7) + |k|* Ay sin(k - 7)

Adding all the terms together, we obtain:

VZA=V(V-A)—-Vx(VxA)
= —(Ay - k)ksin(k - 7) + (Ao - k)ksin(k - 7) — |k|* Ay sin(k - 7)
= —|k|* 4 sin(k - 7)

29/89
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(6) UPPGIFT 6: Larandemal 6 (ILO 6)

vy =L
80

(@)

w2y = 10 ( 26V)+ 1 0 ( , 96V)+ 1 0°V _ p.
“r2or\" ar) " r2sing 0 \°"™ 90 r2sin20 dp? &

(b) due to the symmetry of the problem the derivatives in theta and phi are zero. So, the
equation can be simplified to

li( za_V) _ _Pe
r2or or &

(c) there are three regions: r <a, a<r <b, r>b.We can label the solutions to the Poisson’s
equation as
v, forr<a
V,,fora<r<b
V;, forr>b
and the corresponding electric field Ej, E,, E;.

The boundary conditions are:

(5) det elektrostatiska faltet i origo ar noll

(6) det elektrostatiska faltet ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalen (i r = a) och pa
den yttre ytan av skalen (ir = b)
E1(a) = Ez(a)
Ez(b) = Es(b)

(7) den elektrostatiska potentialen ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalen (i r = a) och
pa den yttre ytan av skalen (i r = b)
Vi(a) = Vy(a)
Vz(b) = V3(b)

(8) den elektrostatiska potentialen ar noll i limit r — oo.
limV;(r) =0
T—00

(d) First of the, the electric field can be calculated from the gradient:

_ av
E=-VI/ = —Wer
The theta and phi component are zero due to symmetry.
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Inside the inner radius, r<a

there is no charge, so we have to solve the Laplace equation whose general
solution is:

V,=-S44d
1= T

Then, the corresponding electric field is
_ av c

= é,=——é
1 a,r r TZ r

Due to the boundary condition (1), E;(0) = 0 we obtain c=0. So:

<

1=
1

=51}
ol

Outside the outer radius, r>b

there is no charge, so we have to solve the Laplace equation whose general
solution is:

V—e+
==+ f

Then, the corresponding electric field is
_ av e .

= — e, =——e
3 arr TZT

Due to the boundary condition (4), rlirg)V3(r) = 0 we obtain f=0. So:

Vo= —-
3 T
— e

Ey=——
r2

A

er

Inside the shell, a<r<b
The charge density is constant. We have to solve the equation:

19 (a2 K

r2or or &

By integrating, we obtain:

k g
Vy=——12—=+h
2 6sor r+
_ av, k g\ .
k2 =‘W‘fr=(3—gor‘r—z)er

Apply boundary conditions at r=a and r=b
From the conditions (2) and (3), we obtain:
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k g
= - — 2
Vi(@) =V(a) = d= 680a a +h
k2 g e
Vz(b)—V3(b) = _6_50b _E+h__5
E =E = 0= L
1(@) = E3(a) 3an Py

E,(b) = Es(b) = (Lb _£> __£

So we have a system of four equations in the four variables d,e, g, h

If we solve the system, we obtain:

d =2L€O(b2—a2)
e =3££0(a3 - b3
g=3£€0a3

k
h=gb?

Inserting these expressions into the general solutions, we obtain:

k
= — 2 _ g2
Vi ZSO(b a?)
E =0

k (b3 -a3
G
3& T

_ k (b3 -a3
E3=_( )ér



(e)

assuming positive charge (k>0)

V‘ En

v,
1 7,

Vs

(7) UPPGIFT 7

The surface is half an ellipsoid and the field is rather complicated. So if we use the
parameterization of the surface, we will end up with a very complicated integral.
Moroever, we cannot use the Gauss’ theorem directly, because the surface is open.

However, we can choose a new surface S,, to close S, then apply the Gauss theorem (and
theorem 16.1) and subtract the flux over S,.

X

A possibility is to choose S, as half a sphere centered in the origin, with radius 2 and with

33/89

y>0. The surface So=-S+S,, is closed, see the figure. In this case, the field is not continuous in
the origin, so we have to be careful (see later). Another, perhaps wiser, choice is to use the
half sphere at y<0. In this case, the origin is not inside S,, so the solution would be simpler.
A choice not very wise would be to use the circle on the xz-plane, with radius 2 and centered
in the origin. In this case, the field is not continuous on the surface, so you cannot apply at

all the Gauss theorem.

Note that | have used -S, because | want that the normal to S, points outwards, in order to
apply correctly the Gauss theorem and theorem 16.1. So, we have that S, is closed and that

S=S,-S,. So, the flux over S is:

{fﬁ.ds‘:&]_fsog.df:_#g.dﬁffg_dg
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It is important to choose S, in a way that the flux [f A - dS is an easy integral. For example,
1

if S, is half a circle centered in the origin, its normal is in the radial direction, so when we
calculate the scalar product A - dS the theta and phi components disappear.
Now we start to calculate the two integrals:

#J-ds_zﬁ

So So

1473 . _ o _ . _
2 e, +rsinfsingpéy+rsin26cospe, |- dS

L )
- #r_z@r-ds + #(r@ﬁrsinesiw@e +rsin20cosg@,) dS
So So

=41 we can apply Gauss theorem
due to stats 16.1

4n+]ffv-(r@r+rsin951n(p§9+rsin29cos<p§¢,)dV=47T+ffdeV
VO =3 VO

14m 32m

V is the volume of half the ellipsoid with radii 2, 4, 2: V = ;?2 4 - 2=T

Vis the volume of half the sphere with radius 2: V; = %%’TZ -2 2=167”

#J-d§=4n+32n + 167 = 527

So
For the second integral, we have:

- 1473 . ] o ] . —
A-dS = —7 e, +rsinfsingpey +rsin26cosgpe, |- éé'
S S5

3 =R2 sin AdOdge,

1+R°
=ff( R? >stin9d9d(p=(1+R3)ffsin9d9d(p=27.[(1+R3)=18T[

So, the final integral is:

ffA-af:-ﬁi _-d§+jfff-d§=—527T+187r=—347r
S1

5 So
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(8) UPPGIFT 8

First, let’s simplify the integrand:

_ _ i i i . 0(x,y,2) a(x,y,2) 6(x,y,z))_ =
(F-V)F = (xax+yay+zaz) (x,y,2) = (x ot 3 +z2—" =(x,y,z) =T

V- (Fxa)x7)=+7-Vx(Fxa)—(Fxa) - (VxT)=7-VX(FXxa)
=0
=f-l(c‘1-V)f—(f-V)d+ F(V-a)—a( -f)lz—Zf-d
a =3

\Y%
N—— N——
=a =0 =0

So, we obtain:

f[V- (Fxa)x7)] (F-V)F) xdr = j[—Zf-d]fx dr =
L L
= {dF = —Rdgé, = ¥ xdF = —RRdge, x2&,=—R*d¢e,} =

—m/2

= f[ZT_'- al R*dee, = 2R3§Zf('ép . d) de = 2R%, f (axcosgo + aysin(p)d(p
L L /2

—2ay
= —4R3%ae, = —4R3(a-¢,)e,
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Fusionsplasmatysik

f :,.%.., g%égy Elektrotekenik och datavetenskap

% verensiar KTH, Teknifkringen 31
°%ZCH KON s: i Lorenzo Frassinetti — Jan Scheffel
TS

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys
kl. 14.00 - 17.00 onsdagen den 23 oktober 2019
Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad.

Tentamen bestar av atta uppgifter:

= sex grundliggande uppgifter, ett problem for varje lairandemal (ILO)

® tva mer avancerade uppgifter.
Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p.
For att na betyget E pa tentamen maste studenten uppfylla alla sex lirandemal (ILO). Ett lirandemal
uppfylls om studenten far minst 1,5 poing pa motsvarande uppgift pa tentamen (eller blivit godkand pa
motsvarande moment i den l6pande examinationen).

BETYG POANG

E 1.5 podng for varje larandemal (frin motsvarande uppgifter i tentamen eller frin l6pande
examination), svarande mot 9 poang

D som “E” men minst 12 podng (=3 poang mer an E) fran valfria uppgifter i tentamen

C som “E” men minst 15 (=6 podang mer dn E) poang fran valfria uppgifter i tentamen

B som “E” men minst 18 (=9 podang mer dn E) podng fran valfria uppgifter i tentamen
varav minst 2 podng fran ett av de avancerade problemen

A som “E” men minst 21 (=12 poang mer an E) poang fran valfria uppgifter i
tentamen varav minst 2 podng fran varje avancerat problem

Minirdknare ar ¢ #2llaten.

Tillater.
® ”Mathematics Handbook for Science and Engineering” (L. Rdde och B. Westergren)
=  “BETA Mathematics Handbooks for Science and Engineering” (L. Ride och B. Westergren)
= vektoralgebra + kroklinjiga koord-system formler.

Larare:
= Lorenzo Frassinetti
= Kiristoffer Lindvall
= FErik Saad
* Bjorn Ljungberg
= Pablo Vallejos Olivares
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(1) UPPGIFT 1: Larandemal 1 (ILO 1)

E(7) ar det elektriska filtet i en punkt vars ortsvektor ar 7 . Faltets kalla 4r en yta, S,

med konstant laddningstdthet o,,. Under dessa férutsattningar berdknas E(F) som:
1 ((F-7")0,dS"

—  —,I3
472'80S |r—r'|

EF)=

dar
= dS' ar ett infinitesimalt ytelement pa S (skalart, ej riktat)
= 7' &r en vektor fran origo till dS’, B
= 7 ar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill berdkna E).

Betrakta den dppna ytan S som definieras som en halv sfar (¢ <0) med radie R och som har
centrum i origo. Se figur.

A

X

Berdkna elektriska faltet E i origo genom att utfora foljande steg:

(f) Uttryck dessa storheter i ett sfariskt koordinatsystem anpassat till det givha problemets
geometri:

as’

Rl

=i

F—r"]3 (1.0p)

(g) Berdkna elektriska filtet E i origo. (2.0p)
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(2) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)

Betrakta foljande vektorfalt: A = —xé, + xé, + 9xze,
(a) Berdkna linjeintegralen fL/T- dr dar L definieras av: (2.7p)
4x%2 +9z2 =1
y=x
x>0
z=0
(b) Ar integralen positiv eller negativ? Motivera (0.3p)

(3) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)
(a) Bevisa Gauss sats med matematiska formler (1.5p)
(b) Betrakta foljande vektorfalt:

A-— 1 o+ 2xy+y)
X" +x—6 (x2+x—6)

re, +3ze,

(b1) ge ett exempel av en sluten yta for vilken Gauss sats ej kan anvandas for

att berdkna §f A-dS (0.25p)

(b2) ge ett exempel av en sluten yta for vilken Gauss sats kan anvidndas for

att berdkna §f A-dS (0.25p)

(c) Berdkna flodet genom ytan du har definierat i (b2) av vektorfaltet A med Gauss sats.

(1p)
(4) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)
Paraboliska koordinater g, 7, definieras av:
X = 0T COSQ
y = 0T sing
I 1
k z==-(1%—-0?)
2
(a) Berdkna basvektorerna é,, é;, €, i ett paraboliskt koordinatsystem (1p)
(b) Uttryck gradienterna av ett skalarfalt ¢ i ett paraboliskt koordinatsystem (1p)

(c) Berdkna gradienten av skalarfédltet ¢ = T cosg i ett paraboliskt koordinatsystem (1p)
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(5) UPPGIFT 5: Larandemal 5 (ILO 5)
(e) Visa med nablardkning eller indexrdkning att

V-(ZxE):E-(VxZ)—Z-(VxE) (1.5p)

(b) Anvand 5(a) for att visa att (dar a ar en konstant vektor och r ortsvektorn)

V-((Fxa)xr)=-2a7 (1.5 p)

(6) UPPGIFT 6: Larandemal 6 (ILO 6)

En odndligt lang cylinder med radie R har laddningstdtheten p,:

1%
IOC :pO(I_Ej

dar p, ar en konstant och p ar avstandet fran cylinderaxeln. Anta att potentialen pa cylinderytan
ar V, och att det elektrostatiska féltet pa cylinderaxeln ar noll.
Betrakta Poissons ekvation:

V2V =—P< (dire, dren konstant)

80
(a) Skriv ner Poissons ekvation genom att anvanda ett lampligt
koordinatsystem. (0.3p)
(b) Utnyttja problemets symmetri for att forenkla ekvationen. (0.5p)

(c) Anvand ekvationen ovan for att berakna den elektrostatiska potentialen IV och
det elektrostatiska faltet £ =-V/V :

* innanfor cylindern, (1.0p)
= utanfor cylindern. (1.0p)

(d) Rita ut potentialen och det elektriska faltet innanfér och utanfér cylindern. (0.2p)
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AVANCERADE UPPGIFTER

(7) UPPGIFT 7

Betrakta vektorfiltet
— In(x*+y* —2x+1
A=Vx ( 5 ) e,

Berdkna linjeintegralen

j(,ci - dF
L
dar L ar en ellips som ligger i xy-planet, med centrum i origo, storradie 3 ldngs y-axeln och

lillradie 2 langs x-axeln. | punkten x=0, y=3, z=0 har L tangentvektor ¢ .

(8) UPPGIFT 8

Visa att:
ﬂVx((er‘)xB)xd§=2RLéy><(c‘1xE)
N

dar @ och b ar tva konstanta vektorer, 7 ortsvektorn och dar S ir en halv cylinder med radie
R och héjd L. Halvcylindern har axeln riktad langs z-axeln och star pa xy-planet.
Halvcylindern definieras som y>0. Normalen ar riktad som i figuren.

3p)
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(1) UPPGIFT 1: Larandemal 1 (ILO 1)

First we can rotate the coordinate system to have the base of the surface on the xy leave at z>0
(at the end we need to remember to go back to the original coordinate system)

@ _ 1 ((F-7)o,dS
dS' = r'2sinfd0de E(r)=
7 =1'é,

7 =0

F—7 =-r'e,

|F =7 =71

|7 —7|> =13

— —3
47Z'6‘OS |r—r'|

2m /2

1 (F —7")o,dS’ 0o érr’Ssianquo
= - 6dod
J‘ |‘F - 77,|3 4”50 J‘f T"3 4”80 J‘ f eTSLn (p
s
fzn fg 8, sinfdfdp= f fg sind(sinfcospé, + sinBsingé, + coshé,)dodp=
=f02n fgol(sinzecompéx + sin?0singé,, + sinfcosHé,)ddg=

=8, fozn fgol sin*Ocospdfdp+é, fozn fgol sin?Osingpdfdp+é, fozn fgol sinfcosOdfdp=

=0 =0

= 2mé, fegol sin9c059d0=né2[sin20]gg = mé,(sin%0, — sin?6,)

(b)

217:2

4n€0f fersandeqo =—

Jo
Té
dme,

E(T)=-

. 27T . 2
nez (sm Ch sin 0) = —

Finally, we need to go back to the original coordinate system. The final result is:
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(2) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)

T dF
jA -dr = f AT (p)) -%d(p
L Po

First, we need to find a parameterization:

1
X =5 cosp
_1 ;.
) z = gsing
1
y = cosg
T
@:0-+

2
_ 1 1 1 T
(@) = (E cos(p,;cos(p,;sm(p) med :0- +;

Note that the orientation of the curve is not specified, so the angle phi can also be from pi/2
to 0.

df_( 1 11 )
d(p_ —Zsm(p, 251n(p,3cos(p

A= —xé, + xé, +9xzé,

— 1 1 1
A(f((p)) = (——cos(p,gcos(p,9gcos(psin(p>

2
f/fd_—<1 1 3 )(1 1 1 )d—
r= —Zcos(p,zcos(p,zcos(psm(p —Zsm(p, 2sm(p,scos(p Q=
L

o"’f\ﬂ:l

v v
2 2
1 1 1 1
= f (Z sin Qcos@Q — Zsin Qcosp + Esin(pcosz(p) do =Ef(sin¢cosz¢)d¢ =
0 0

Since orientation is not defined, the result could also be -1/6
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(3) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)

(e) See theorem 8.1

(b)

>

de L, oy
X +x-6 (x2+x—6)

>e, +3ze,

The field is not continuous when x> +x—-6=0
Since x? + x — 6 = (x — 2)(x + 3) the field is not continuous at x=2 and x=-3

(b1)
For example, a sphere S1 with radius 1 and centered at (2,0,0)

(b2)
For example, a sphere S2 with radius 1 and centered at (0,0,0)

(©)
#A-dg‘:fffv-m
52 V2
voiz 4 04 aAz=i<;) i(ﬂ)ﬁ%:
dx 0y 0z Ox\x2+x—-6/ 0y\(x?+x—6)? 0z
2x+1 2x +1
= + >+3=3

(X2 +x—6)2 (x2+x-6)

A-d§=ﬂfv-/fdv=ﬂ 34V = 3V
2 V2 V2

%)

(4) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)

X =0T COoSQp

1
ZZE(TZ—O'Z)

(
! y = 0T Sing
I
\

@ i
& ==(Z) with b, =

i uj

or

aui

7= (ar coSQ,0T sinfp,% (72 — 02)>



Scale factors:

or d 1
o= £| = %<O'T CosSQ,0T sinfp,i(rz - 02)> = |(T cos@, T sing,—a)| =V o % + 12
ar d 1
hy = a—;| = E(UT COSQ,0T sin<p,§(rz - 02)> = |(0 cos@,o sing, )| =V o 2 + 12
_ or _ g ] 1 2 _ 42 | (— 4 0)| =
= 30| = |50 0T COSQ,0T sm<p,2 (T o ) = |[(—oT sing,otcosp,0)| =0T
i L . )
=————(TCcosSQ,T sing, —c
€ 2 @ 2
1
é; = (o cos@, o sing, 1)

Vo2+12

€y = (=sing, cosp,0)

(b)

gradg = — (%) 6+~ (%) P (%) é

h, \do h, \oT hy \0@
1 ) 1 ) 1 /9¢
e ) T (B )
grad¢ o2+ 72 \00 Cot o2+ 72 \0T “rt o ap %
(c)
¢ =Tt cosp

e<p=

1 (ar cosQ

gradg =
Vo412

. 1 0T cosQ\ | 1 (0t cose
)t T )t e )
do 2412 ot oT\ 0@

cosp , Sing

é, é
)
Vo412 o

(5) UPPGIFT 5: Larandemal 5 (ILO 5)

(@) See example 11.4 or problem 12.7(g) in the book

(b) V-(AxB)=B-(VxA)—A-(VxB)
SoV-(Fxa)x7)=7-(Vx(Fxa))—(Fxa) (VXr)
(Vxr) =0

Vx(Fxa)=@-Nr—-aV-7)—F-VNa+7(V-a) =—-2a
a =3 0 =0

44/89
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V- (Fxayxr)=7 (Vx(Fxa)—(Fxa) (Vx7)=-27F-a

(6) UPPGIFT 6: Larandemal 6 (ILO 6)

vy =L
80
E=-VV

Due to the symmetry of the problem and to fact that the expression for the charge density, the
solution will depend only on p. Therefore, the derivatives in z and phi of the Laplacian are zero.
So, if we express the Laplacian in a cylindrical coordinate system, expression (14.4), we obtain
ovy 10V oV
oy L, 12 07 s
pop\" op) p O0p° Oz &

=0 =0

And for the electric field, using (10.43) for the gradient in cylindrical coordinates, we have
ov, 1oV, oVv. oV,

So, we have to solve the equation

ii( pa_Vj__&
pop\" op &

We start to solve the equation inside the cylinder.

salomea(f) - gfotiea(s) -

pdp dp & R, E dp & R
dVv :
= M: S| PP +£ (where k is an integration constant)
dp &\2 3R) p

But now can note that we already have the expression for the electric field,

2
Fo Vs [ AP _P | k],
op " \g\2 3R) p)”

On the cylinder axis, the field must be zero. Se we have k=0.
Now we can continue to solve the Poisson equation. Integrating in p we obtain,

2 2 3
VPP P o ppy=—Bo[L_P |,
op & 4 OR
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Outside the cylinder, the charge density is zero, so we are left with the Laplace equation in
cylindrical symmetry. We already know from Section 17.2, expression (17.10) that in this case
the solution is

Vo (p)=clnp+d

The electric field is

= oV, c.
"
Now we need to find the integration constants a, ¢ and d. We have three conditions to use.
(1) Continuity of the electric field at p =R
in (R) DMZ‘(R)
(2) The value of the electrostatic potential at p =R
out (R) V
3) Continuity of the potential at p =R

Vi(R) =V, (R)

These three conditions lead to a system of three equations in the three unknown a, c and d,

AR R\ _ ¢
&\ 2 3R) R

clhR+d =V,

2 3
_A[RR +a=clnR+d
&L 4 OR

If we solve this system, we obtain

2
a= V+i&R2 = PR v, + AR

36 ¢, g 6 &,

Finally, inserting these three expressions in to the expressions of the electric field and
potential, we obtain

P 5. p° P
Vi (p) =V + OR[ + 3j

& 36 4R’ 9R

R2

out( ) &_ nﬁ
g 6
_P|P_P

E,(p) [2 3RJ€
_ R>e
Eout(p) = &__p

& 6 p
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(7) UPPGIFT 7

_ In(x*+y?—-2x+1
A=Vx ( yz )éz]=Vx[ln\/(x2+y2—2x+1)éz]=Vx[lnw/(x—1)2+y2éz]

We can change coordinate system to have:
x'=x-1
And then use a cylindrical coordinate system with axis along the new z-axis,

so that p' = /x2 + y2:
_ 1
A=Vx [ln\/x’2 + yzéz] =Vx|[lnp'é,] = —?é(p
Berdkna linjeintegralen:

§5L/T- dr = —gﬁLié(p -dr = 2m  see theorem 16.2.

N——————
—2T

(8) UPPGIFT 8

vx(@x7xb)=vx((a-b)F-(7-b)a) =vx((ab)F) - vx((F-b)a) =

=V(a-b)x7+(a-b)Vxr—-V(r-b)xa—(F-b)Vxa=-V(F-b)xa=axbh
— =5 =5

(note that V(7 - b) = V(xb, + yb, + zb,) = (by, by, b,) =b )

So, we get:
T

J-fo((dxf)xl?)xd§=ﬂ(dxl§)x dS =—Rﬂ(dx5)xépdzd<p=—RLf(de)xépd<p=
s s ~Razdpé, s 0

s s T
= —RLf(c_l X b) x (cospé, + singpé,)dp = —RLf(c_l X b) x é,cospdp — RL f(c_z X b) x é,sinpdp =

0 0 0

T T

= —RL(a x b) x é"f cospdp — RL(ax b) x &, f singdy = —2RL(a x b) x é,

=0 =2
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Fusionplasmapysik
Skolan for Elektro- och Systemteknik
KTH, Teknikringen 31

5 Lorenzo Frassinetti — Jan Scheffel

s

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED17110 Vektoranalys

kl. 08.00 - 11.00 mandagen den 22 oktober 2018

Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad.

Skrivtiden dr tre timmar. Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p.

Den feoretiska delen utgors av uppgifterna 1 och 2 och berikningsdelen utgors av uppgifterna 3 till 7.
Teoretiska delen, tillsammans med hemuppgifterna (HT 2018), kan maximalt ge 6 p.

Berdkningsdelen, tillsammans med grupp- & individuella uppgifter (HT 2018), kan maximalt ge 15 p. For
godként krivs minst 9 p sammanlagt.

Betyg: FX E D C B A
poing: 7 9 11 13.5 16 18
Dessutom:

*  Betyg A: 18 p och 2 p fran uppgift 6 och 2 p fran uppgift 7
* Betyg B: 16 p och 2 p fran uppgift 6 eller 2 p frin uppgift 7

Miniraknare ar ¢ tillaten.
Tillater.
® ”Mathematics Handbook for Science and Engineering” (L. Rdde och B. Westergren)
» vektoralgebra + kroklinjiga koord-system formler.
Larare:
® Lorenzo Frassinetti
= Pablo Vallejos Olivares
= Kiristoffer Lindvall
= Petter Strom
= FErik Saad

(1) Betrakta Stokes’ sats.
(a) Bevisa satsen (for enkelhet, anta att banan L och ytan S ligger pa xy-planet) (2.5 p)
(b) Berdkna cirkulationen av ett vektorfalt 4 (definierat i ett sfariskt koordinatsystem) langs
en sluten kurva, L, vars form ar okand, med

A=r% (0.25p)

(c) forklara i ord resultatet fran (b) (0.25p)
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(2) Betrakta gradienten.
Bevisa att i koordinatsystemet (u;,u2,u3) kan gradienten av ett skalarfalt ¢ skrivas

1 0¢

vp=3 -2

— h, Ou,

e, , dar h; ar skalfaktorer.

(a) Anvand indexrdkning for att visa att:

Vx(Vx4)=V(V-4)-V’4 (1.5 p)

i Ly

Tips:  (V?4) =0,0,4, eller (V'4) =4,=(4,)

(b) Betrakta vektorfaltet /Tzéércos(kr+a) (i sfariska koordinater) dar k och a ar
konstanta skaldrer och 7 ar ortsvektorn.
Anvand 3(a) for att visa:

2.2
vigo 2tk g (1.5 p)

2

(4) Betrakta foljande elektrostatiska potential V i sfariska koordinater:
V =7*sin@sin @

(a) Berakna elektriska faltet E = —VV. (1.0 p)

(b) Berdakna 6kningen per langdenhet (d.v.s. riktningsderivatan) av elektrostatiska
potentialen pa xy-planet i riktningen 7 =¢_ +éy. (1.0 p)

(c) Arbetet I som det elektriska faltet utfor pa en partikel med laddningen ¢ ar:
W= IqE-d?
L

Partikeln ror sig ldngs banan L som definieras av

2
1+y2
x=0

fran punkten Py ix=0, y=-1, z=1 till punkten P,ix=0, y=1, z=1
Berdkna arbetet W. (1.0 p)

z
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(5) E(7) ar det elektriska filtet i en punkt vars ortsvektor ar 7 . Filtets kalla ar en volym, 7,

med konstant laddningstithet k. Under dessa férutsittningar berdknas E (i) som:
- 1 r=r")dv'
E(F)= j K( — _) '
472'80 v |r -7 '|

dar
= dV' ar ett infinitesimalt volymelement i 7,
= 7' &r en vektor fran origo till dV’,
= 7 ar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill berdakna E).

Volymen V ar en cylinder med radie R och langd L. Cylindern har axeln riktad langs x-axeln
och stracker sig fran yz-planet till x = —L (se figur).

Berikna elektriska filtet E i origo genom att utféra foljande steg:

(h) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem anpassat till det givna problemets

geometri:

av’ (0.1p)

T (0.1p)

T (0.1p)

|7 — 7|3 (0.1p)
(i) Berdkna

21

Iy " épde (0.6p)
(j) Berakna elektriska filtet £ i origo. (2.0p)

Tips: I xdx =— ! +c

3/2
(a2 +x2) a’+x’
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(6) Berdkna flodet [[ A-dS av vektorfiltet A genom ytan S, dar S &r ytan av en ellipsoid med

centrum i origo och med radier a = 6, b = 4, ¢ = 4 (se figur). Riktningarna for ellipsoidens tre
axlar ar okanda. Vektorfaltet definieras av:

- 1
A=V +y°

J=1) + (1) +(z-2)

Tips: ellipsoidens volym ar v = gnabc.

(7) Betrakta vektorfiltet A = (@ X 7¥) X b med @ och b tva konstanta vektorer och med 7 ortsvektorn.
Bevisa att

[ﬁZ-dF=—3ﬁ(5x5)-éz
L

dar L ar en ellips som ligger i xy-planet, med centrum i origo, storradie 3 langs y-axeln och
lillradie / langs x-axeln. | punkten x=0, y=3, z=0 har L tangentvektor ¢ .
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SOLUTIONS
PROBLEM (3)
(@
Option 1
v=(Vx4)
(VxV) =¢,v, = (V x (V x Z))i =& (£uma,, )1 = &80, (,, )] =
=(Vx 4) =&4,a,,
- (515;m _é‘imé‘ﬂ)(am,l ),j - é‘ilé‘./m (aml) 5m5ﬂ (aml) -
:51(‘%1), 2 (am,j),j :(“j,i),_, _(“ 1), -
- aJJ) _(a /), :(V Z) i :(V(V A)_VZA)
Option 2
v=(Vx4)
(Vxv) =5,0,v, (Vx(VxA)) 10, (8un0,a,, ) = ,4.6,,0,0,a,, =
= (V X Z)k =¢,,0,a,
(8,8, -58,6,)0,0,a, =5,5,0,0,a,-6,5,0,0,a, =
=6,0,0,a,-9,0,0,a,=0,0,a,-0,0,a, =
=0,0,a,-0,0,4,=(V-4) ~(vV*4) =(V(V-4)-v*4)
(b)

Z:e—’cos(kr+a)
r

1

rsin@ 06

VXZ=(

rsind Op rsin@ op ror

A :lcos(kr—i-a)
r

4,=0
4,=0
1 o4, 14, =

= VxA4= é,— =0
rsin @ 8(p r89 %

Zoinoa)-— T o o[ L L2 (g o oL 2 a1
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9 (sin04,)+— jl(A)

Pory 7 rsind 00 °7" rsin@ o

r
A4, =
4,=0
:V-Z=%%(r2%cos(kr+a)j=%§(rcos(kr+a))=
1 10
:r—zcos(kr+a)+;5(cos(kr+a)):

:izcos(kr+a)—£cos(kr+a)
r r

v¢=a¢A+l% + 1 %é
or r 00 rsin@ op

. 0(V-4)_ 10(V-4). 1 o(v-4) .
SV(V'A)Z%erJr; (60 )ngrrsinH (840 )%:
=0 =0

== (%cos(kr+a)—§sm(kr+a)] =

- -~ (Lcos(kr+a)jér —g(ksin(kr+a)jér =

| »

| >

r r\r

:—%cos(krvta)ér —izsin(kr+a)ér +
r r

k. . K ;
+—sin(kr+a)e, —7cos(kr+a)er =
r

2 2.2
=£—%—k—Jcos(kr+a)é 2+/§ r cos(kr+a)ér

r r r

2.2 2.2
S AL cos(kr+a)ér:—2+lzr
r r

A

PROBLEM (4)
V =r*sin@sin ¢
(a)

E:_VV__a_Ver_la_V L ory
or r 060 rsin @ 8(0
__6rzsinc9sinq0A _18r sinfsing , 1 or’sin@sing .
or "oy o0 ° rsin@ o 7

=-2rsinfsinge, —rcosfsingpe, —rcosge,



(b)

(c)

=VV-n

S| o
S

o . e +e
=e +e =>n= -
X y /2
We are on the xy-plane, so 8 = /2 and hence

VV =2rsinge, +rcosge,
The scalar products are:
e.-e =x/r

I\

L =ylr

L

e,~e.=—ylr

e(p~ey:x/r

So,

oV e +e
—=VV-n=(2rsinpe. +rcospe ) —=>=

on ( pe. 4 w) h

2rsing . . 2rsin@ . . Frcoso .
% N % 5 4+ %

e .e e . . . . . '
roTx \/E roTy \/5 ? \/5 Py
_2rsin¢x+2rsin¢)y reosgy  reosgx

o2 r 2r 2

2rsing 2rsing . 7 cos @ in¢+FCOS(p

COoSQ+ SIN @ — S
LN q’ﬁ N

sin ¢ cos @ + sin (p+1)

=

=

cosQ =

S

rsing

2r
=——"CoSQ+—=sin’ p+—=cos’ @ =
N oot o= g

W=[qE-dr =q[E-dr =—q[V (7,) =V (71) | =V (70) =V (7,

V =r*sin@sin g

1
P :x=0,y=-1,z=1 > r=+v2,0 =1/4, ¢ = —1/2 =V (7, )=2——sin| —=—
1 Yy /4, @ / (Pl) \/5 ( >
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):-ﬁ

Py:x=0,y=1,z=1=>1r=+2,0 =m/4, ¢ =m/2 :V(F},Z)=2%sin%=\/§

W=V (7)-V(Fn)=—~2-v2=-242
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PROBLEM (5)

It is simpler to rotates the coordinate system, so that the axis of the cylinder is along the z-
axis and its base is on the xy-plane. In this way, we can use a “standard” cylindrical coordinate

system.

(@
dV'=p'dp'dep'dz'
7=0

Fl=p'é, +2'¢
r-r'=-p'e,—z'e

(b)
27 2z 27 2
J.épa’(oz j(cosgoéx +singoéy)d(o:éxjcos¢dg0+éy.fsingoa’¢):6
0 0 0 0
(©
_ (F—r'dV' K “”R p'e —ze)p dp'de' dz
E(F)=
e -7 4%“! (p2+z2)"

2z

!

Ip'z édp'dp'dz’ i 'L([

-
dne, g ( P z? )3/ P g,

27
=0 because I é,dp=0
0

~ LR "o [} ' s L §
ke frz'p'dp d32/2 =_K€Zj B 1 2 s =
2¢, 00(:0'2+Z'2) 26,7 \/p'2+Z'2 0
xé o 1 1 ke, (
2 I z'dz':—_zj' 7'+ I 'dz'=
26,95\ |z| JR* 427 |Z| o
_ ke, [Z.]g+’féz [W}Lzﬁ( R2+L2—R—L)éz
280 280 0 80

But we have rotated the coordinate system to have the axis of the cylinder along the z-axis. If
we get back to the original coordinate system, we get as final answer:

E(F)= —2—(\/122 +I2-R —L)éx

€y
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PROBLEM (6)

- 1
A=V +y°

Jo=1) +(y—-1) +(z-2)
We could try by parameterizing the surface. But then the integral would be rather complicated.
The field is singular in the point x = 1,y = 1,z = 2. The singularity is located V12 + 12 + 22 =6
far from the origin. The minor radius of the ellipsoid is 4. So, the singularity is inside the
ellipsoid. Therefore, we cannot apply Gauss theorem directly.
We cannot use directly theorem 11.1 (Ramgard), because the field has not the same structure
asin11.1.
First, we can change the coordinate system, to have the singularity in the origin of the new
coordinate system.

l\)r—d’—‘

xX—
Y-
z—

N ®
I

- 1 2 1 2
= A=V +(y'+1) |=V +VI|(y'+1
L [x12+y12+y12 ( ) J L ’x12+y|2+y|2J (( ) )

Then we can take a spherical coordinate system centered in the new origin.

A= V(1)+V((y'+1)2)=—%ér.+2(y'+l)éy
r

Now we can apply theorem 11.1 to the first term and the Gauss’ theorem to the second term.

” :—H—e dS+Hz yr1)é

=—4r we can apply Gauss' theorem

_—47z+2mv y+l ]dV——4yz+2mclV—

=—47r+2%7z~6-4-4=—47r+2567r=2527r

PROBLEM (7)
The field is continuous and the curve is closed. We can apply Stoke’s theorem.

DjZ-dF=”V><Z-d§
L S
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So, we get:

fi4-dr =[[Vx4-dS =|[axb-dS

L N N
As surface, we can take the ellipses that lies on the xy-plane and has S as boundary. Note that
the normal to the ellipses must be —¢_, due to the orientation of the curve. So:

[14-dr = [[axb-dS =-|[(axb)-e.ds =—(axb)-¢. [[dS =-3x(axb)-é,

L S S N

(S —
3z
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e Fusionplasmapysik

..,,425 =g, Skolan for Elektro- och Systemiteknik
Frroy / g

& verensiar §F KTH, Teknikringen 31
°?%ZCH o Ssg.f Lorenzo Frassinetti — Jan Scheffel
T e

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys

kl. 09.00 - 12.00 16rdagen den 21 oktober 2017
(+ egenrittning 12.00 — ca 13.00)
Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad.

Skrivtiden ar tre timmar. Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p.

Den feoretiska delen utgors av uppgifterna 1 och 2 och berikningsdelen utgors av uppgifterna 3 till 7.
Teoretiska delen, tillsammans med hemuppgifterna (HT 2017), kan maximalt ge 6 p.

Berdkningsdelen, tillsammans med grupp- & individuella uppgifter (HT 2017), kan maximalt ge 15 p. For
godként krivs minst 9 p sammanlagt.

Betyg: FX E D C B A

poing: 7 9 11 13.5 16
18

Dessutom:

*  Betyg A: 18 p och 2 p fran uppgift 6 och 2 p fran uppgift 7
* Betyg B: 16 p och 2 p fran uppgift 6 eller 2 p fran uppgift 7

Minirdknare ar ¢ #illaten.
Tillatet: Mathematics Handbook (Beta) och vektoralgebra + kroklinjiga koord-system formler.

(1) Betrakta Gauss’ sats.
a) Bevisa satsen med matematiska formler 2p)
b) Forklara de logiska stegen i beviset med ord (0.5 p)
c) Berdkna flodet av ett vektorfalt A (definierat i ett sfariskt koordinatsystem):
- .
A=r e,
genom en kub med sida L och centrum i origo. (0.25p)

d) forklara i ord resultatet fran (c) (0.25p)

(2) Bevisa att om ¢ har kontinuerliga andraderivator i omradet V' samt ar kontinuerlig i ¥ och .S sa
galler:

V2¢=0 iVochg=0pdS = ¢=0iV (3 p)
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(3) (@) Anvand nablardkning eller indexrdakning for att bevisa
Vx(¢Z)=¢VxZ—ZxV¢

(b) Anvand 3(a) for att bevisa (i ett cylindriskt koordinatsystem)

VX(¢(p)é¢)=(@+Mj€

op

4) E(F) ar det elektriska faltet i en punkt vars ortsvektor ar 7 . Faltets kalla ar en yta, S,

med konstant laddningstdthet o . Under dessa forutsattningar berdknas E(F) som:

1 ((F-7")o,dS"

E 7)=
(7") 472'50 d |F—7'|3

dar

= dS'ar ett infinitesimalt ytelement pa S (skalart, ej riktat)

= 7' aren vektor fran origo till dS",

= 7 &r positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill berdkna E ).

Ytan ar en halv cylinder med radie R och hojd 2L. Halvcylindern har axeln riktad langs z-

axeln. Halvcylindern definieras som x<0. Se figur.

Berdkna elektriska filtet £ i origo genom att utféra foljande steg:

(a) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem:
ds'

bl

7
17
r—r'
(b) Berakna
37/2
I e,do

/2

3

(c) Berdkna elektriska filtet E i origo.

. dx x
Tips: = +c
I 2, 2)? 2 [ 2, 2
(a +x) a’Na +x

(0.25p)
(0.25p)
(0.25p)
(0.25p)

(0.5p)

(1.0p)
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(5) Betrakta vektorfaltet (i ett cylindriskt koordinatsystem)
E=(2psinp+1)é, + pcosge,
(a) Verifiera att E &r konservativt (1p)

(b) Berikna jE-df
L

(b1) fran punkt A till punkt B
(b2) fran punkt A till punkt C

L: halvcirkel i yz-planet med radie R och centrum i origo
A och C ligger pa z-axeln och B ligger pa y-axeln.

(6) Elektriska filtet E fran en punktladdning O som ligger i origo &r:
1 0

Are, 1’

E- 6
Berdkna flodet avEgenom en cirkular skiva S som ar parallel
med xz-planet och ligger i y=L. Skivan har centrum pa y-axeln
och radie R. Normalen for Sar n=e,

Gp)

Tips: j xdx =— ! +c

[

X

(7) Betrakta féljande vektorfalt (i cylindriska koordinater):

2
Z:pp+1é¢+p2ép

Berdkna linjeintegralen mz-df dar L ar en ellips
L

som ligger i xy-planet, med centrum i origo, storradie a

Y

langs y-axeln och lillradie b langs x-axeln. | punkten
x=0, y=1, z=0 har L tangentvektor ¢_.
3 p)




SOLUTIONS

PROBLEM 1

1 (a,b) For the proof, see the Ramgard or the slides on canvas.

1 (C) the divergence of the field is zero>the flux is zero

1(d)
For full points (0.25p): the divergence of the field is zero-> the field is source-free
Only part of the points if you have used arguments related to symmetry.

PROBLEM 2

See theorem 12.2 in the Ramgard

PROBLEM 3

3(a)

Option 1:

rot(¢A) =V x(pA4) =V x(pA)+Vx(¢4)=

:(V¢)XZ+¢(VXZ)= V¢)XZ+¢(VXZ)Z¢(VXZ)—ZX(V¢)
Option 2:
i Vx(¢2)=V¢xZ+¢(VxZ)
Vx@

(Vx¥), =gum; 1= (Vx(#4)) =2, (44,), =

=5 4, A +e,94,,=(Voxd) +9(Vx4)
(v9),

i
>
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3(b)
Vx(¢(p)é¢)=[¢(p) N 5¢(P)Jé

P op )

using 3(a):
Vx(¢(p)é{p) = (V¢(p))><é¢ +¢(p)(Vxé¢)
the scalar field is ¢#( p), so it depends only on the variable p = the derivatives in z and ¢ are zero.

_9(p), ,104(p);  (p), _24(p)

V¢(p) p (4 éz ép
op p 85 Gj op
_ A A o(p4 A
VxA= 04, 04, é,+ o4, o4, é,+ (p w)_a £ e
pop Oz dz  Op pop - pop
usingd=¢,=4,=0,4,=1,4,=0
:>Vxé¢:(%JéZ:iéz
P P
s\ _08(P) - L, _94(p), 1. _(#(p) 24(p)),
Vx = + —e, = + —e. = +
(¢(p) ¢7) ap P>:61/7 ¢(p)p z ap ez ¢(p)p z p ap ez
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PROBLEM 4
4(a)
dS'= Rd¢'dz'
F=0

7'= Re +ze

- ‘A
rF—r'=-Re_ -z'e,

4(b)

37/ 37/2 A

37/2 372/2( n . n )d . n
L/z e, dp= L/Z cosge, +singe o = [sm gz)],,/2 e, +[ cos (p]ﬁ/2 e, =-2e,

4(c)
. 1 —_—v O'dS' L 37/2 —Ré —Z'éz
B [ e | ] g
4re, |7”—”| 47ey °1 (R +z' )
o L 37/2 Ré o L 37/2 Z'é

% CrRAgd-2 [ [ S Rdgdz' =
4re, ° (R2+Z'2) 4re, ° (R2+Z )

:_O_ORZ L 3z/2 épd¢’ . GOR 2 L Z'éz .

4 5 2132 Z 4 T 5 2132 dz
&y L 22 (R +z ) 7g, —L(R +z )

(the integrand is an odd function in z)
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PROBLEM 5

5(a)

A field is conservative if its curl is zero (done in week 3 of the course. See theorem 7.5 in Ramgard).
We need to calculate the curl in cylindrical coordinates:

_ OF OF o(pE.) oF
VxE= ﬁ— 216 + _p_ai o + (P ‘/’)_ p éz:
pop oz )" \ oz op)” pop  pop

:(_Gpcoswjé +( 8(2,0sin(p+1)]é +[8(P2005¢)8(2psin(p+1)]

e =

z

oz )" 0z ’ pop pOP

=0¢e, +0¢, +( 2£cos¢)—2pMJéz =
P p

=]

The curl is zero. So the field is conservative.

Alternatively, you could have calculated the potential and then write explicitly that if the field has a
potential then it is conservative.

5(b)
The field is conservative, so it has a potential E=V¢. We can calculate the line integral using the
potential:

[E-dr =4(7)-4(7)

L

To calculate the potential:
E=Q2psinp+1)é, + pcosge,
we need to find a scalar field ¢ such that: E =V ¢
In a cylindrical coordinatesystem:

E=vp=20; 100, O,

= +
op " pop ? oz °
E=Eé +E¢é +Eé =(2psinp+1)é +pcospé + 0 é.
P (724 ( ~ ) P :Ew @ :LEZ
_0¢ ) _0¢ B . oo .
:>E,—a—:>2psm(0+1—a—:>¢(r,(p,z)—j(2psm(p+l)dp—p sinp+ p+ F(p,z) (i)
o o
E =i%:>l%=pcosgo
" pop pog 1 OF (9,2) .
o Loron =g o "= @) =60 (ii)
from (1) ——= pc0s¢+—i P 14
op p O
from (i) and (ii) = ¢(r,0,z) = p*sing+ p+G(2) (iii)
Ez:?:gi: oG
: 8; oG = (Z)=O:>G(z):c
from i)y  2-96E)|
op 0z

= @(r.@,z)=p’sinp+p+c
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The field is conservative, so it has a potential E:V¢. We can calculate the line integral using the
potential:

A:p, =0, z,=-R
B:p,=R, ¢,=7/2, z,=0
C:p.=0, z, =R

#(7,)=c
¢(7,)=R*+R+c
#(7)=c

E-dr=§(7)-4(7)=R°+R  and E-dF = §(7)~4(7) = 0

B C—y Y
A C—y O

ALTERNATIVE APPROACH for 5(b)

You could try to calculate the line integral directly without determining the potential.

This is possible, but it is rather challenging. Note that the path is on the yz-plane, so you cannot
simply use the standard cylindrical parameterization for the path. This makes this approach very
difficult.

| did not try to use it, but if you have done it correctly, you will get points. However, if you have used
a standard cylindrical parameterization, you will get zero points for this part (it is really a major error).

PROBLEM 6
F=— 92;
drg, r

We need to calculate J-J.E-dg
N

Due to the symmetry of the problem, as long as S has the normal parallel to the field and as long as S
has distance L from the origin, we can move the surface without changing the value flux. It is
convenient to consider that the surface as perpendicular to the z-axis (see figure)
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T TS
3
/
o/ r-F7
y
dS =2npd pe,
- = 1 0.
E-dS = =e.-(2npd pe
47[80 rZ r ( p p )
r=A\L+p’
e, =(sinfcosp)e +(sindsing)e, +cosde,
=e. - =cosb
cos@=L/L[’+p’
E-dS = g Lpdp3/2
2¢, (L2 +p2)
R
”E_d—_RQ Lpdp _QL¢ pdp _QL| 1 _QoL(1 1
s 0 28 (L2+,02)3/2 2¢, ()(L2+,02)3/2 2¢, (L2+pz)l/2 . 26\ L IP+R°

Alternative approach
It is possible to solve the problem keeping the surface on its original position. It is a bit more
challenging from a geometrical point of view, but the logic is similar.

PROBLEM 7

The path is closed, but we cannot used the Stokes theorem directly. The field is not continuous on
the z-axis and the path is around the z-axis.
However we can use theorem 11.2:
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f Ko dr=27kN
L p 4
Z—p2+1e +ple = pé 15 +ple
,0 4 P 4 p 4 P
— . . 1. . . _
step (I) mLA -dr_:ml(pew +p2ep)-d17+[]1;e¢ -dr = ”Vx(pe{p +pZep)-dS -2z
we can apply Stokes T S
(remember that the field is in a cylindrical coordinate system)
(—27 because the orientation of the curve is -¢,)
2 b ,02 2
step (1) Vx(pé¢+p2ép):(a—pJép+ %»- e+ oAr) _ap 6 =26
0z 0z pop  pog
step (III) ds = —dSe_ (this is because the orientation of the curve is -¢,)
step (IV) [[Vx(pe,+pe,)-dS =[[2¢.-(-dse.) = -2[[ dS = —2rab
N N S

step (V) [ij A-dF ==2rab—2x =-2x(1+ab)
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LIS

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys

kl. 08.00 - 11.00 16rdagen den 20 oktober 2016
(+ egenrittning 11.00 — ca 12.00)

Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad. Skrivtiden ér tre
timmar. Varje utford uppgift ger maximalt 3 p. Den feoretiska delen utgors av uppgifterna 1 och 2 och
berafkningsdelen utgors av uppgifterna 3 till 7. Teoretiska delen tillsammans med hemuppgifterna (HT 2016)
kan maximalt ge 6 p och berikningsdelen tillsammans med grupp- & individuella-uppgifter (HT 2016) kan
maximalt ge 15 p. For godkint krivs minst 9 p sammanlagt.

Minirdknare ar ej tillaten.

Du kan anvinda Mathematics Handbook (Beta) och vektor algebra + kroklinjiga koordinatsystem formler.

(3) Stokes sats

a) Skriv ner Stokes sats samt dess villkor. (0.25 p)
b) Bevisa satsen. (2.00 p)
¢) Betrakta filtet A i ett cylindriskt koordinatsystem:
it
Yo

Gar det att anvanda Stokes sats for att berdkna mLZdF langs

en sluten kurva som omsluter z-axeln? Motivera ditt svar. (0.75p)

(4) Bevisa att om ¢ har kontinuerliga andraderivator i omradet V samt ar kontinuerlig i Voch S sa
galler:

V¢=0 iVochg=0paS = ¢=01iV G p)
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(3) (@) Anvand nablardkning eller indexrakning for att bevisa: (1.0 p)
Vx(VxA4)=V(V-4)-V’4
(b) Anvind 3(a) for att berdkna: V?é. (i sfariska koordinater) (1.0 p)

(c) Betrakta Maxwells ekvationer i vacuum och i ett laddningsfritt och stromfritt omrade:

V-E=0
VXE:—a—B
Ot
V-B=0
— OE
VxB=uc, —
Hy&y o ~
) _ g 0’E
Anvand 3(a) for att bevisa: V°E = /1080? (1.0 p)

(4) En elektrisk strom [ gar i en halv cirkuldr spole L med radie 7. Spolen ligger pa planet
z = 0 och har centrum i origo (se figur). Biot-Savarts lag lyder:

By = yOIIdTX(F—V) v
ar g [F-7

dar:

dl' ar ett infinitesimalt langdelement langs spolen (kurvan L),

7' ar en vektor fran origo till dl’,
7 ar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill berdakna B). 7
Berdkna magnetfiltet B langs z-axeln genom att utfora foljande steg:

(a) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem (anvéand ¢,,¢,,¢e.):

dl’ (0.2p)
7 (0.2p)
7 B (0.2p)
dl' (7 —7") (0.2p)
7 -7 (0.2p)

(b) Berdkna i ett cylindriskt koordinatsystem:

/2
j_”/zepd¢ (0.25p)
[7//22 .de (0.25p)

(c) Berdakna magnetféiltet]? langs z-axeln som produceras av spolstrommen.
(1.5p)
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(5) Betrakta vektorfaltet (i ett cylindriskt koordinatsystem):

_ A z
A= 4,pe,
Lat L vara en cirkel med radien 7, och med centrum i punkten
P definierad av x=0, y=1, z=1. Normalen till cirkeln L ligger i
yz-planet och har en lutning pa 45° fran y-axeln.
Berdkna linjeintegralen: mde
L >
Y
X

(6) Berakna flodet av vektorfaltet

A=ze,
genom den 6ppna ytan S.

wn
N e <
VoAl
S = px

>
N>
vV
e

Notera att planen y=1 och z=0 inte ingar i S. Villkoren pa y och z anger endast var S
avgransas.

(7) Betrakta en stel cirkuldr spole L med radie R. Spolen har centrum i origo och ligger i planet
x=0. Laddningstdtheten i spolen beskrivs av: 4, = 4, cos @

| origo det finns en elektriskt laddad partikel med laddning Q som generar ett elektriskt falt
som beskrivs av:

Den infinitesimala laddningen dq pa ett langdelement dl ar: dg = A,dl
Kraften pa dg som produceras av elektriska faltet ar: dF = F?dq
(@) Berdkna den totala elektriska laddningen i 6vre delen av spolen (z>0). (0.5 p)

(b) Berdkna den totala elektriska laddningen i spolen. (0.5 p)
(c) Berdkna den totala kraften pa spolen. (20p)
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SOLUTIONS
PROBLEM 3
3(a)
Vx(VxA4)=V(V-4)-V’4
Vx(VxA)=Vx(Vxd)= nx(nxc)=n(n-¢)—c(i-n)

=V(V-4)-(V-V)4=V(V-4)-V’4
= V?A=V(V-4)-Vx(VxA4)

VoA=L (g )L
r- or rsin@ 06

with A=é,=(1,0,0) we get:

0 . 1 0
—(sin04, )+ rsin@%(Aw)

rotd = 1 i(siné?A )— 1 %ér'f‘ 1 %—li(ﬁl{p) é€+(li(rAg)—l%Jé¢
rsin@ 060 ?7 rsin@ Op rsin@ ¢ ror r or r 060

We obtain: rote. = (0, 0, 0)

v”r=v(v-ér)—V><(V><é,,)=V(EJ—VX(O,O,0)=—%%+0éa+0é¢=—%ér
r r r
3(c)
=0
Vx(VxE)=V(V-E)-V*E =-V*E ’E
( ) ( ) _ :>V2E:/’l050887l2?



PROBLEM 4

4(a)
r=ze,
F':roép
dl'=r,dge,
F—r'= —roép +ze,

4(b)

4(c)

= = 2 2
|r—r'|:1/r0 +z
— 3 2 2 PB/2
|r—r'| :(ro +z )3

di'x(F —7")= zrydpé, +rydpe,

A

/2 /2 n . ~ . /2 A /2 A A
j e d§0 = J. /2 (COS ¢ex +sin ¢€V )d¢ = [Sln gp]—ﬂ'/Zex + [_ Cos ¢]—ﬂ'/2ey = 2ex
_ _r )

/2 P

/2 /2

J-—n/z ézd(p :éz J‘—n/z d(l) =7 éZ

Bery= Al J-dl_'_x(F_ —37') _ml °F 2ndgeé, +ridge,
47 L |7’_7”'| 4 -2
/2 5 /2
A ey
4z -7/2 (I’02 +22) 4z -m/2

1
A 2 A
o (2zr0ex + v ez)
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PROBLEM 5

D‘]Z-dfz[ﬂlrotz-dg

s
rotA=24e, =
e, +e,

NG
:ELﬁZd- [@[2Ae AdS = 2A[[]’ \/_ &re s 2A0[ﬂ[\/_dS x/—A(,m[dS 24,77

S>

PROBLEM 6

xX=2pcos@
z=3psing

2 2
x° oz,

=— 4+ —=
y 4 9 P

7(p.p) =(2pcosp, p*,3psing)
00>

p:0>1

z—(2cosg0,2p,3sm(p)

0 or or ) ) . _
:—x—=(6p cosp,—6p,4p smgo):n

or . op O

a—=(—2psm(p,0,3pcos¢)

but n-e, mustbe>0 = the sign must be changed.

A=zé =3psinge,

J]Z-dgz J‘J.Z(F(p,go))-(%x%jdpd(p

1
=—J.j3ps1n¢e (6p cos@,—6,4p° sin @ dpd(p: j 12p° sin’ pd pd g =
0

@ sin2@ 1 1 3
-12 p%fp[———} :—67{—,04} =——7
-([ 2 4 47 2

S
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PROBLEM 7

due to the symmetry of the problem, we can use a spherical coordinate system
with the angle ¢ defined in the range ¢:0 — 7 and
with the angle 6 defined in the range 6:0 — 27

(a) dq = A, cosORd O
/2 . z/2
Opper = J-_”/leo cosORdO = A R[sinO] ° =24,R

-/

2 . 2
®) Q=] AcosORAO = R[sin6]" =0
A, Qcosf 5

¥

%ér A, c0SORAO =
g, 4dre,R

(c) dF =Edg=

do

the coil is in the plane x=0 = @=7/2= ¢, =sinfe, +cosbe,

2z 2
F=[fjaF=| £HQeost 5 g S Q. [ cos(sine, +cos62.)do =
7 o 4me,R 4dre,R

[=}

2z 2z . 2z
= ﬂon & JCOSHSian@-l— ﬂqu éZ'[COSZHdHZ ﬂaOQ éz £+Sln2¢ :loQéZ
g 4re,R dre,R 7|2 4 |, 4gR
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P

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys

kl. 09.00 - 12.00 16rdagen den 24 oktober 2015
(+ egenrittning 12.00 — ca 13.00)

Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad. Skrivtiden ar tre timmar.
Varje uttord uppgift ger maximalt 3 p. Den zeoretiska delen utgors av uppgifterna 1 och 2 och berakningsdelen
utgbrs av uppgifterna 3 till 7. Teoretiska delen tillsammans med hemuppgifterna (HT 2015) kan maximalt
ge 6 p och berikningsdelen tillsammans med grupp- & individuella-uppgifter (HT 2015) kan maximalt ge
15 p. For godkint krivs minst 9 p sammanlagt.

Minirdknare ar ej tillaten.

Du kan anvinda Mathematics Handbook (Beta) och vektor algebra + kroklinjiga koordinatsystem formler.

(5) Bevisa Gauss’ sats:

a) Skriv ner de logiska stegen i beviset i ord (1 p)
b) Bevisa satsen med matematiska formler (2 p)

(6) Bevisa att i koordinatsystemet (u;,u2,u3) kan gradienten av ett skalarfalt ¢ skrivas
10
gradg = Z——¢e dar h; ar skalfaktorer.

Gp)

V. G. Vand!
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(3) (@) Anvanda nablardkning for att bevisa: (1.5 p)
VA=V (V-4)-Vx(Vx4)

(b) Anvand 3(a) for att, i sfariska koordinater, berdkna: Vzér (1.5 p)

(4) E(7) ar det elektriska faltet i en punkt vars ortsvektor ar 7 . Faltets kalla ar en yta, S,

med konstant laddningstithet o,. Under dessa forutsittningar beraknas E (i) som:

- 1 r—-r'")o,dS'
E(r)= ( — )_'2 o
472'80 S |r —r |
dar:
dS' ar ett infinitesimalt ytelement pa S’ (ej riktat) R
7' ar en vektor fran origo till dS',
r ar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill berdkna
E).
Ytan ar en cirkuldr skiva som ligger i xy-planet (z=0). Skivan har
centrum i origo och radie R.
Berdkna elektriska filtet £ lings z-axeln genom att utféra féljande steg:
(a) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem (anvdnd ¢,,¢,,e.):
das' (0.25p)
7' (0.25p)
7 (0.25p)
-7l (0.25p)
(b) Visa att:
27
J:) e, dp=0 (0.5p)
(c) Berdkna elektriska féiltetEIéings z-axeln som produceras av skivan. (1.0p)
xdx 1 te
Tips: I 32
(a2 +x2) a’+x°

V. G. Vand!
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(5) Betrakta foljande vektorfalt (i sfariska koordinater) (3 p)
— 3+r'siné . 2 z
= 5 e, e,

Berdkna flodet av vektorfiltet ut genom en cylinderyta S med
radien R, axel lings e_, langd Z, och centrum i origo. Flodet

genom cylinderns tva cirkuldra lock skall medrdknas (S ar en
sluten yta).

(6) Betrakta foljande elektriska falt i cylinderkoordinater: 3 p)

E =2psingpé, + pcosge,

Kraften som det elektriska faltet E utovar pa en partikel med laddningen ¢ ar F =gE .
Partikeln ror sig fran punkten P; i x=0, y=1, z=0 till punkten P> i x=1, y=0, z=2 langs en
skruvformad bana, L, som foljer en cylinderyta. Cylindern har z-axeln som centralaxel och
radie R=1.

Berdkna arbetet W som det elektriska faltet utfor pa partikeln:

szqE°d7
L

(7) Kraften pa en ledare L med den elektriska strommen 1, i det magnetiska faltet B ar:
F = IJ.(dl_ X E)
L

Berikna kraften F pa en cirkular stromslinga L (radie R och centrum i origo). L ligger i xy-

planet (z=0) och omsluter z-axeln en gang. Magnetiska filtet B definieras i
cylinderkoordinater:

B :Bop(cosgo é. +sin(oé¢)

Anvand foljande steg:

(@) uttryck dl iett cylindriskt koordinatsystem (0.5p)
(b) berikna dI x B i ett cylindriskt koordinatsystem (1.0p)
(c) integrera och berikna F (Du kan hir anvinda ett kartesiskt koord-system) (1.5p)
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SOLUTIONS

PROBLEM 3

Vx(VxA4)=V(V-4)-V’4

Vx(VxA)=Vx(Vx4)= nx(nxc)=n(n-c)—c(in-n)
=V(V-4)~(V-V)4=V(V-4)-V’4

= V?A=V(V-4)-Vx(VxA4)

1

o, . 1 0
rsiné’ﬁ(sm 04,)+— —(A(p)

- 10
V'A:_zé_(r Ar)+ rsin@ o¢

with A = e. =(1,0,0) we get:

2
r

rotd = L (sm@A ) 1 o4 e, + 1 o4, —li(rA ) é9+(li(b‘l€)—l%jé
rsin@ 060 rsin@ o rsinf ép ror: ° rof )"’

with A =(1,0,0)

We obtain: rote. = (0, 0, 0)

Ve =V(V-é)-Vx(Vxeé ):V(gj—Vx(O,O,O):—%ér+Oé9+0é¢,:—%ér
r r r
PROBLEM 4
_ 1 o, (F-7")ds"
EFT)= 0(_ _)3
472'80 5 |r—r'|
(a)
dSV:de¢ldpl
r!_p!é!p
7 =ze

A A — . 3/2
(F-7)=z6, -p'e', = [F-F|={+p” = |r—r'|3:(zz+p'2)



(b)

27 n 27 n . n n . 07 n 0 n n
J:) e, dp= L (cosge, +singe )dp=e, [sinp]” + e, [~ cospl” =06, + Oc, =0

E(F)= Iffo(?—?')ds': 1 IGO(ZéZ—p'é'p)p'd(p'dp':

— — 3/2
4re, | '| 4re, < ( e va)

I I(p 27rzep d(/) dp (o p'é'pp'd¢'dp':
)3/2 472'80 3 (22+p'2)3/2

4re,

2wzZo

PROBLEM 5

. (P=k  p'dp' o 27“
4;;500 ez'[’io (Zz+p'2)3/2 47z?9 L 0[ 3/2 I") J

ZO'OA_ 1 ’ ZGO,\( j O'O,\(Z_
26, Nz +pt |, V2 JZiR) 24 “ | 2+ R

|
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4 .
[4-a5 =j£3+rr—fmeé, +r2é¢j-dS :j(%e +r7sin 08, +r2é¢j-dS -

2
r

I( 3 é,,)-d§+‘|.(r2 sin fe, +r2é¢)-d§=

127[+jV-(7f2 sin fe, +rzé¢)dV:
4

1 0 1 0
in a spherical coordinate system: V-v = ——(r*v. )+ —(sinév, )+ —(v
P Y i G A L) A ago( )

i(}"z) _ 4r3:2in6?

s0: V- (r? sinﬁér+r2é¢):i2£(r4 siné’)—i— =4rsin@

r-or rsin@ op

:12;z+j4rsin9dV:
4

{ Note that the volume is a cylinder. And that »sin 0 = p}

R

=127+ [4pdV =127+ [4p*dpd pdz =127z+8ﬂzojp2dp =127 +87Z, Epﬂ = 127r+§7rZOR3
Vv 14 v

0

PROBLEM 6

Let’s calculate the potential of the vector field.
The field is defined in a cylindrical coordinate system, so we need to use the gradient in a cylindrical

coordinate system.
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V¢=E = [qE-dF=q|E-dr=q(¢(P)-4(R))

g—¢=2psin¢:>¢=p2 sing+ f(p,2)
0

¢
———=pCcosQ

d
PO N e~ B BRI
1 ¢_pc0w+_ f(p.2)| p Op
p op p Op
=¢=p°sinp+g(z)+c
W _, )
oz = %@ o g2)=k
%:Qg(z) 0z
0z 0z

=¢=p°sinp+c+k orsimpler: ¢=p°sinp+a

W=[qE dr =q E-dr = q(§(P,) - 4(P))

P: x:0,y=1,Z:O:>p:1,(/):%,Z=O :W:q(sin()—sin%jz—q

P: x=1,y=0,z=2=p=Lp=0,z=2

PROBLEM 7
dl = pdge,
dl x B = pdpe, x B,p(cos gé, +sin gé,) = By p* cos pd e,

F = IJ;ZH B,p’* cospdgpe, = IBORz'[)Z” cos e do = IBORZJ.OZ” cos p(cos e, +sin e, )dg =

. 2r
1B,R [ cos® gb,dp = IB,R*, [ cos® pdp = IB,R*¢, {% + %} — IB,R*zé.
0
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PNy Fusionplasmapysik
$°£g o g%éﬁ Skolan for Elektro- och Systemteknik
] }E\;INL{:IP § KTH, Teknikringen 31
°?%ZCH o s:gng, Lorenzo Frassinetti — Jan Scheffel

LIS

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys

kl. 09.00 - 12.00 fredagen 24 oktober 2014
(+ egenrittning 12.00 — ca 13.00)
L2]1-L22-141-1.42

Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad. Skrivtiden ir tre timmar.
Varje utford uppgift ger maximalt 3 p. Den zeoretiska delen utgors av uppgifterna 1 och 2 och berikningsdelen
utgors av uppgifterna 3 till 6. Teoretiska delen tillsammans med hemuppgifterna (HT 2014) kan maximalt
ge 9 p och berikningsdelen tillsammans med grupp- & individuella-uppgifter (HT 2014) kan maximalt ge
12 p. For godkant krivs minst 9 p sammanlagt.

Miniraknare ar ej tillaten.

(7) Bevisa Gauss’ sats:

a) Skriv ner de logiska stegen i beviset i ord (1 p)
b) Bevisa satsen med matematiska formler (2 p)

(8) Bevisa att om ¢ har kontinuerliga andraderivator i omradet V samt ar kontinuerlig i Voch S sa
galler (sats 12.2):

V¢=0 iVochg=0paS = ¢=01iV (3p)

V. G. Vand!



(3) Berdkna flodet av vektorfaltet

A=xe, +xze +ze,
genom 6ppen ytan S definierad av

y=x’+z"
y<2

n-ey>0
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(4) En elektrisk strom [ gar i en cirkuldr spole. Spolen har radien 7, den har centrum i origo,

och ligger i planet z=0.
Biot-Savarts lag lyder:

- Ul d?x(?—?’)
B(7) =
=] =

dar: L

dl' ar ett infinitesimalt langdelement ldngs spolen (kurvan L),
7' &r en vektor fran origo till dl’,
7 ar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill berakna
B).
Berdkna magnetfaltet B langs z-axeln (d.v.s.i p=0) genom att
utfora foljande steg:

(k) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem (anvand

e,
dl'

r

r
dl' (7 —7')

3
r—r

A

e

€. )

(I) Forklara med en figur, eller visa matematiskt att:
2 N
["é,dp=0

(m)Berdkna magnetféltetl? langs z-axeln som produceras av spolstrémmen.

(0.3p)
(0.3p)
(0.3p)

(0.3p)
(0.3p)

(0.5p)

(1.0p)
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(5) En sfar med radie r, har laddningstdtheten: p :p{LJ .o>0

7o

Utanfor sfaren ar laddningstatheten lika med noll.

(a) Betrakta Poissons ekvation: V¢ = —a (dar g, ar en konstant)

&y
- skriv ner Poissons ekvation genom att anvdnda ett lampligt
koordinatsystem. (0.3p)
- utnyttja problemets symmetri for att forenkla ekvationen. (0.5p)

(b) Anvand ekvationen ovan for att berakna:

- elektrostatiska potentialen ¢ innanfor och utanfor sfaren. (1.0p)

- elektriska filtet £ innanfér och utanfor sfiren. (1.0p)
(c) Rita ut potentialen och elektriska faltet innanfér och utanfor sfaren. (0.2p)
Tips:

e« E=-V¢

e limg(r)=0

e E(r=0)=0

Vid r=r, ar elektrostatiska potentialen ¢ innanfér sfaren lika med potentialen utanfor
sfaren.
Vid r=ry, ar elektriska faltet innanfér sfaren lika med elektriska faltet utanfor sfaren.

(6) Betrakta foljande skalarfalt i sfariska koordinater:

(@)

(b)

(©)

¢ =r’sinfsing

Berdkna 6kningen per langdenhet (d.v.s. riktningsderivatan) av skalarfaltet i

riktningen v =¢, +2¢, i punkten P definierad av » =1, 0 :%, 0 :%

(1.25p)
Berdkna vinkeln mellan v och é(p (0.5p)

Berdkna en riktning, parallell med xy-planet, for vilken skalarfaltets 6kning per

langdenhet ar \/g i punkten P.

(tips: anvand kartesiskt koordinatsystem) (1.25p)
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SOLUTIONS

PROBLEM (3)

x=pcosl
z=psind
2

y=x"+z=p
7(p,0) =(pcost9,p2,psin0)

0:0->2x

p:0—>\/§

a—z(cos@,Zp,sin@) e

0 s s 2 2 .
= —x—=(2p " cosb,—p,2p " sinf )=
o530 (20 p.2p"sin0)

e (-psin 6,0, pcos )

but n-e, mustbe>0 = the sign must be changed.

Z=(,ocosé’,,o2 sin@cos@,psinﬁ)

”A -dS = HA(r(p,H)) [Zx%]dpde

V227 V227
2p° — p’sinfcos@)d pd6 = — i 2p°d pdf + i P’ sin@cosbd pdf =
( Mpdo=-] | I

Y
—27{%} +0=—dr

0

o'—.ﬁ
o'—.g’
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PROBLEM (4)

77 z

r'=re,

dl'=r,dpé,
F—r'=-ne,+ze
|r—r' =41 +z°
|_—17'|3/ :(r02+zz)3/2

_ I dl 'x(7F—7" 1°F zrydge, +r)dge.
B(t)= o _[ _><(r_,3r ) = Lo j & ¢zep :03/2¢e =
4y |77 4z (ro +Z)
_ M Tome, mlf e _
“w G
_ ml e _ Ml e _ Ml o P
- 0 ’ i jd¢_ Ar (r02+22)3/2 = 2 (r02+22)3/292



PROBLEM (5)

vig=—L
&

inside the sphere:
r°dr dr & \ 1 dr dr & 1y

a+3
= r2d¢(r):—&;r—+c =

dr g a+3 1 dr & a+3 rt
[E=-V¢ and E(r=0)=0 = c=0]
d¢(’,) 1 ra+1 1 ra+2
=-£o = ¢(V)=—& +d
dr g a+3 ry & (a+3)(a+2) 1y
b (=P
g (a+3)(a+2) 7F
a+l
Ein(r) pO 1 r ér
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outside the sphere:

-
E™ (r)= —%ér
r

boundary conditions :

¢0ut(r0)=¢in(r0) — a=—&L

g a+3

2
E"(r)=E"(r) = d=P2 D

g a+2

Potential :

2 a+2
in 100 7"0 1 r out
=0 1-
¢ (r) 50a+2[ (a+3) ro‘“z] 7" (r)

a+l
Ein(r)_& L

_ 1
— Eout _&
g a+3 1 “ (r)

3
note that: Q= Ip(r)dV =P, 4z

a+3
out Q 1 T out Q 1 A
= — and E = —
so 47 (r) Are, r o () dre, 1’ “
1 ra+2
T r_ A
¢ (a+3)rf E

I
k
l‘=

3
_P fy 1
g a+3r
3
/NN

= e
g a+3r’ "

172

I'y

‘v
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PROBLEM (6)

op 10¢ 1 0O¢ ) . A A R
=| -, ——,—————"— |=2rsinfsin@e. +rcosfsin + 7 cos
¢ [8}” r 060 rsin@&ng : peTr Pegrreospe,

. N2,
V¢|P = \/56’, +7€(p

. s
@zvﬂpl_[@ﬁg%}@ 6, 22

ds V] NG
V-é(p:|v||é(p|cosa=\/§cosa 2
=cosa=—
v-&,=(8+2¢,)¢,=2 J5
J26 4 1, 3. 5 5 6 inth . .
V¢|P =2, +e, = Eex +Eey (express e,,€,,¢, in the cartesian coordinate system)
R 5
V¢|P'WZ E

vy, W:(%éx+—é},j-(aex+béy):la+%b
a = Db=——anda=——>w=
5 J10 Jio Jio
V¢|P.w= 5




