FX-SKRIVNING 2 — MAJ 2022 — LOSNINGAR

1. Logik. De logiska konnektiven A, V och — héanger ihop med logiska grindar i digitaltekniken. Vi har ju
och-grindar, eller-grindar och inverteringsgrindar. Ett annat logiskt konnektiv som kallas Scheffers streck som
skrivs med | definieras som

plg & —(pAq)

som kan sigas motsvara en NAND-grind ("Not-And”). Konnektiv kan ibland skrivas om med andra konnektiv
och definitionen ovan anger hur Scheffers streck skrivs om med negation och konjunktion. DeMorgans lagar
kan sdgas ange hur konjunktion kan skrivas om med negation och disjunktion respektive hur konjunktion kan
skrivas om med negation och disjunktion enligt

pAqge =(-pV—-q)  pVge a(-pAq).

Scheffers streck har den sdregna egenskapen att vi kan skriva om en utsaga som innehaller olika konnektiv till
en ny ekvivalent utsaga som bara innehaller Scheffers streck, alltsa inga konjunktioner, inga disjunktioner, inga
negationer, bara Scheffers streck och forstas parenteser. Skriv om foljande utsaga genom att bara anvinda
Scheffers streck och parenteser:

(pANq)— —p

Ledning: Borja med att skriva om de grundliggande utsagorna pAgq, pV g och =p med endast Scheffers streck
och parenteser. Till exempel har vi =p < —(p A p) < p|p. Nér du vet hur du skriver om dessa grundlédggande
utsagor sa kan du anvinda det pa den stora utsagan ovan. Parenteser dr forstas acceptabla och faktiskt kom-
mer det att bli manga parenteser i svaret.

Lésning: Vi har

(pNqg) = pe(pAqgV-p<s(plg)V-ps

—(=(plg) Ap) < (=(pla)lp) < (((ple)l(ple))Ip)

2. Mangdlara. Vi betecknar som vanligt med A ® B den symmetriska differensen mellan mangderna A, B
som méngden (A — B) U (B — A). De distributiva lagarna vore bra om de géllde. De kan formuleras

1. A& (BUC)=(A@B)U (A& (),
2. A® (BNC)=(A@B)N (A& C).

Problemet ar bara att ingen av dessa lagar giller. Bevisa att ingen av dessa lagar galler genom att ange
exempel pa méngder A, B, C' som inte uppfyller den forsta lagen och (kanske andra) méngder A, B, C' som inte
uppfyller den andra lagen. For att ange en fullstdndig 16sning behover du ocksa explicit rdkna ut vad VL
(vanster led) och HL (hoger led) ar for alla dina exempel och verkligen visa att VL # HL. (Dumt att kalla
dessa for "lagar” da men, ja, det far bli sa)

Lésning: Det ar latt att rita Venndiagram for att hitta exempel pa méangder som inte uppfyller lagarna.
Eftersom Venndiagram inte kan anvéndas i bevisforing maste vi dock rédkna ut vanster och hoger led i ba
lagarna ovan. For att visa att lag 1 inte géller, ansatt

A=1{1,2,4}, B =1{2,3,4}, C = {4},
da géller
A@(BUC)={1,2,4} ®{2,3,4} = {1, 3}
(AeoB)U(Aa(C)=({1,2,4} ®{2,3,4}) U ({1,2,4} & {4}) = {1,3} U ({1,2} ={1,2,3}

och dessa méangder &r inte lika vilket visar att forsta lagen inte géller. Dessa méangder duger for att visa att
aven andra lagen inte géller, vi har:

AG(BNCO)={1,2,4} @ {4} = {1,2}

(AeB)Nn(AaC)=({1,2,4} & {2,3,4}) n({1,2,4} & {4}) ={1,3} n ({1,2} = {1}

och eftersom dessa mangder inte ar lika sa géller inte heller andra lagen.
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3. Funktioner. Beteckna med N de naturliga talen, alltsa de positiva heltalen 1,2,3,.... Vi infér en annan

funktion, ¢ : N — N genom att séga att i(x) ar det storsta heltalet som dr mindre &n eller lika med /z. (Till

exempel har vi i(1) = 1, i(2) = 1 och i(4) = 2. Lat nu vidare funktionen f : N — N vara given av f(z) = z2.

Visa foljande tre saker:
1. f ar inte bijektiv.
2. i &ar inte bijektiv.
3. io f ar bijektiv.

Lésning: Funktionen f &r inte bijektiv eftersom den inte &r surjektiv, till exempel har vi inget = som ger
f(x) = 2, detta = skulle i sa fall uppfylla 22 = 2 och det finns inget heltal som uppfyller detta. Funktionen
i(z) ar inte bijektiv for att den inte dr injektiv, vi har ju till exempel att i(1) = ¢(2) = 1, men 1 # 2. Slutligen
ar i o f bijektiv eftersom

iof(zx)=i(z?) =z

det vill sdga i o f = 1y som forstas ar bijektiv.
4. Inledande talteori. Lat a,b, c vara siffror i ett tresiffrigt tal abc. Visa att
11]abe < 11|la — b+ c.

(Att a,b, c ar siffror betyder att de &r heltal 1 < a <9,0<b<9,0 < c¢ <9 dér a # 0 eftersom vi har ett
tresiffrigt tal).

Lésning: Det tresiffriga talet abc kan ocksa skrivas a - 100 + b - 10 + ¢. Nu har vi
a-100+b-10+c=a-(1+9-11)+b-11—-b+c=a-1—-b+c=a—b+c (mod 11)
vilket visar att 11|abc < 11|a — b+ c.
5. Relationer. Vi infér méngden A som bestar av heltal genom
A=1{1,2,4,5,8,11,13,17}

och definerar relationen R pa A genom
TRy < 3|x + 2y.

Visa att R &r en ekvivalensrelation pa A och ta fram ekvivalensklasserna.

Lésning: Vi ska visa reflexivitet, symmetri och transitivitet:
Reflexivitet: For alla x € A ska vi ha xRx. Vi sétter upp detta allmént och har

TRr < 3lz+2x < 313 -

och eftersom 3-x uppenbarligen dr delbart med 3 sa maste alltsa xR vilket visar reflexiviteten eftersom
detta fungerar for alla € A. (Anmérkning: detta géller for alla heltal.)

Symmetri: Vi ska nu visa att

TRy = yRz
sa vi later z,y € A vara godtyckliga med xRy, det vill sdga 3|z + 2y < Ik € Z : = + 2y = 3k;. Vi ska
nu visa att det dven finns ett heltal ks med y + 2z = 3ko, sa studerar uttrycket = + 2y:

y+2x=y+2-3k1 —2y) =y+3k; —4y=3k1 — 3y =3 (k1 —y) = 3ko

sa om ko valjs till k; — y har vi alltsa y + 2x = 3ko vilket visar 3|y + 2z det vill sdga vi har yRx sa
xRy = yRa vilket visar symmetrin.

Transitivitet: Slutligen ska vi visa for godtyckliga x,y, z att vi alltis har implikationen
TRy NyRz = xRz
sa vi antar alltsa att z,y, z r godtyckligt valda i A och att
TRy NyRz.
Detta innebér att det finns kq, ko sadana att
x + 2y = 3k, y+ 2z = 3ko

och fradetta ska vi nu visa att det finns ett k3 sadant att = + 2z = 3k3. Sa vi sétter aterigen upp det
uttryck vi ar intresserade av:

x4 22 =23k — 2y +3ky —y = 3(ky + ko — y) = 3k3

sa om vi sitter ks = ki + ko — y s& har vi x + 2z = 3ks vilket visar Rz som visar transitiviteten.
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Sammantaget eftersom R &r reflexiv, symmetrisk och transitiv sa ar den en ekvivalensrelation. Vi ska nu ta
fram de olika ekvivalensklasserna i A och eftersom A bara har ett dndligt antal element s& kan vi helt enkelt
bara vélja element ur A och se vilka som &r relaterade till varandra. Vi sétter bara upp 1 +2-y for allay € A
forutom y = 1:

142.2=5, 142:4=9, 14+2.5=11, 1+2.8=17, 142.11=23, 1+2-13=27, 1+2.17 = 35.

Overallt dér vi har multiplar av 3 har vi alltsé 1Ry, det géller for tva y, ndmligen y = 4 och y = 13. Det
betyder att en ekvivalensklass utgors av

{1,4,13}.
Vi kan nu vélja ett annat tal utanfor denna klass och aterigen studera samma typ av utrdkning. Vi studerar
uttrycken 2 + 2 -y déar y # 2. Observera att vi inte behdver valja y ur den ekvivalensklass vi redan funnit.
Alltsa beraknar vi

242.5=12, 242-8=18, 2+42-11=24, 2+2-17=236

och eftersom alla dessa utrdkningar ger multiplar av 3 maste alla dessa inga i samma ekvivalensklass som 2,
det vill sdga den andra ekvivalensklassen ar:

{2,5,8,11,17}.

Om vi betraktar de ekvivalensklasser vi funnit och konstaterar att unionen av dessa ar hela A sa kan det inte
finnas nagon annan ekvivalensklass. Vi har alltsa funnit alla ekvivalensklasser.

Anmdrkning: Vi kan lattare skriva om
TRy 3lr+2y<r+2y=0 (mod3) < r—y=0 (mod 3) < z=y (mod 3)
det vill sdga relationen ar precis kongruensrelationen modulo 3, och det &r vélkant att det ar en ekvivalensrela-
tion, sa forsta delen foljer direkt av detta resonemang. Andra delen, alltsa ekvivalensklasserna, kan observeras
genom att konstatera att {1,4,13} &r méngden av tal som &r kongruenta med 1 modulo 3 i A och saledes utgor
en ekvivalensklass och pa samma sitt ar {2,5,8,11,17} den andra ekvivalensklassen eftersom den méngden
bestar av tal som ar kongruenta med 2 modulo 3.
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6. Fordjupad talteori. For alla heltal n > 2 visa, med matematisk induktion, att Z 72 <2——.
n
k=1

Lésning: Vi infor predikatet A(n) < VL, < HL, dér VL, =Y, k—12 och HL, =2 — % Vi ska nu visa

Vn >2: A(n). Vi tar nu de tre stegen som krévs i ett induktionsbevis:

Steg 1. Kontrollera att A(2) géller, det vill sdga att V. Ly < HLg. Vi berdknar V Ly = Zk 1 % =1/12+
1/22 = 1+1/4 = 5/4 respektive HLy = 2—1/2 = 3/2. Eftersom VLy =5/4 =1.25 < 1.5 = 3/2 = HL,
sa géller A(2) vilket fullbordar steg 1.

Steg 2. — Induktionssteget. Vi ska i detta steg visa att implikationen A(p) = A(p + 1) géller for alla
p > 2. Vi antar darfor att A(p), dvs VL, < HL,, for ett visst p > > 2 och vi ska med stod av detta visa
att A(p+1) dvs VL, < HLpH galler Vi har alltsa VL, = k 1 kQ <2-— 1—1) = HL, och vi vill att

VLip1 = ZJ: k—lg <2- m = HL,4 ska galla. Vi undersoker V L, 1:
p+1 1
VL =VL,+ —.
P+l = Z}@ ZkQ p+1 p+(p+1)2
Har kan vi anvinda induktionsantagandet VL, = k 1 kQ < 2— - = HL, for att skatta uppat genom
1 1 1
Vi1 =V0py+ —— <2 — -+ —.
o Pp+1)? p o (p+1)?

Vi har klarat av uppgiften att visa att V' L,11 < HL,41 om vi kan visa att det sista uttrycket i sin tur

ar strangt mindre an VL, 1 =2 — ﬁ, vi vill alltsa faststélla att
1 . 1 <9 1
p (p+1) p+1

Vi kan studera vad denna utsaga &r ekvivalent med och férhoppningsvis komma fram till att den ar

ekvivalent med en sann utsaga. Vi har da
2 1 + 1 <2 1 = ! < 1 1 =
p (p+1)? p+1 " p+l "p  (p+1)?
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S - el — <1-— &
p+1 (p+1)2 p+1 (p+1)2
1
P < T <le >0
p+1)%* p+1  (p+1) (p+1) (p+1)

och denna sista utsaga &ar sann eftersom p + 1 ar ett positivt tal. Detta visar att VL, 1 < HL,41.
Sammantaget kan vi dra slutsatsen VL, < HL, = VL,11 < HL,.1, det vill sdga A(p) = A(p+ 1)
vilket fullbordar steg 2.

Steg 3. Steg 1 och steg 2 samt induktionsaxiomet fullbordar beviset.
7. Grafteori. (a) Anvind Dijkstras algoritm for att i nedanstaende graf hitta kortaste vigen mellan horn A

och hérn Z. Redovisa samtliga steg med samtliga kandidatetiketter. (b) Finns det mer &n ett alternativ till
kortaste vag? Ange i sa fall ett sddant alternativ.

Lésning: (a): Vi utfor Dijkstras algoritm. Kandidatetiketter anges kursivt och valda etiketter anges i fet
stil:
Steg 1. B(A,2), G(A,1)
Steg 2. B(A,2), H(G,2), I(G,4)
Steg 3. I(H,3), C(B,4), D(B,8)
Steg 4. C(B,4), D(B,8), J(1,5), K(I,9)
Steg 5. D(C,6), J(1,5), K(I,9)
Steg 6. K(J,7), D(C,6)
Steg 7. K(J,7), E(D,7), F(D,9)
Steg 8. F(E,8), Z(K,9)
Steg 9. Z(K,9), Z(E,9)

Sa en kortaste vag fran A till Z &r
A-G—->H—->I—-J—->K—>Z

som har kostnad 9.

(b): Ett alternativ till kortaste vig hade uppstatt om vi i sista steget valt etiketten Z(F,9), detta hade
resulterat i denna kortaste vag:

A—-B—-C—-D—-FE—=SF—=7

som forstas ocksa har kostnaden 9.

8. Kombinatorik. Lat p vara ett primtal > 2. For vilka virden pa det positiva heltalet a saknar binomia-
lutvecklingen av (z® 4+ = )P konstantterm?

Lésning: Om p ar ett primtal > 2 maste p vara ett udda tal. Binomialsatsen ger oss

<xa . %y’ _ Zp: <IZ> (2P () = Zp: <1Z> pop—ak—ak _ Zp: <Z> L0(p—2k)
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Vi &r intresserade av nér denna utveckling innehaller en konstantterm och det sker precis da exponenten
a(p — 2k) &r noll. Talet a var positivt sa vi far

alp—2k)=0<p—-2k=0&p=2k

men detta kan aldrig intréffa eftersom p var udda. Det betyder att for varje val pa a saknar utvecklingen
konstantterm.

9. Sannolikhetsldara. Lat A, B, C vara tre héndelser med P(AN BN C) = 0. Visa att
P(AUBUC)=PA-C)+P(B—-A)+P(C-B).
Lésning: For vilka handelser E, F' som helst har vi sambandet
P(E—-F)=P(E)—-P(ENF).
Vi ska anvianda det tillsammans med principen om inklusion och exklusion fér handelser som lyder
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(ANC)+ P(ANBNC).
Vi kan omordna detta uttryck och ta bort termen P(A N BN C) (eftersom den ar noll), da far vi
P(AUBUC)=P(A)—P(ANnC)+P(B)—P(ANnB)+ P(C)—P(BNC)
och nu anvénder vi sambandet ovan och skriver till exempel P(A) — P(ANC) = P(A — C) och vi far da
P(AUBUC) = P(A)—P(ANC)+P(B)-P(ANB)+P(C)-P(BNC)=PA-C)+P(B—A)+P(C—-B)
vilket fullbordar beviset.



