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TENTAMEN 1 CM1000 — DISKRET MATEMATIK, APRIL 2022
DELAR

Tentamen har tre delar. Den forsta delen — Del I — bestar av nio problem som svarar mot kursens nio del-
omraden. De problem som svarar mot delomraden som tidigare ar avklarade fran kursens tidigare skrivningar
behover inte 16sas. For lagsta godkdnda betyg (E) maste alla nio delomraden vara avklarade. Den andra delen
— Del IT — bestar av ett problem som ni kan 16sa for betyg C, for att fa betyg C maste dock kraven for betyg
E vara uppfyllda. Den sista delen — Del III — bestar av ett problem som ni kan 16sa for att fa betyg A. Om
ni uppfyller kraven for betyg C och klarar det problemet fran del ITI uppfyller ni kraven fér betyg A. Betyg
B respektive D reserveras for situationer dir studenter forsokt pa hogre betyg men inte riktigt natt fram.
Ingen poangséttning sker, varje 16sning ar antingen helt ratt eller helt fel — dock bedéms inte 16sningar som
har slarvfel i sig som felaktiga om slarvfelet inte &ndrar den logiska strukturen pa problemstéllningen. Om
ingenting annat sags i uppgiften kravs fullstindiga motiveringar for alla 16sningar.

TILLGODORAKNANDE

Om en uppgift som tillhoér ett hogre betyg 10ses korrekt och den uppgiften kan sigas tdcka ett av de
grundlidggande nio delomradena, sa kan l0sningen av den uppgiften tillgodoriknas for det grundlaggande del-
omrade som téicks av hogrebetygsuppgiften — det delomradet anses da avklarat. Det betyder att om ni miss-
lyckas med en l6sning av ett problem i Del I s& kan ni &nda fa det omradet avklarat om ni klarar av att
16sa en motsvarande hogrebetygsuppgift. I alla uppgifter for hogre betyg anges vilken uppgift i Del I som de
kan tédcka. Om ni kénner er osékra pa er 10sning av nagon uppgift i Del I kan ni ocksa ge en losning for en
hogrebetygsuppgift som tacker den uppgift ni ar osékra pa.

DeEL I

1. Logik. Lat p, q,r beteckna godtyckliga utsagor. Ge utredningar om foljande tva logiska ekvivalenser galler
eller inte. Det vill sdga, for varje ekvivalens, om den géller ge ett bevis, om den inte géller ange en tilldelning
av sanningsvarden till p, ¢, r som illustrerar att den inte géller:

(Vg = (rvge@—=r)Vge (AN = (rAg = (p—1)Ng

(Sanningstabeller &r tillatna.)

Svar: Sanningstabeller ger latt att det &r (pV ¢q) — (rVq) < (p — r)V ¢ som stdmmer och att san-
ningstilldelningen ¢ = falsk direkt ger (p A q) — (r A q) = sann respektive (p — r) A q = falsk. (Fullstandiga
16sningen ges inte hér.)

2. Maingdlara. Vi kan bilda oéndliga unioner och snitt lika litt som &ndliga unioner och snitt. Om
Ay, As, Az, ... dr en oandlig f6ljd av méngder kan vi gora dessa definitioner:

U jAp={z:(In:z € A,)} respektive Ny Ay ={z: (Vn:z e A,)}.

Lat nu A, = {x e R: =1/n <z < 1/n}, n =1,2,3.... Vad & US> A, respektive N2 A,? Fullstindig
motivering krévs.

Lésning: Mangderna A,, n = 1,2,3,... ar en foljd av kapslade intervall, vi har A; C Ay C A3 C .... Det
betyder att mangderna As, Az, ... inte tillfér nagot till U2 ; A, som inte redan ligger i Ay, vi har darfor

U 1A, = A1 = (—1,1).
Samma egenskap hos méngderna blir intressant nér vi studerar NS, A,, att méngderna &r kapslade intervall
betyder att varje snitt av typen
AiNAsn...NAg

blir mindre och mindre ju storre k vi har. Vi kan misstanka att N>2; A,, darfor ar en mycket liten mangd. Och

om vi har ett tal d > 0 sa géller d ¢ A,, for n > 1/d, om vi har ett tal d < 0 sa har vi pa samma sétt d ¢ A,, for
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n > 1/|d| = —1/d. Det betyder att inga tal # 0 ligger i alla A,. For alla tal = # 0 géller alltsa x ¢ N2 A,,.
Dock géller 0 € N2, A,, eftersom talet 0 alltid uppfyller —1/n < 0 < 1/n for alla n. Sammantaget har vi alltsa

3. Funktioner. Betrakta nedanstdende tva méngder. Den ena av dem &r en funktion och den andra &r inte
en funktion. Avgor och motivera fullsténdigt vilken som ar vilken.

E={(z,y) eR?*: (z -1 +¢y*=1Ay+1>z}

F={(z,y) eR?*:2=(y—1)°ANx+2y>2A2 <1}

Lésning: Den forsta méngden ger inte en funktion. Vi kan se det genom att vélja z = 1/10. Studera, for
x = 1/10 kravet pa att (z,y) € E:

(1/10 =12+ =1A14+y>1/10 &
081+ =1Ay>—-09<
(y=v019Vy=—-v0.19) Ay > —-0.9 &

y=V019Vy = —v/0.19 > —0.9
Sa y1 = v/0.19 respektive yo = —v/0.19 har (1/10,41),(1/10,y2) € E vilket visar att E inte ger en funktion.

Det betyder att vi ska visa att F' definierar en funktion. Vi har
(z,y)) eFeor=@y—-1)>?Az+2y>2/A2c<1s

och vi ska visa att av detta definieras y som funktion av z. Det &r frestande att skriva att v/z =y — 1 och att
alltsa konstatera att y = 1 + /2 och det kommer att vara rétt svar. Men for att kunna gora detta maste vi
sakerstélla att y — 1 > 0. Vi stéller oss alltsa fragan om x +2y > 2 Az <1 ger oss y — 1 > 0. Vi konstaterar
att eftersom (y — 1)? > 0 sa giller alltid x > 0 s& vi kan sammanfatta informationen om grinserna fér = och y
i olikheterna

0<zx<1 r+2y>2&ax>2—2y.
Nuharviz=(y—1)2<y? -2y +1=x>2— 2y som ger
Y -2y+122-2 =y >1=y<—1vy>1

vi har alltsa tva fall: y < —1 och y > 1. Det forsta fallet gar inte eftersom vi ocksa ska ha x + 2y > 2, vi far
némligen da —y > 1 som ger

r>2-2y=24+2.-—y>24+2.-1=4
vilket strider mot x < 1. Alltsa kan bara fallet y > 1 gélla vilket ger precis y —1>0saatt /e =y— 1y =

1+ /z stimmer, det vill siga mangden F' definierar en funktion.

4. Inledande talteori. Lat n vara ett positivt heltal och lat p vara ett primtal med p|(n 4+ 1)! + 1. Visa att
p>n.

Lésning: Vi antar motsatsen, det vill siga att p < n. Att p|(n+ 1)! + 1 innebéar att (n+ 1)! ger resten p — 1
vid division med p, talet (n + 1)! ar alltsa inte delbart med p. Vi drar alltsa slutsatsen

p f(n+ 1)L

Men talet (n 4 1)! &r en produkt av talen 1,2,3...,n,n + 1 och eftersom vi har p < n maste p vara ett av
talen 1,2,3...,n,n + 1, det betyder i sin tur att

(n+1)l=1-2-....p-...(n+1)

sa p ingar som faktor i (n+ 1)! det vill sdga vi har p|(n + 1)! vilket motséger var tidigare slutsats. Antagandet
om att primtalet p har p < n maste alltsa vara falskt, och vi har darfor visat p > n vilket skulle bevisas.



5. Relationer. Lat méngden A = {x € R: 0 < z < 1} vara given. Definera R pa A genom
1 1
TRy< 3IneN: |- ——|>n.
r oy
Har ar N={1,2,3,...}.

Undersok vilka av egenskaperna reflexivitet, symmetri och transitivitet som denna relation har. Motivera
dina slutsatser fullstandigt.

Lésning: Relationen ar inte reflexiv och inte transitiv, men den ar symmetrisk. Detta ser vi genom att
observera att

1 1
|- — =] =0%n, for allan € N.
r T

Detta visar att relationen inte &r reflexiv. Vi ser att relationen dr symmetrisk genom att observera att

vilket ger
1 1 1 1
TRy< In:|———=|>n<In: |- ——| >ns aRy.
Yy y
Detta visar symmetrin. Vi ser till slut att relationen inte ar transitiv om vi sétter
z =0.1, y = 0.2, z=0.1.
Da har vi som vi tidigare observerat att vi inte har Rz (eftersom x = z), men vi har ocksa

1 1 1 1
===l =loz — 5l =110-5=5>n

som stdmmer for till exempel n = 1. Det betyder att Ry och genom symmetrin yRz, vilket ger yRz (eftersom
x = z) sa att vi har
TRy och yRz.

Eftersom vi tidigare konstaterade att vi dock inte hade Rz sa kan inte relationen vara transitiv.

n
6. Fordjupad talteori. For alla heltal n > 2 visa, med matematisk induktion, att Z K < n?.
k=1
Lésning: Vi infér predikatet A(n) < VL, < HL, dir VL, = Y.}_,k* och HL, = n3. Vi ska nu visa
Vn >2: A(n). Vi tar nu de tre stegen som krévs i ett induktionsbevis:

Steg 1. Kontrollera att A(2) géller, det vill sdga att V Ly < HLy. Vi berdknar V Ly = 2221 k? =
12+ 22 = 144 = 5 respektive HL, = 23 = 8. Eftersom VL, = 5 < 8 = H Ly sa giller A(2) vilket
fullbordar steg 1.

Steg 2. Induktionssteget. Vi ska i detta steg visa att implikationen A(p) = A(p + 1) géller for alla
p > 2. Vi antar darfor att A(p), dvs VL, < HL, giller for ett visst p > 2 och vi ska med st6d av detta
visa att A(p+1) dvs VL1 < HL,yq géller. Vi har alltsa VL, = > 7_, k? < p® = HL, och vi vill att
VLp = 2p+ k* < (p+1)3 = HLy1 ska gilla. Vi undersoker V L,1:

p+1
Vi =)» k= ZkQ (p+1)*=VL,+ (p+1)>2

Har kan vi anvanda induktionsantagandet V'L, = k:l BP<pP=H L, for att skatta uppat genom
VI =VL+(p+1)° <p’+(p+1)>=p" +p* + 20+ 1.
Och vi ser att detta ar strangt mindre an H L, eftersom

HLpy = (p+1)>=p° +3p +3p+1

vilket visar VL,y1 < HLp,y;. Sammantaget kan vi dra slutsatsen VL, < HL, = VL, 1 < HL,1,
det vill sdga A(p) = A(p + 1) vilket fullbordar steg 2.

Steg 3. Steg 1 och steg 2 samt induktionsaxiomet fullbordar beviset.
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7. Grafteori. Lat G = (V, E) vara en graf. V ar alltsa méngden av hérn och F &r alltsa méngden av kanter.
Visa att foljande relation alltid géller

2B < [VI*~|V].

Ledning: Kom ihag att en graf (till skillnad fraan en pseudograf) inte kan innehalla kanter med samma hoérn
som dndpunkter och tva horn kan max ha en kant mellan sig.

Lésning: Antag att antalet horn i den graf vi studerar &r n, vi har alltsa |V| = n. Begrénsningarna pa en
graf innebér att vi inte kan har fler kanter d4n den fullstdndiga grafen. Den fullstdndiga grafen K,, har da precis
en kant mellan varje par av horn. Antal kanter i den fullstdndiga grafen ar n - (n — 1)/2 som kan ses som (g)
som ar antalet sétt att vélja ut tva horn fran n mojliga. Detta tal, n - (n — 1)/2 &r alltsa en 6vre grians for
antalet kanter. Vi har darfor

[El<n-(n=1)2< |E[<[V]-(V]-1)/22[E| <|V]- (V] -1)

vilket ar ekvivalent med det som skulle bevisas.

8. Kombinatorik. Lat n > 0 vara ett godtyckligt heltal. Visa att

5050

0<k<n, k udda 0<k<n, k jamnt

Till exempel har vi for n = 4:

4 4 4 4
E <k3> <0> + <2> + <4> +6+ 8
0<k<4, k jamnt

4 4 4
Z — + —4d44=8=293 =291
k 1 3
0<k<4, k udda

Ledning: Studera binomialutvecklingen av (a + b)™ dér a,b véljs pa ett lampligt sitt.

och

Lésning: Vi har som en given sats att

()

k=0
Vi kommer att anvanda det. Om vi valjer a = 1 respektive b = —1 sa har vi
" /n
0= b =(1-1)"= 1R (=1)k.
(@t =(1-1) kZ_o@ (1)

Denna summa kan delas upp i termer som ar negativa som uppkommer av udda k och termer som ar positiva
som uppkommer av jamna k. Vi har da alltsa

E@ror £ 0 (E00
k=0 k=0, k jamnt
vilket ger
n n n n
kov%dmnt <k> kO,Zk:udda <k )

vilket ar forsta halvan av det som skulle visas. Eftersom dessa tva summor ar lika och tillsammans ar 2™ foljer

aven
n n on o
£ 0505
k=0, k udda

k=0, k jamnt

vilket fullbordar beviset.



9. Sannolikhetsldra. Tva tdrningar kastas. Vi infoér tre héndelser:

A = Térningssumman &r 3.
B = Tarningssumman ar 7.
C = Minst en av tarningarna visar en etta.

(a) Berdkna P(A|C)

(b) Berdkna P(B|C)

(¢) Ar hiindelserna A och C oberoende? Hur ér det med B och C? Ar de oberoende?

Losning: Vi kan rita ett rutnidt med 6x6 rutor dar varje ruta representerar ett utfall i utfallsrummet som
bildas da tva tarningar kastas. Vi far da foljande figur:

BC
C | B
C B
C B
AC B
C |AC|C|C|C|BC

Vi har i varje utfall/ruta markerat de olika héndelser som det utfallet ingar i och fran denna figur kan vi
utlédsa

P(A)=2/36=1/18, P(B)=6/36=1/6, P(C)=11/36.
Vi har nu (a) P(ANC) = 2/36 vilket ger
_ P(ANC)  2/36 2
Pa|c) = P(C) ~ 11/36 11

Vidare foljer (b) att P(BNC) = 2/36 som ger ocksa ger P(B|C) = 2/11.

Definitionen av att tva héndelser F, F' ar oberoende &r att P(F)- P(F) = P(ENF), vi kontrollerar om det
stdmmer for A och C:
P(ANC)=2/36  P(A) =2/36,P(C) = 11/36,
helt klart géller inte P(ANC) = P(A) - P(C) eftersom P(ANC) = P(A) men P(C) # 1.

For att se om B och C' dr oberoende studerar vi
P(B) =1/6, P(C) =11/36, P(BNC)=2/36
eftersom vi inte har 1/6 - 11/36 = 2/36 (ty 11/6 # 2) géller inte heller oberoende fér B och C.
DEL II

10. For C. (Kan dven ticka omrade 6 — fordjupad talteori.) Betrakta, for n > 1 ett kvadratiskt rutnédt med
sidlangden 2™ rutor:

n=12"=2

n=22" =4

n=32"=8

Vi studerar hur en kvadrat med sidan 2" kan téckas av sa kallade gnomoner. En gnomon bestar av tre
intilliggande kvadrater som tillsammans técker alla utom en av kvadraterna i en kvadrat med sidan tva rutor,
det finns fyra varianter av en gnomon beroende pa hur vi orienterar den:




Bevisa, med matematisk induktion, att varje kvadrat med sidlangden 2" rutor, dar n &ar ett positivt heltal
(> 1) kan tiickas av (22" — 1)/3 sa kallade ”gnomoner” pa ett siadant sitt att endast en ruta i ett av hérnen
inte blir 6vertackt. For att fortydliga vad som menas ger vi har 6vertdckningarna for n = 1 respektive n = 2:

n=12"=

n=22"=4

Observera: Du behover dels visa formeln, att antalet gnomoner blir (227 —1)/3 och dels visa att alla dessa
gnomoner verkligen técker 6ver kvadraten med sidan 2" pa det angivna séttet.

Ledning: Att 6vertackningen existerar behover visas med en geometrisk skiss i den matematisk induktionen.
Eftersom de forsta tva overtdckningarna redan ar givna behdver du inte ta forsta steget i induktionsbeviset,
bara hénvisa till skissen ovan for n = 1, for att ta induktionssteget fran n = p till n = p+ 1 kan det vara bra att
veta att om en mangd gnomoner ticker 6ver en kvadrat pa det angivna viset sa kan vi rotera dvertickningen
och fa en ny liknande Overtdckning som técker kvadraten men dér en ruta i ett annat horn inte ar overtéickt.
(Vi rdknar inte antalet 6vertickningar, vi ska bara visa att det finns 6vertdckningar av det angivna slaget.)

Lésning: Induktion 6ver n: vi infér predikatet
A(n) < det ezisterar en dvertickning av kvadraten med sidan 2" rutor

dir Gvertickning betyder (22" —1)/3 gnomoner som técker hela kvadraten utom en ruta i ett hérn. Vi konstat-
erar att om (22" — 1)/3 gnomoner ticker en kvadrat med sidan 2" rutor sa kan hela uppsittningen gnomoner
roteras sa att vi kan vélja vilken av de fyra hornrutorna som inte ska vara 6vertdckt. Vi illustrerar detta for
n =2

Vi tar nu induktionssteget fran n = p till n = p + 1 och vi antar darfor att det finns en Gvertéckning av en
kvadrat med 2P rutor med gnomoner. Tag nu fyra sada évertiackningar och placera dem intill varandra sa att
de kan téicka 6ver en kvadrat med sidan 2 - 2P = 2P*! och orientera dessa Gvertickningar sa att de rutor som
inte tacks 6ver av de 6vre Overtackningarna och den nedre till hoger tillsammans utgér en gnomon. Légg till en
extra gnomon dér. Orientera ocksa den nedre vanstra 6vertickningen sa att den ruta som inte técks ar langst
ner till vanster. D& utgor alla gnomoner i alla 6vertdckningarna tillsammans en dvertackning av kvadraten
med sidan 2T, Det ser ut sa hir:

221 22P—1
3 3
22P 1 22r—1
3 3
22P—1 22r—1
3 3
221 22r—1
3 3

dér den stora pilen anger att vi sa att sdga slar samman de fyra mindre 6vertdckningarna och lagger till
den extra gnomonen i mitten. En ny 6vertickning nds som técker 6ver rutniitet med sidan 2P*! och antal



gnomoner som anvands ar
2% 1 2%p 1 2% _1 2% _1 2% 1 4.9% 443 220+
+ + + =4 +1= =
3 3 3 3 3 3 3

vilket fullbordar induktionssteget. Induktionsaxiomet och steg 1 samt induktionsteget fullbordar beviset.

DEeL IIT
11. For A. (Kan ocksa ticka omrade 4, Inledande Talteori.) Vi later a,b, ¢ beteckna godtyckliga heltal. Om

vi har
alb +c, bla +c, cla+b
sa kan vi skriva det som att det finns kq, ko, k3 € Z sadana att
b+ c=ak, a + ¢ = bk, a—+ b= cks.
Vi inskranker oss nu till specialfallet da k1 = ko = k3 och vi betecknar det gemensamma vardet med k. Un-
dersok for vilka a, b, ¢, k detta ar mojligt da minst en av a, b, ¢ ar skild fran noll.

Lésning: Vi sOker alltsa a, b, ¢, k som uppfyller

b+c=ak —ka+b+c=0 k1 1 a 0
at+c=bk & a—kb+c=0 <11 -k 1 bl =101,
a+b=ck a+b—kec=0 1 1 -k c 0

dér minst en av a, b, ¢ inte ar noll. Det betyder att determinanten av matrisen maste vara noll, annars finns
inga l6sningar déar nagon av a, b, ¢ inte adr noll. Vi har alltsa

—k 1 1 —k 1 1 —k 1 1
det | 1 -k 1 | =0« det 1 —k 1 =0 2—k)det| 1 -k 1]=0<
11 —k 2—k 2—k 2—k 1 1 1

~1-k 0 0 100
(2 — k)det 0 —1-k 0| =02 2-k)(-1-k3det|0 1 0] =0 2-k)(-1-k)?-1=0
1 11 111

Och denna sista ekvation kan skrivas

(k-2)(k+1)%*=0
som har lésningarna —1 respektive 2. For dessa tva virden pa k kan vi alltsd mdojligtvis hitta varden pa a, b, ¢
som uppfyller de ursprungliga delbarhetskraven (med det gemensamma k:et).

Om vi satter £k = —1 sa far vi
-k 1 1 a 0 1 11 a 0
1 -k 1 bl=10]l<1(1 1 1 bl =(0]l<ea+b+c=0
1 1 -k c 0 1 11 0

det vill séga alla tal som uppfyller a + b+ ¢ = 0 (dock inte a = b = ¢ = 0) uppfyller
b+c=a-—1, at+c=b-—1, a+b=c-—1
som ocksa kan uttryckas som de ursprungliga delbarhetsrelationerna. En 16sning ar till exempel

a=1,b=2,c=-3.

For k = 2 har vi

-k 1 1 a 0 -2 1 1 a 0 —2a+b+c=0
1 -k 1 bl=10]ll 1 -2 1 bl =(0)]<<a—-2b+c=0
1 1 —k c 0 1 1 -2 c 0 a+b—2c=0

Om de 6vre tva ekvationerna adderas till den undre ger detta 0 = 0, det vill sdga vi kan stryka den tredje
ekvationen och vilja till exempel ¢ godtyckligt. Losningarna far da formen

—2a+b=—c —-3b= -3¢ b=c
= = Sa=b=c.
a—2b=—c a—2b=—c a—2c=—c

Sa for k = 2 uppfyller alla tal a,b,c delbarhetsforhallandena om a = b = ¢, hiar undantar vi ater igen
a =b = c =0 eftersom fragestallningen formulerades sa. Exempel pa en losningar hér dr a = b = c = 2.



