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KONTROLLSKRIVNING 4 — CM1000, DISKRET MATEMATIK, HT2021

Tillatna hjdlpmedel ar ett A4-ark med egna anteckningar fran kursen, ingen minirdknare. Anteckningar far
finnas pa bada sidor av arket. Inldmning sker i form av fotograferade handskrivna lésningar i aktuell Quiz pa
kurswebben. Om ni av nagon anledning inte kan scanna in en fil och méaste mejla den till mig, ladda istéllet upp
en platsmarkorsfil och mejla er 16sning till mig. Jag kan inte ratta uppgifter som inte har uppladdade bildfiler
och observera att om ni trycker pa ”skicka in” /”submit” sa kan inte inte ldngre ldmna in nagra lésningar.
Om ni mejlar en 16sning till mig maste ocksa detta foregas av en diskussion med mig (ansvarig larare) pa
skrivningens zoommote under skrivtiden.

Skrivtiden ar de normala 1 timme och 45 minuter 4+ 25-30 minuter extra tid for bildhantering & uppladdning,
darfor tillgédngliggors skrivningen 10-15 minuter innan 14.00 och sista (ordinarie) inlamningstid ar 16.00. Ob-
servera att all behandling av alla uppgifter och all hantering med inldmning ska ske under denna tid. Annars
rittas inte 16sningarna. Det dr Canvas tidsstdmplar som géller. (Nagra har forlangd skrivtid och motsvarande
klockslag for dem ar 17.00.) Fullstdndiga 16sningar krévs normalt till alla uppgifter. Till denna kontrollskrivn-
ing hér Muntlig Tentamen 2 och de uppgifter som kan anvidndas for Muntlig Tentamen 2 &r 2a, 2b, 3a, 3b,
5a, 5b och 6. OBS: For uppgifterna 2, 3, 5 som har en a- och en b-variant sa far endast en 16sning till en av
dessa lamnas in per uppgift. L&mnar ni in bade a-varianten och b-varianten till en uppgift med tva alternativ
rattas ingen. Ni far forstas 16sa flera av 2:an, 3:an och 5:an, men for varje uppgift endast lamna in I6sningar
pa a- eller b-varianten, inte bada.

1. Logik. I den har uppgiften later vi p,q,r beteckna godtyckliga utsagor. Betrakta nedanstaende tva
pastaenden:

r=@—=-mpep=@=>-r) pa(@=r)eqa(r—p)
Ett av pastaendena dr sant for alla utsagor p,q,r och ett av dem &r inte sant for alla utsagor p,q,r. Bevisa
det pastaende som &r sant och ge exempel pa en tilldelning av sanningsvérden till p,q,r som visar att det
pastaende som inte géller for alla p, ¢, r verkligen inte géller for alla p, ¢,r. Alla metoder ar tillatna.

2a. Maiangdlara. OBS! — Los hogst en av 2a och 2b. Léser ni bada rdttas ingen! Lat A C E,
|A| < |E| respektive B C F', |B| < |F|. Vi uppfattar da A x B som en delméngd av ett universum U = E x F'
som vi ocksa antar innehaller ett dndligt antal element. Nedan finns tva pastaenden. Det ena &r sant for alla
val av A, B, E, F' som beskrivits ovan, det andra ar inte sant for alla val av A, B, E, F som beskrivits ovan.
Bevisa det sanna pastaendet och for det falska pastaendet, ange ett exempel pa ett val av méngder A, B, E, F'
dér pastaendet inte ar sant.

Pastaende 1: (A° x B)° = (A x B)U (A° x B)U (A x B)
Pastaende 2: [(A° x B)| = |A x B|.

Venndiagram &r som vanligt inte tillatna som en del av en 16sning, men det &r klart att du kan rita diagram
och ha i dina anteckningar som du inte lamnar in.

2b. Maéingdliara. OBS! — Lés hogst en av 2a och 2b. Léser ni bdada rdttas ingen! Lat A, B,C
beteckna godtyckliga méangder. Visa att vi alltid har

(AUBUC)—(A®BaC)U(ANBNC)=(ANB)U(BNC)U(ANC).

Ledning: E & F betyder (E — F) U (F — E). Det kan vara arbetsamt att forsoka visa denna identitet bara
med hjalp av méngdregler. Det &r battre att sitta upp ett sa kallat elementargument och studera utsagorna
pereA qgexe B, rexe ) ochom VL och HL betecknar vanster respektive hoger led i identiteten
som ska, visas, visa att

reVLsxe HL

med hjalp av en sanningstabell. D& far ni ocksa utan motivering anvanda att A @ B @ C bestar av de element
som ligger i ett udda antal av méngderna A, B, C.
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3a. Funktioner. OBS! — Los hogst en av 3a och 3b. Léser ni bdda rdttas ingen! For funktioner
f A — B infordes i kursen for alla méngder E C A méngden f(E) genom f(E) = {y € B : xz = f(x)}.
Vi kallade f(FE) for bilden av E genom f. I den hér uppgiften vander vi pa riktningen och for alla méngder
F C B infor vi den inversa bilden av F' genom f som mangden

fUF)={zecA: f(x) € F}.
Observera att den hiar méngden &ar definierad dven om funktionen sjélv inte &r inverterbar. Till exempel, for
funktionen y = f(x) = 22 dér f : R — R har vi f71([1,4]) = [-2,—1]U[1,2]. (Rita girna en figur for din egen

skull for att battre forsta vad det handlar om.)
Vi later nu f: A — B vara en funktion vilken som helst. Visa foljande pastaende:

f &r injektiv om och endast om for alla méngder F C B vi har |F|=1=|f~1(F)| < 1.

3b. Funktioner. OBS! — Lés hégst en av 3a och 3b. Loser ni bdda rdttas ingen! Vi betraktar R3
som rummet av vektorer med tre komponenter, (x,y, z) och studerar funktionen f : R3 — R? som uppfyller

f(l,0,0) = (0,150)5 f(O,l,O) = (050’1), f(oao’l) = (1?050)
och dven f(u+v) = f(u)+ f(v), samt f(au) = af(u), for alla vektorer u,v € R? och reella tal a € R. Visa att

funktionen f ar bijektiv.

4. Inledande talteori. Nedan finns tva pastaenden, det ena dr sant och det andra ar falskt. Bevisa det som
ar sant och visa varfor det som ar falskt ar falskt genom att till exempel ge ett motexempel.

Om (a + b)? ar udda sa dr bade a® och b? udda.
Om a # 0 (mod 2) och a # 0 (mod 3) sa géller a # 1 (mod 6) = a =5 (mod 6).

5a. Relationer. OBS! — L6s hégst en av 5a och 5b. Léser ni bdada rdttas ingen! Vi har Zs =
{0,1,2}. Definiera relationen R péa Zz genom

TRy < 2?2 —y=y>—=z.
Visa att R ar en ekvivalensrelation och ta fram ekvivalensklasserna.

Ledning: Eftersom Zs bara har tre element sa blir det mycket ldtt att ta fram ekvivalensklasserna.

5b. Relationer. OBS! — Léos hégst en av 5a och 5b. Léser ni bada rdttas ingen! Definiera relationen
R pa Z genom foljande

aRb= Ik eZ :a+k>=0b.

Ge en fullstandig utredning av vilka av egenskaperna reflexivitet, symmetri, antisymmetri och transitivitet som
den hér relationen har. Om relationen har en av dessa egenskaper, bevisa detta, om relationen saknar en av
dessa egenskaper ge exempel som illustrerar att sa ar fallet. (Alla egenskaper ska forstas utredas.)

6. Fordjupad talteori. Visa, med matematisk induktion, utan att anvanda kongruensrikning att

n

Bl(n+1)-> (4k —1)

k=1

for alla heltal n > 1.

Ledning: Vi uppfattar det som vilként att 2- Y 7_; k = n? 4+ n, det far alltsd anvindas i 16sningen utan
vidare motivering. Skriv forst om pastaendet utan summatecken innan du inleder induktionsbeviset.



3

7. Grafteori. Finn inedanstaende viktade graf den billigaste vigen fran A till Z genom att anvinda Dijkstras
algoritm. Ange alla etiketter for alla horn men &dven alla kandidatetiketter i alla delsteg av algoritmen.

8. Kombinatorik. En av de mest meningsfulla aktiviteter som finns ar att placera fargade kulor i urnor och
vi ska nu, till var stora gladje, studera en sadan aktivitet. Vi antar att vi har tre urnor, Uy, Us, Us och ska
placera en gul kula, tre identiska bla kulor och tre identiska réda kulor i dessa urnor. Men vi ska forst ange
tva regler for hur sjalva placerandet far ga till:
1. Den gula kulan far laggas hur som helst, i vilken urna som helst.
2. Ingen urna far innehalla bade blaa och réda kulor, men annars far ocksa de blaa och réda kulorna
laggas hur som helst.

Beradkna totala antalet sitt att placera alla kulor om bada dessa regler ska foljas.

9. Sannolikhetslira. Vi tar en vanlig sexsidig tarning som vi kallar T" och vi betraktar en slumpprocess som
har tva steg.
1. Vi kastar T' en gang och adderar resultatet till en summa S. (S = 0 fran bérjan.)
2. Om forsta kastet av T ger ett udda utfall, det vill séga nagot av resultaten 1, 3 eller 5 kastar vi T" en
gang till och lagger det nya resultatet till .S.

Berakna sannolikheten att S efter dessa steg ar storre én eller lika med 6.

Ezempel: Om forsta kastet ger 3 (som &r udda) sa kastar vi en gang till, om vi da far 5 sa ér S =345 = 8.
Om vi i forsta kastet istéllet hade fatt 2 (som &r jamnt) ska vi inte sla igen utan da stannar S pa 2.



