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KONTROLLSKRIVNING 3 — CM1000, DISKRET MATEMATIK, HT2021

Tillatna hjalpmedel ar ett A4-ark med egna anteckningar fran kursen. Anteckningar far finnas pa bada sidor
av arket. Ingen minirdknare ar tillaten.

Skrivtiden ar 1 timme och 45 minuter med start 14:15 och sista inlamning 16:00. Sent inlamnade skrivningar
rattas inte. (Nagra har forlangd skrivtid och motsvarande for dem klockslag &r 17.00.) Fullstdndiga l6sningar
kravs till alla uppgifter. Till denna KS hor ingen muntlig tentamen.

3. Funktioner. Beteckna med I méngden av ickenegativa reella tal < 1, det vill siga I = {z : 0 < z < 1}.

Definiera funktionen f : I x I — I genom
fley) =Y
’ 1+ay

Ar funktionen f injektiv? Surjektiv? Bevisa dina pastaenden.

Lésning: Funktionen ar inte injektiv eftersom vi har

13 1/4+3/4  3/4+1/4 31
f(Z’Z)_1+1/4-3/4_1+3/4-1/4_f(1’1)

och (1/4,3/4) # (3/4,1/4). Vidare &r funktionen surjektiv eftersom vi for ett godtyckligt z € I har
z+0

— =7z

1+2-0

f(2,0) =
sa att f alltsd antar alla varden z € I.

7. Grafteori. Betrakta nedanstaende tva grafer.

a

Ange en ny graf G som har foljande egenskaper:

1. G ar delgraf av bada graferna.
2. G ar sa stor som mojligt i den meningen att om nagon annan graf G’ ar delgraf av bada graferna sa ar
ocksa denna nya graf mindre an G, det vill saga G’ ar delgraf av G.

Du behover inte ge ett formellt bevis av att den graf som du kommer fram till har dessa egenskaper, det
ricker med att ge ett troligt (men detaljerat!) resonemang som ger ett forslag pa en graf av det sokta slaget.

Lésning: Om vi vill ha en sa stor delgraf som mojligt sa kan vi forscka hitta en delgraf G som innehéller alla
horn och vi kan s6ka denna graf genom att att utga fran de bada graferna ovan och ta bort ett minimalt antal
kanter tills vi nar tva grafer som ar isomorfa. Dessa tva isomorfa grafer kan da uppfattas som den delgraf som
vi soker. Vi andrar alltsd pa bada graferna och gor sa sma fordndringar som méjligt i en striavan att graferna
ska blir mindre och sammanfalla.



Fordenskull observerar vi att hornet b har graden 5 och ingar i toppen pa ett slags paraplystruktur, det ser
liknande ut i grafen till vanster, hornet a &ar i toppen av en paraplystruktur, men a har graden 4. Dock om vi
tar bort kanten a'b’ i grafen till hoger och ritar hornet o’ underst istéllet sa uppkommer foljande figur:

a b/
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Graferna ar inte helt 6verenstdmmande dnnu, men om vi grafen till vénster tar bort kanten fg och i grafen
till hoger tar bort kanterna d’'g’ och €'h’ sa 6vergar graferna i det som beskrivs av nedanstaende figur
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Och detta ar i sjalva verket samma graf, en isomorfi ges av

(b = {(a7 bl)? (b7 Cl)? (C7 dl)? (d7 el)? (67 f/)7 (f? 2/)7 (97]/)7 (h7 g/)7 (]7 hl)? (27 a/)}
Vi kan da ocksa uppfatta denna graf som den sokta delgrafen. Den ar troligtvis storst eftersom vi behallt
alla horn i borttagningsprocessen.
1 n
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Ange ett heltal n > 0 for vilket konstanttermen i uttrycket ar ett heltal.

8. Kombinatorik. Betrakta uttrycket

Lésning: For att hitta konstanttermen anvinder vi binomialsatsen for att utveckla parentesen, vi far da att

uttrycket ges av
1\" " /n 1\ "
2 _ E : 2\k -3

Eftersom vi bara studerar termer i den hir summan slapper vi nu summatecknet och betraktar uttrycket for
en term i summan, det ar

16 (Z) 22k (_1/2)n—k Cp3(n—k) _ o4 (Z) ] (_1)n—k ok—n 2k .—3(n—k) _ <Z> . (_1)n—k . 9dtk—n 5k—3n

Vi &r intresserade av att hitta ett heltal n > 0 for vilket detta uttryck &r ett heltal da samtidigt 5k — 3n =
0 < 5k = 3n. Vi observerar ocksa att faktorn (—1)"~* inte har nigon betydelse for om uttrycket dr ett heltal
sa svaret pa var fraga ar precis samma svar pa fragan ”finn ett heltal n > 0 for vilket

<Z> . 9dtk—n.5k—3n
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ar ett heltal da 5k = 3n”. Vi kan hitta detta genom att prova oss fram. Vi ser att 3n alltid maste vara delbart
med 5, sa n maste vara delbart med 5, fungerar n = 57 5k = 3n ger da k = 3 och

n A+k—n_5k—3n D ay3—5 D4 3 3
-2 = -2 = .29 =5.92° =4
(i) 2= () =5

som tydligen ar ett heltal skilt fran noll, alltsa duger n = 5.
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9. Sannolikhetsliara. Lat A, B vara tva oberoende héndelser med lika sannolikhet i ett utfallsrum S och
antag att P(AN B) =d > 0. Berdkna P((A U B)) uttryckt i d.

Lésning: Eftersom A, B &r lika sannolika sa kan vi skriva P(A) = P(B) = z, dar 0 < = < 1. Eftersom
d=P(ANB)= P(A)- P(B) =z -2 = 22 far vi tydligen = P(A) = P(B) = v/d. Nu kan vi skriva
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)=z+z—d=2Vd—d
vilket ger
P(AUB)®)=1—(2Vd—d) =1-2Vd+d = (1 - Vd)>.

Alternativ ldsning: Eftersom A, B ar oberoende sa ar ocksa A¢ och B¢ oberoende. Det betyder att

P((AUB)®) = P(A°N B°)) = P(A°) - P(B®) = (1 —Vd) - (1 = V4d).



