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Del I

1. Logik. Formulera och bevisa en av DeMorgans lagar for tre utsagor, p,q,r. (Alltsa =(pVqVr) < ...

mera.) Sanningstabell far inte anvdndas men du far anvinda DeMorgans lag for tva utsagor.

Lésning: DeMorgans ena lag for tre utsagor lyder: for godtyckliga utsagor p, ¢, r géaller
—(pVqVr)Ee pA-agA-r
Bevis: Vi kan skriva pV gV r < pV (qVr) vilket ger
—(pVvaVvr) e o(pVi(gVr)) e pA=(qVr) e pAogA-r

vilket fullbordar beviset. (DeMorgans lag for tva utsagor anvands alltsa i tva steg.)

med

2. Méangdlara. Infor operationen E®F = (E—F)U(F —FE) och satt A ={1,2,3,4,7,8}, B={3,4,5,6,7,9}

respektive C' = {1,2,5,6,7,10}. Berdkna |(ANB)U(BNC)x (A® B C)|.

Lésning: Vi finner forst (ANB)U(BNC)och A®B&®C. Vihar (ANB)U(BNC) ={3,4,7} U{5,6,7} =

{3,4,5,6,7}. Vidare har vi
A®B=(A-B)U(B—-A)={1,2,8} U{5,6,9} ={1,2,5,6,8,9}

vilket ger
A®BaC=1{1,2,56,8,9} ®{1,2,5,6,7,10} =

({1,2,5,6,8,9} —{1,2,5,6,7,10}) U ({1,2,5,6,7,10} —{1,2,5,6,8,9}) =
{8,9} U{7,10} ={7,8,9,10}
och detta ger
(ANB)U(BNC)x (AeBaCO)|=|(AnB)U(BNCO)|-|(AeBaC)|=
1{3,4,5,6,7} - {7,8,9,10}| =5 -4 = 20.

3. Funktioner. Beteckna med Mo méngden av alla 2x2-matriser, alltsa

Moo = {(Z Z) :a,b,c,deR}.

Pa denna méngd infor vi det sa kallade sparet som ar en funktion sp : Ms,s — R som &r definierad som

summan av elementen i argumentets diagonal, det vill séga:

b
sp<CCL d) =a+d.

(a) Visa att sp inte ar en injektiv funktion, men att den &r surjektiv.
(b) Visa att restriktionen av sp till méngden av alla symmetriska matriser uppfyller

sp(AB) = sp(BA).
(Hér betecknas A, B tva symmetriska matriser, som allts& uppfyller A = A och B = B'.)

Ledning: En godtycklig symmetrisk 2x2-matris kan betecknas med <Z i)

Lésning: (a): Funktionen sp ar inte injektiv eftersom vi till exempel har

1 0 1 1
5p<0 1)—1+1—2—1+1—8p<0 1)
1
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01 (1) i avbildas pa samma vérde (2) ar den inte
injektiv. Vidare ar funktionen sp surjektiv eftersom om y ar ett godtyckligt reellt tal sa har vi

0
sp(g 0) =y+t0=y.

Funktionen sp kan alltsa anta vilket varde som helst y € R vilket visar surjektiviteten.

(b): Vi ska nu visa egenskapen sp(AB) = sp(BA) for restriktionen av sp till méngden av alla symmetriska
matriser, vi studerar alltsa hur sp beter sig pa delméngden av Mo,o som bestar av symmetriska matriser. Har
vill vi visa att vi alltid har sp(AB) = sp(BA) och vi betecknar darfor tva godtyckliga symmetriska matriser

A, B med
a b d e
=) #=(5)

och nu ar det bara att rékna ut sp(AB) och sp(BA) och kontrollera att de antar samma véarde. Vi far
a d e ad+be ae+0bf\
Sp<<b c> <e f>> <db+ce be+cf>_ad+be+be+cf

d e a b\\ _ da+eb db+ec\
Sp<<e f>'<b C>>_Sp<ea+fb eb+fc>—d“+€b+6b+fc

och eftersom dessa uttryck har samma vérde ar beviset fullbordat. Anmérkning: observera att vi egentligen
inte behover ridkna ut precis vad elementen pa rad 1, kolonn 2 respektive rad 2 kolonn 1 i matrisprodukterna
AB respektive BA &r, vardet av tr beror ju bara pa de tal som star i diagonalen, sa det skulle varit ok att bara

skriva sp(AB) = ad + be be ‘%‘—‘cf>’

(Det ar faktiskt ocksa sa att vi inte ens behover symmetri, vi har alltid sp(AB) = sp(BA) for alla kvadratiska
2x2-matriser.)

och eftersom tydligen de olika matriserna <1 0> respektive

respektive

7

vi behover alltsa inte rakna ut de tal som ska sta dar det star ”

4. Inledande talteori. Om n inte ir delbart med 7, visa att n% = 1 (mod 7).

Lésning: Om n inte ar delbart med 7 sa ar det 6 fall (alla rdkningar sker modulo 7): n =1, n =2, n = 3,
n =4, n = 5 respektive n = 6. Da far vi

n=1=n=1=1

n=2=n8=20=64=1

n=3=>n8=3=93=22=8=1

n=4=n=46=20.260=1.1=1

=5=n%=50=(-2)0 =26 =1 (som syntes ovan.)
n=6=n=6=20.30=1.1=1

5. Relationer. Lat mingden A vara given som méngden av alla vektorer i R?, utom nollvektorn. Definiera

relationen R pa A genom
uRv & u-v #0.

(a) Ar R reflexiv? Varfor, varfor inte?

(b) Ar R symmetrisk? Varfor, varfor inte?

(¢) Ar R transitiv? Varfor, varfor inte?

(d) Ar R en ekvivalensrelation? Varfor, varfor inte?

(Ledning: ”-” betecknar den vanliga skalarprodukten, det vill sdga (z1,y1) - (z2,y2) = T122 + Y1Y2.)

Lésning: (a) Eftersom vi utesluter just nollvektorn blir relationen reflexiv eftersom vi for varje vektor
A>u=(z,y) # (0,0) har u-u = 22 +3? > 0. (b) Relationen blir ocksd symmetrisk eftersom u -v = v - u,
detta leder till

uRveu-v#0<v-u#0S vRu

vilket precis innebér symmetri. (¢) relationen ar déremot inte transitiv eftersom vi kan konstruera tre vektorer,
u, v, w med uRv A vRw men dar vi inte har uRw. Ett exempel pa tre sadana vektorer ar

u=(0,1), v=(1,1) w = (1,0).
En kort kalkyl ger
u-v=1(0,1)-(1,1) =1#0< uRv vew=(1,1)-(1,0) =1 # 0 < vRw



och slutligen

u-w=(0,1)-(1,0) =0-141-0=0 sa att vi inte har uRw.
Relationen &r ddrmed inte transitiv. (d) Eftersom relationen inte &r transitiv kan den inte vara en ekvivalen-
srelation. (En ekvivalensrelation maste ju vara reflexiv, symmetrisk och transitiv.)

6. Fordjupad talteori. Anvind matematisk induktion for att visa olikheten
"1
d —<2vn
k=1 \/E
for alla positiva heltal n =1,2,3,. ...

Ledning: Vid en punkt i rakningarna behdver du kanske 6vertyga dig om att olikheten

1
21/t + <2/t+1
VEF1

géller for vissa virden pa t. Detta gors enklast genom att skriva om den som 5 \/zlt+_1 </t +1—+/t och forlinga

bada led med det positiva talet v/£ + 1 + /t. Da #r det littare att se att olikheten &r uppfylld.

Lésning: Vi infor predikatet A(n) < > 7, ﬁ < 2y/n forn =1,2,3,.... Vi ska med matematisk induktion
visa Vn € N : A(n). Vi infor ocksé beteckningarna VL, = > }_; # respektive H L, = 2,/n och konstaterar
alltsa att A(n) < VL, < HL,. Vi tar nu de tre stegen i ett induktionsbevis:

Steg 1. Vi kontrollerar att A(1) &r sann, det vill sdga att VL1 < HL.

1

1 1

VL1:Z—:—:1 HL; =2V1=2
kil\/E V1

och vi ser att VL; =1 < 2= HL; sa A(1) ar sann vilket fullbordar forsta steget i induktionen.

Steg 2. Vi ska nu visa implikationen A(p) = A(p+1) for godtyckliga positiva heltal p sa vi later p vara
ett positivt heltal for vilket A(p) géller. Detta ar induktionsantagandet och vi har alltsa

p
1
Alp) & VL, => T < 2/p = HL,.
k=1

Med hjélp av detta ska vi visa att VL,y1 < HLpy1. Vi arbetar dérfér med VL, =

1 &1 1 1
,; vk ; Vi VP FT SRR
Enligt induktionsantagande &r VL, < HL, sa vi far en uppskattning uppat om vi ersétter V'L, med
HL, i ovanstaende uttryck. Da har vi alltsa

1 1
VL <HL,+ —=2\p+ ——.
pir < Hbp o= =2V e

Malet ar att overtyga sig om att detta till sist &r mindre &n HL, = 2\/p + 1 sa steg 2 kan fullbordas

om vi kan inse att )

2¢/p+
VP vVp+1

Att detta géller kan inses genom att skriva om detta som den ekvivalenta olikheten
1
+1- > Y
VP S T

som efter forlingning med /p + 1 + /p Overgar i

L VPTIED
(VT = VDo T 1+ Vi) =12 Yo

vilket géller eftersom téljaren i braket i hogerledet ar mindre &n ndmnaren. Detta fullbordar steg 2 i
induktionsbeviset.

<2yp+1

Steg 3. Steg 1 och steg 2 samt induktionsaxiomet fullbordar beviset.
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7. Grafteori. For alla grafer G géller att om G inte har nagon cykel sa &r antalet hérn stérre d&n antalet
kanter. Géller omvandningen, det vill séga géller det att om en graf G har antalet horn storre &n antalet kanter
sa kan den inte heller ha nagon cykel? Ja, eller nej? Bevisa ditt pastaende.

Lésning: Svaret ar nej, det ar inte nodvandigt att en graf med fler horn &n kanter inte har cykler, vi
illustrerar detta genom att visa foljande graf:

Grafen har som synes en cykel, 4 horn (varav ett isolerat) som é&r fler &n antalet kanter som ar 3.

8. Kombinatorik. Hur manga sexsiffriga tal kan bildas med siffrorna 0, 0, 1, 1, 2 och 2? (Observera att ett
sexsiffrigt tal inte kan starta med 0.)

Lésning: Vi kan rakna ut svaret som M — N dar M ar totala antalet omordningar av de sex symbolerna
0, 0, 1, 1, 2 och 2 utan restriktioner och dar N ar antalet omordningar av dessa symboler som inleds med en

nolla. Vi far da:

1. M som ett resultat av en valprocess i tre steg: placera ut nollorna — (g) = 15, placera ut ettorna —
(g‘) = 6, placera ut tvaorna — (g) =1 Savifar M =15-6-1=90.

2. N som ett resultat av en valprocess i fyra steg dar vi inleder genom att placera ut en nolla forst: 1
satt, sedan placerar vi ut nasta nolla — 5 sitt, sedan ettorna — (3) = 6 och till sist tvaorna — (g) =1.
Savifar N=1-5-6-1=30.

Sammantaget blir totala antalet sexsiffriga tal lika med 90 — 30 = 60.

9. Sannolikhetslira. Det finns vetenskapliga studier som tyder pa att utgangen av sjukdomsfoérloppet vid
COVID-19 kan vara sdmre vid D-vitaminbrist. Andra studier visar ocksa att D-vitaminbrist &r olika vanligt i
olika folkgrupper och i USA kan befolkningen grovt delas in i féljande folkgrupper: vita (69%), latinamerikaner

(18%) och svarta (13%). Av USAs svarta befolkning har 82% D-vitaminbrist medan 70% av latinamerikanerna
respektive 42% av de vita har D-vitaminbrist.

(a) Berédkna sannolikheten att en slumpvis vald person fran den totala populationen (USA) har D-
vitaminbrist.

(b) Berikna sannolikheten att en person som har D-vitaminbrist &r svart.

Du behover egentligen inte rakna ut exakta numeriska virden som svar, det racker med att ange numeriska
uttryck for de korrekta numeriska vardena — &ven om du sjalvklart maste motivera varfor uttrycken ser ut som
de gor. Minirdknare ar ju inte ett tillatet hjalpmedel, men svara pa ett sitt som gor att man latt kan knappa
fram det numeriska virdet med en minirdknare.

Lésning: Vi betraktar slumpprocessen att vélja en person fran USAs befolkning och vi infor féljande
héndelser for att kunna beskriva olika forlopp:

Handelse D: Personen som valts har D-vitaminbrist.

Héndelse S: Personen som valts dr svart. Texten siger att P(S) = 0.13.
Héndelse L: Personen som valts ar latinamerikan. Texten sdger att P(L) = 0.18.
Héndelse V: Personen som valts &r vit. Texten séger att P(V) = 0.69.

I (a) soker vi P(D) och enligt satsen om total sannolikhet har vi
P(D) = P(D|S)P(S)+ P(D|L)P(L) + P(D|V)P(V)
och enligt texten ovan r P(D|S) = 0.82, P(D|L) = 0.70 respektive P(D|V') = 0.42 vilket ger
P(D) =0.820.13 + 0.70 - 0.18 + 0.42 - 0.69(= 0.5224 = 52.24%).

I (b) sker vi sannolikheten P(S|D). Vi kan anvénda sambandet
P(S|D) - P(D) = P(D|S) - P(S)



(Bayes sats i kort form) och dérifran fa
P(D|S)- P(S) 0.82-0.13
P(D) ~0.82-0.13+0.70 - 0.18 + 0.42 - 0.69

Anmdrkning: 20.41% &r ju vasentligt mer &n de 13% som de svarta utgor. Liknande géller for latinamerikaner
och i Sverige har vi ocksa sett att méanniskor med olika etniska bakgrunder klarar sig olika bra géillande
COVID-19. Studierna som visar att manniskor med béttre nivaer av vitamin-D klarar COVID-19 béttre kan
da, tillsammans med dessa observationer, leda oss att tro att det d&r D-vitaminbrist som &r en bakomliggande
orsak. En forklaring kan vara att solen ar den framsta kéllan till vitamin D och att méanniskor med morkare
pigmentering i huden genererar mindre D-vitamin och att detta far foljder for hur val man klarar COVID-19.
Sa slutsatsen kanske kan bli att vi alla behover se till att vara nivaer av vitamin D &r goda? (Och &ven tipsa
vara morkhyade vénner om detta?)

P(S|D) =

(~ 0.2041 = 20.41%.)

Del 11
10. For betyg C. Kan ocksa ticka delomradet inledande talteorsi.

(a) Finn ett heltal x sadant att

z=0 (mod 13) och x=1 (mod 17).
(b) Om p, q ar tva skilda primtal, kan vi alltid hitta ett x med

=0 (modp) och xz=1 (mod q)?

Varfor? Varfor inte? Bevisa ditt pastaende.

Lésning: (a) Vi kan skriva om z = 0(mod 13) som att x = s - 13 for nagot heltal s. Om detta sétts in i det
andra kravet x = 1(mod 17) far vi s-13 = 1(mod 17) vilket kan skriva om som s-13 =1 — ¢ - 17 f6r nagot
heltal ¢. (Vi kan sétta dit ett minustecken pa t eftersom det symboliserar ett heltal.) Men detta ger alltsa

13-s+17-t=1

och tack vare Bezouts sats &r det sékert att s,t finns eftersom GCD(13,17) = 1 (tva skilda primtal ar alltid
relativt prima varandra). Sa nu kan Euklides utvidgade algoritm anvéndas for att hitta s,¢ och darmed z, vi
far
17=1-13+4, 13=3-4+1 1=13-3-(17-1-13)1=4-13-3-17

sa z =413 = 52 uppfyller de bada kraven x = 0(mod 13) och x = 1(mod 17). (b) I 16sning till (a) studeras
primtalen p = 13 respektive ¢ = 17, men ingenting i l6sningen (férutom de konkreta detaljerna i utférandet
av Euklides utvidgade algoritm) forutsétter att vi arbetar med precis de tva skilda primtalen 13 och 17. Det
viktiga ar att primtalen ar skilda at (for da blir de relativt prima). Sa detta kommer alltsa att fungera for
godtyckligt valda skilda primtal p, ¢ sa dven pastaendet i (b) f6ljer om vi byter 13 mot p respektive 17 mot q.
(Vi skulle till och med kunna uppfatta detta som en alternativ formulering av Bezouts sats.)

Del III

11. For betyg A. Kan ocksa ticka delomradet relationer. Lat méngden A = {a,b,c} vara given. Vi ska
studera (binéra) relationer pa A. De tre egenskaperna reflexivitet, symmetri och transitivitet ska studeras. En
relation pa A kan definieras med en matris av nedanstaende slag:

alb|c
al|x X
blx|x|x
c X

dar kryss anvénds for att ange om element ar relaterade eller inte. Vi antar konventionen att varje element
(a, b, ¢) far varsinn rad och varsinn kolonn och omm det finns ett kryss pa den rad som ett element star pa
sa ar elementet relaterat till det element i vars kolonn krysset star. Med denna konvention definierar matrisen
ovan relationen

R = {(a7 a), (a, C)v (b7 a), (b, b)? (b7 c), (C7 C)}

Vi ser till exemepel att aRa eftersom vi har ett kryss i rutan langst upp till vanster, det ar raden fér a och
kolonnen for a. Vi ser ocksa att aRc eftersom vi har ett kryss langst till upp till hoger, alltsa aterigen pa raden
for @ men kolonnen for ¢. Vi kan ocksa avlésa en egenskap som den hér relationen har: eftersom raden for b ar
full med kryss, sa maste b vara relaterat till samtliga element (inklusive sig sjélv) i A. (bRa, bRb och bRc)



En relation kan som bekant ha egenskaperna reflezivitet, symmetri och transitivitet. Rita 8 diagram (av
ovanstaende typ) for 8 olika relationer som tillsammans har alla méjliga 8 kombinationer av dessa egenskaper,
alltsa de ska ha eller inte ha varje egenskap. Eftersom en relation kan ha eller inte ha en egenskap och det
ar tre egenskaper blir det totalt 8 méjligheter. Ange klart och tydligt vilken kombination av egenskaper varje
relation har genom att beteckna diagrammen med bokstavskombinationer: "R-T” betyder "reflexiv, inte sym-
metrisk, men transitiv’. Du ska da alltsa ange matriser for relationer som beskrivs av bokstavkombinationerna
”---7 (ingen egenskap), "R--" (reflexiv, inte symmetrisk, inte transitiv), ”-S-", 7--T”  "RS-, ”-ST”, "R-T”
och "RST”. For att fa godként pa uppgiften ska minst 7 diagram vara korrekta. (Det &r ok att missa ett alltsa.)

Lésning: Egenskapen reflexivitet innebér att vi alltid ska ha xRz for alla = € {a,b, c}, detta uttrycker sig
genom att diagonalen &r helt ifylld med kryss, det &ar egentligen den enklaste egenskapen att inse hur den ska
avspeglas i diagrammen. Egenskapen symmetri innebér att xRy < yRa for alla z,y € {a,b,c} vilket vi inser
uttrycker genom att sjéilva matrisen (diagrammet) med kryss i &r lika med sin egen spegelbild i diagonalen.
Med dessa saker i bagaget kan vi latt sitta upp fyra diagram som vi kan beteckna --, R-, =S respektive RS for
relationer som har alla kombinationer av egenskaperna reflexivitet och symmetri:

RS|al|b]|c R-lal|b]|c -Slal|b|c -—lal|blc
a | x a |x|x a | x|x a |x|x

X b X b | x b X
c X c X

Har ger de tva forsta diagrammen tva relationer som &r reflexiva (eftersom hela diagonalen &r ifylld), men
den andra &r inte symmetrisk eftersom vi har aRb men inte bRa. De féljande tva diagrammen ger relationer
déar den ena ar symmetrisk och den andra inte ar symmetrisk men vi har sa att siga tagit bort egenskapen
reflexivitet genom att se till att inte hela diagonalen har kryss i sig. Vi kan &ven observera att det tredje
diagrammet (-S) skulle kunnat vara helt tomt och da ge en relation som &r icke-reflexiv men symmetrisk.

Vi ska nu, utgaende fran dessa fyra diagram gora sma modifikationer sa att 8 diagram uppstar. Till att
borja med konstaterar vi att relationen som defineras av diagrammet betecknat med RS ocksa ger en transitiv
relation. Det ar i sjilva verket likhetsrelationen, vi ser att xRy < x = y. Om vi ska géra modifikationer till
detta diagram for att ta bort transitiviteten (men behalla reflexiviteten och symmetrin) ska vi alltsa konstruera
x,1y, 2z med Ry och yRz men dér inte xRz. Efter lite funderande inser man att det enda sittet att astakomma
detta &r att utga fran ett fullt diagram med alla kryss ifyllda, men ta bort precis tva kryss som &r spegelbilder
av varandra, till exempel diagrammet

RS-|a|b|c
a |x|x

x| x|x

c X | x

kommer att duga eftersom vi har aRb och bRc men inte aRe. Vi har nu tva relationer en som svararar mot
RST (som vi betecknade med RS ovan) respektive en som svarar mot RS- (som togs fram hér).

Vi gar vidare och utréner om diagrammet betecknat med R- ger en transitiv relation eller inte. Den
definierande egenskapen for transitivitet ar att implikationen

TRy NyRz = xRz

ska gélla for alla mojliga val av x,y,z. Vi kan ga igenom dessa valmgjligheter pa ett systematiskt siatt. Det
finns tva alternativ, antingen géller x = y eller z # y. Om x = y sa ar det givetvis sa att xRy (eftesom
relationen &r reflexiv) och om da &ven y = z sa foljer yRz men ocksa xRz sa transitiviteten motségs inte har.
Det andra fallet &r om y # z, den enda mojligheten da &ar att y = a och z = b men eftersom vi har aRb sa
kan inte implikationen bli falsk i detta fall heller. Sammantaget &r alltsa implikationen alltid sann da =z = y.
Det aterstar att utreda fallet da x # y. Aterigen, om vi ska ha 2Ry #r den enda méjligheten att = a och
y = b och detta tvingar ocksa fram att z = b eftersom b endast &r relaterat till sig sjalv. Men detta innebar
att © = a och z = b och eftersom aRb sa bli implikationen sann dven har. Eftersom detta var en fullstéindig
uttémning av alla méjligheter har vi visat att relationen ar transitiv. Vi kan alltsa sédtta beteckningen R-T pa
diagrammet ovan som har beteckningen R-.

Hur kan vi nu modifiera diagrammet séa att vi far en relation som ges av R—-?7 Efter en stunds funderande
kan vi komma pa att vi bara kan ta diagrammet som betecknades RS- och stympa det, vi tar bort kryss sa att



symmetrin faller. Da duger alltsa diagrammet

R——|al|b]|c
a |x

X | x

c be

som ocksa kan ses som R-T men med bRc adderad.

Vi gar vidare och tar fram nésta fyra diagram som vi kan beteckna med -ST och -S- respektive —=T och
—---. Vi borjar med att betrakta diagrammet som ar betecknat med -S:

-Slal|blc
a |x|x
b | x
c

Vi vill nu ta reda om denna relation ar transitiv eller icke-transitiv. Efter en del funderande ser vi att
relationen anger att

bRa och aRb

men att vi inte har bRb. Det betyder att om vi sétter x = b, y = a, z = b sd kan denna tilldelning fungera
som ett motexempel pa att implikationen

TRy ANyRz = x1
inte galler for alla tilldelningar av element till z, ¥, z. Relationen &r alltsa inte transitiv. Det det betyder att
vi kan beteckna relationen med -8 ocksa med -S-. Vi soker nu en relation som da kan betecknas med -ST och
det ligger nu néra till hands att till det har aktuella diagrammet addera ett kryss sa att vi far:

-Slal|bl|c
a [ X[ X
X | x
c

Fragan ar nu om den hér relationen kan betecknas med -ST? Ickereflexivitet och symmetri ar klart pa grund
av diagrammets utseende (vi saknar ¢Rc som kravs for reflexivitet och symmetri ges av att relationen ar sin
egen spegelbild i diagonalen.) Men géller alltid implikationen

TRYNyRz = xRz

for alla mojliga tilldelningar av x,y, 27 Svaret &r JA och vi kan inse det genom att forst konstatera att inga c
nagonsin ar relaterade till ndgra andra element och inga element ar nagonsin relaterade till ¢. Det betyder att
sa fort x eller y eller z ar lika med c sa blir forledet i implikationen ovan falskt, det vill sdga implikationen blir
sann. Det betyder att vi bara behover undersoka de kombinationer av tilldelningar till z,y, z i implikationen

TRYNyRz = xRz

dér x,y, z ar nagot av a,b. Om vi under dessa forutsidttningar studerar diagrammet sa ser vi att det alltid
galler att yz just eftersom alla fyra kryss ar ifyllda, vi har alltsa aRa, aRb, bRa och bRb. Sa efterledet i
implikationen &r alltid sant vilket ger att implikationen ocksa alltid 4r sann vilket visa att diagrammet som vi
just valt kan betecknas med -ST.

Vi ska nu slutligen studera diagrammet som &r betecknat med --. Det ser ut sa har:
-—lal|b|c
a | x|x
X
c

Samma fraga stills nu om denna relation. Ar den transitiv eller icke-transitiv? Samma argument som ovan
(om att c inte ar relaterat till nagot element och att inga element &r relaterade till ¢) gor att vi bara behover
undersoka situationen da z,y, z véljs fran {a, b} nir vi utreder om relationen &r transitiv eller inte. Vi behover
undersoka de mojliga tilldelningarna av x,y, z som ger ett sant forled i implikationen

TRy NyRz = xi.



Hér kan vi gora observationen att om x,y, z valjs fran {a, b, c} sa maste nagon av a, b vara vald tva ganger.
Om vi studerar de val som svarar mot att vi har precis en av a,b vald tva ganger sa svarar det mot de sex
tilldelningarna

r=a,y=a,z=Db, r=a,y=>b,z=a, r=by=a,z=a

r=0by=>5,2z=a, r=by=a,z=0, r=a,y=b,z=>
men av dessa svarar bara

r=a,y=a,z=> och r=a,y=b,z=>

mot sanna forled i implikationen. Och eftersom dessa tva val ocksa ger sanna efterled i implikationen (eftersom
aRb) maste relationen som &r betecknad med -- ovan &ven vara transitiv och den kan alltsa betecknas med
—-T. Slutligen ska vi nu forstora transitiviteten i den relationen och efter lite funderande kan vi komma fram
till att om vi adderar ett kryss sa att bRc sa har vi en diagrammet

—lal|bl|c
a | x|x
b x| x
c

som definierar en relation som har aRb, bRc, men inte aRec vilket visar att den inte ar transitiv, den rela-
tionen kan alltsa betecknas med --T.

Sammanfattning:
RST |a | b|c R-T|a|b|ec -S-|alblec -—-Tlal|b|c
a | x a |x|x a |x|x a |x|x
X X X X

c X c X

RS-|a|b|c R-——|a|b|c -ST|a|b|c -———lal|b|c
a |x|x a |x|x a |x|x a |x|x

b |x|x|x b X | x X | x x| x
c x| x c X




