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Att genomfora och formulera ett bevis

Att 16sa uppgifter av karaktaren “Bevisa att...” uppfattas av manga studenter

som svart. Ofta ar det inte sa svart egentligen, om man bara tillater sig att
inse vad som ska verifieras. Men dven om man tror sig om att kunna genomféra
beviset sa kan man raka ut for att det sedan underkdnns av examinatorn (om
man gar en kurs) eller refereen (om man skickat resultatet till en tidskrift)
fér att man inte har formulerat det ordentligt. 1 den hidr i en hast hopkomna
skriften tankte jag forséka ge er rdd om hur man bevisar saker och ge trianing i
att formulera bevisen. Allt &r firgat av min kombinatoriska personliga liggning.

Att formulera bevis.

Det finns fyra grundregler for bevisforing som man bor paminna sig.

1. Ett bevis ska bryta ned ett komplicerat resonemang i delar som &r sa
enkla att de inte behéver ifragasittas!

2. Bevisbérdan ligger pa den som bevisar!
3. Alla satsens forutsattningar bor dyka upp i beviset!

4. Man far aldrig anta det som ska bevisas!

Ett bevis ska bryta ned ett komplicerat resonemang i delar som ar
sa enkla att de inte behover ifragasattas!

Idealet ar ju modus ponens: Om A dr sant och det &r sant att A = B sa ar
ocksa B sant. Man vill komma ned till sa enkla byggstenar av typen A och
A = B att de inte kraver vidare verifikation.

FExempel. SATS: Chansen att fa exakt tio ratt pa tipset pa en godtycklig rad
ir (133)23/313‘

BEVIS: Chansen att fa exakt tio ratt pa tipset pa en godtycklig rad, givet
en viss korrekt rad, ar (antalet rader som skiljer sig fran den ratta pa exakt tre
matcher) delat med (det totala antalet méjliga rader man kan tippa). Att vélja
ut tre matcher av tretton kan géras pa (133) satt, och for var och en av dem ska
vi vilja nagot av de tva felaktiga resultaten s& det blir 2° méjligheter. Totalt
finns alltsa (133) 23 rader som skiljer sig fran den ritta pa exakt tre matcher. Det
totala antalet mdjliga rader man kan tippa ar 3'3, ty det finns tre mojligheter

for var och en av de tretton matcherna.

Ju hégre matematisk niva pa ldsaren av beviset, desto storre munsbitar kan
man anta att hon kan férsta pa en gang. Men sd fort man utan verifikation
presenterar ett pastaende som lasaren inte inser sanningshalten i s& har man
misslyckats.



Bevisbordan ligger pa den som bevisar!

Ibland invander ldsaren av ett bevis att “det dar ar val inget bevis”. Da &r det
antagligen inte det. Ett riktigt bevis ska inte lamna utrymme f6r invindningar.

Ezxempel. SATS: Man kan inte vélja ut sex rektanguldra papperslappar med
langd och bredd heltal mellan ett och tio sa att ingen lapp tacker nagon annan
lapp.

BEVISFORSOK: Vilj forst lapp (10,1) med ldangd tio och bredd ett. Den
tacker alla andra av bredd ett. Vilj nédsta lapp (9,2). Den técker alla andra
av bredd tva utom (10,2) som ju tdcker (10,1) och alltsa inte far viljas. Pa
samma satt viljer vi (8,3), (7,4) och (6,5). Vi kan nu inte vdlja ut nagon sjitte
lapp som inte tacks av nagon vald eller tacker nagon vald.

INVANDNING: — Men det hir visar ju bara att om man viljer sina lappar
just sa hdr sa kan man inte vilja nagon sjitte. Det skulle ju mycket val kunna
finnas nagot annat val av fem lappar som medgav en sjitte lapp.

OJUST MOTINVANDNING: — Jasa? Hur skulle det se ut?

Det 4r inte den som ldser beviset som ska styrka sina invindningar genom
att hitta ett motexempel. Om satsen ar sann, som i exemplet, finns ju inget
motexempel. Nej, det dr den som bevisar som ska ge ett heltickande argument
s& att inga invandningar aterstar.

Alla forutsattningar till satsen bor tydligt anvandas i beviset!

Satser brukar se ut som “Om férutsdttningar sa slutsats’. 1 beviset vill man da
se tydligt hur var och en av férutsdttningarna kommer in i beviset. Antagligen
ar ju férutsdttningarna nédvandiga for att slutsatsen ska vara sann, sa om
nagon forutsidttning inte verkar anvandas i beviset dr det troligt att beviset ar

fel.

Exempel. 1 en sammanhingande, plan graf, l1at v, e och r var antalet horn,
kanter och regioner. Visa att v —e 4 r = 2.

BEVISFORSOK: Det giller for ennodsgrafen: v =1, e =0, r = 1. Induk-
tion. Anta att pastaendet &r sant fér alla grafer som dr mindre dn . Vi ska
visa att det maste vara sant for . Antingen ar GG ett trid, och da har det ett
16v x. Pastaendet dr da sant for G — x som har en nod och en kant farre men
samma antal regioner, och dr darmed sant dven fér . Eller ocksa har GG en
cykel, som innehaller ndgon kant f. Pastaendet ar da sant for G — f som har
en kant farre och en region farre (tva regioner sméalte samman till en nir f togs
bort), och &r ddrmed sant for G.

Foérutsattningen att grafen skulle vara sammanhingande, vart tog den vigen?
Det ser ut som om vi bevisar att v — e +r = 2 {6r alla plana grafer, men
pastaendet ar ju falskt for alla icke sammanhingande plana grafer. [ beviset
borde vi hdnvisat till sammanh&ngandet nar vi pastod att G antingen maste
vara ett trad eller ha en cykel, och vi skulle ocksa ha papekat att G — x och
G — [ blev sammanhidngande f6r att kunna anvinda induktionshypotesen —
som naturligtvis ocksa maste innehalla forutsattningen.



Man far aldrig anta det som ska bevisas!

Sdg att man ska bevisa t ex att D(n) = n(D(n — 1) + D(n — 2)) och att det
forsta man skriver i beviset ar D(n) = n(D(n — 1) + D(n — 2)). Da dr man
redan forlorad! Att anta motsatsen och visa att det leder till en motsigelse ar
en just bevisteknik, men att anta satsen och konstatera att man darmed kan
hirleda nagot som ar sant visar tyvarr inte att satsen ar sann.

Problemtyper och bevistyper

Olika sorters pastaenden kréver olika sorters bevis. Jag tanker ta upp foljande
sitt att bevisa ett pastaende:

1. Verifiera enligt definitioner.

2. Dela upp i uttémmande fall.

3. Anta motsatsen och finn motsigelse.
4. Induktion Gver nagon parameter.

5. Kontraposition: Om A ska medféra B kan man lika gdrna bevisa att icke

B medf6r icke A.
6. Bevisa identiteter via bijektion.

7. Bevisa att nagot kan uppnas genom att visa att man alltid kan ta ett steg
narmare.

Verifiera enligt definitioner

Nar man far i uppgift att bevisa ett pastdende sa ar det férsta och viktigaste
steget att precis forsta vad det det faktiskt ar man ska bevisa. Man ska alltsa
tranga in i definitionerna av alla férekommande begrepp. Har man vil gjort
det kidnns ofta satsen sjalvklar, sa att man inte ens forstar vad man ska skriva
i beviset. Men 1 sa fall &r det just detta man ska skriva ner, nedbrytandet av
pastaendet i mer grundlaggande begrepp dar beviset blir en ren verifikation.

Fzempel. En sammanhéngande graf ar 2-sammanhdngande om man maste ta
bort minst tva noder for att den inte lingre ska vara sammanhingande. Tva
stigar mellan z och y ar noddisjunkta om de inte har nagon nod gemensam (mer
an z och y). Visa att en graf G ar tvasammanhingande om det finns minst tva
noddisjunkta stigar mellan varje par av noder som inte ir grannar.

BEVIS: Om det finns tva noddisjunkta stigar mellan varje par av noder
som inte dr grannar sd finns det minst en stig kvar om man tar bort en nod
vilken som helst. Att tva noder dr grannar paverkas inte av att en annan nod
tas bort. Alltsd, om man tar bort en nod z vilken som helst fran G finns
fortfarande en stig mellan varje par av noder i G — z vilket ekvivalent med att
G — z dr sammanhédngande. Alltsa maste man ta bort minst tva noder fran
G for att grafen inte langre ska vara sammanhdngande. Med andra ord ar G
2-sammanhingande.



Dela upp 1 uttommande fall

Ett svaroverblickbart problem kan ofta delas upp i flera separata fall som kan
behandlas var for sig. Det viktiga hir dr att det dr tydligt att det inte kan
finnas fler fall, dvs att man verkligen uttémt alla mojligheter. Kempes berémda
felaktiga bevis for fyrfargssatsen hade just detta fel; han hade inte tinkt pa att
det fanns ytterligare ett fall att behandla.

Fzempel.  Varje graf G = (V, F) ar forstas isomorf med sig sjilv, med iden-
titetsisomorfin f(z) = z for alla hérn 2 1 V. En graf har icketrivial automorfi
om den har ytterligare nagon isomorfi med sig sjdlv. Visa att varje trad som
inte har nagon icketrivial automorfi och som har fler 4n ett hérn faktiskt maste
ha minst sju horn.

BEVIS: Anta att trddet T inte har nagon icketrivial automorfi. Ett trad ar
antingen en stig eller ocksa finns nagot hérn 2 av grad minst tre. Varje stig
To—x1— - &, har uppenbarligen en icketrivial automorfi: f(z;) = x,_; for alla
horn z;. Alltsda ar T ingen stig utan har nagot hérn x av grad minst tre, dvs
det gar ut minst tre grenar fran . Om tva av grenarna bara bestar av ett
hérn, y; resp yz, sa finns uppenbarligen en icketrivial automorfi: f(y1) = ya,
f(y2) = y1, och f(y) = y f6r alla andra hérn y. Alltsa kan hogst en gren i T
ha ett enda hérn. Om tva av grenarna bestar av precis tva horn, y;—y2 och
Ys—ya, sa finns uppenbarligen en icketrivial automorfi: f(y1) = y3, f(y2) = ya,
f(ys) = y1, f(ya) = ya, och f(y) =y f6r alla andra horn y. Alltsa kan hogst en
gren i T ha precis tva hérn. Alltsa har T minst sju horn: = och dess minst tre
grenar vilka som minst bestar av ett, tva respektive tre horn.

Anta motsatsen och finn motsagelse

Om man vill bevisa att en sats dr sann kan man anta att den ar falsk och visa
att det leder fram till en motsigelse. Nedanstaende berémda motsigelsebevis
fanns av Euklides for tvatusen ar sedan.

Ezempel. Ett primtal kan definieras som ett heltal storre dn ett som inte delas
av nagot mindre primtal. Visa att det finns odndligt manga primtal.

BEVIS: Anta motsatsen, att det bara finns dndligt manga primtal, nimligen
P1, P2y - -, Pr. Bilda det storre talet M = pypy---pr + 1. Det ar klart att M
inte delas av nagot av talen pq, po, ..., px och eftersom de enligt antagandet ar
alla primtal sa delas inte M av nagot mindre primtal och ar ddrmed sjilv ett
primtal. Men det motsdger antagandet det bara fanns primtalen py, pa, ..., pk,
som alltsa maste vara falskt.

Induktion over nagon parameter

Induktionsbevis bygger pa att man kan formulera pastaendet 6ver nagon pa-
rameter n > ng. Om man kan visa dels att pastaendet dr sant i basfallet
n = ng och dels att det ar sant for n = k£ + 1 om man antar att det ar sant for
n = k > ng, ja da har man visat det for alla n > ng.

FEzempel. Lat (G vara en bipartit graf G med nodméangd X UY déar alla noder
har grad n. Visa att G har n stycken kantdisjunkta kompletta matchningar.



BEVIS: Pastaendet ar uppenbarligen sant for n = 0. Anta att det ar sant
fér n = k och lat GG vara en bipartit graf dir alla noder har grad n = k+ 1. Lat
A vara en godtycklig delmingd till X. Antalet kanter fran A maste vara hogst
lika med antalet kanter till bilden R(A), dvs n-|A| < n-|R(A)|. Alltsa ar |A| <
|R(A)| for varje A C X, sa enligt Halls sats finns en komplett matchning. Ta
bort kanterna i denna matchning. Da férsvinner precis en kant fran varje nod, sa
i den aterstaende grafen har varje nod grad & och enligt induktionsantagandet
finns alltsa k kantdisjunkta matchningar. Tillsammans med den borttagna finns
alltsa k + 1 = n kantdisjunkta matchningar i G.

Kontraposition

Kontraposition innebar att man i stallet for att bevisa pastaendet “A medfor
B” visar det ekvivalenta pastaendet “icke B medfor icke A”. Denna omtolkning
gbr man ofta helt automatiskt och behéver inte papekas.

FExempel. Givet ett trdd T, visa att det finns exakt en stig mellan varje par av
noder i 7.

BEVIS: Anta att det finns nagot par av noder i T som inte har exakt en
stig mellan sig. Antingen har de da noll stigar mellan sig, men da ar T inte
sammanhingande och &r darmed inget trid. FEller ocksa finns det minst tva
stigar mellan detta par av noder, med da har T" en cykel och dr darmed inget
trad.

Bevisa steg for steg

Om man ska visa att det gar att uppna en viss situation kan man goéra det
genom att visa att man fran varje annan situation kan komma ett steg ndrmare
den onskade situationen. En variant pa det har ar om man ska bevisa att en
viss medlem I i en familj &r optimal i nagot avseende. Da ricker det att visa
att man fran varje annan medlem i familjen kan komma ett steg ndrmare I i
ett steg som inte forsamrar, men eventuellt forbattrar.

Erempel.  Givet positiva tal 21 < 29 < --- < 2, och y; < yp < -+ <y,
betrakta produktsummorna 1yr1) + ¥2Yr(2) + -+ + Tn¥n(n) for alla tankbara
permutationer 7. Visa att den stérsta ar z1y1 + x2y2 + - - - + T ¥ypn, dvs nar «
ar identitetspermutationen: 7 (i) = ¢ for alla i.

BEVIS: 1 varje permutation 7 som inte ar identitetspermutationen finns ett
par nérliggande tal som kommer i fel ordning: 7(¢) > w(¢ 4 1). Vi ska visa att
man inte minskar produktsummans varde om man sorterar detta par riatt, dvs
vi ska visa att Tiyri) + Tit1Yr(iq1) < Til¥n(it1) T Tit1Yn()- Det foljer av att
differensen mellan hégerledet och vansterledet dr

TilYr(ir1) T Tit1Yn() = (Tilhn(i) T Tit1Yn(ie1)) = (@it1 = ) (Yn(i) = Yr (i)

som &r ickenegativt eftersom bada faktorerna ar ickenegativa. Fran varje pro-
duktsumma kan vi alltsd sortera om par som kommer i fel ordning utan att
minska produktsumman, men eventuellt 6ka den. Alltsa far vi den storsta
summan for den helt sorterade permutationen.



Bevisa identiteter via bijektion

Numeriska identiteter, dvs att ett visst antal dr lika med ett visst annat antal,
kan ofta bevisas med ren formell manipulation. Ibland &r det enklare eller
atminstone vackrare att bevisa identiteten genom att presentera en bijektion
mellan en mangd vars antal dr vinsterledet och en annan mingd vars antal
ar hogerledet. Ett sadant bevis kallas kombinatoriskt eller helt enkelt bijektivt.
Helst ska bijektionen vara sa enkel att man inser att det ar en bijektion sa fort
man ser den.

FEzxempel. Visa att antalet heltalspartitioner av 2n i jamna delar ar lika med
antalet heltalspartitioner av n i godtyckliga delar.

BEVIS: Vi ska definiera en bijektion f fran mingden av partitioner av 2n i
jimna delar till mdngden av partitioner av n i godtyckliga delar. Varje partition
av 2n i jamna delar kan skrivas som (221,223, ...,22;) dar a1 > 22 > -+ > xp
och z1+z2+4.. .42, = n. Definiera f(221, 223, ...,22;) = (21, 22,...,2%). Det
ar uppenbarligen en injektiv och surjektiv funktion till mangden av partitioner
av n i godtyckliga delar.

Uppgifter

Hér kommer nu ett par bevis som ir felaktiga, trots att satserna ir korrekta.
Er uppgift ar att inse varfor dessa bevis ar felaktiga!

1. SATS: Det kromatiska polynomet P(G, ) for en graf G med n stycken
hérn dr ett polynom N* — @ A"V 4+ ap_o N2 —a,_s A" 2 4. .. dir alla
a; dr ickenegativa heltal, dvs koefficienterna har alternerande tecken.
BEVIS: Induktion. Sant for grafen med ett hérn, ty den har kromatiskt
polynom A. Anta bevisat for grafer med upp till » — 1 hérn. Lat «
vara nagot horn i G. Da ar P(G — x,A) pa formen \"71 —a/ _,A"72 4+
al, A" —a!_ A" ... och z kan sedan firgas med nagon av A —r
farger, ddr r &r antalet olika farger som anvinds pa x:s grannar. Alltsa

ar P(G,A)=P(G—z,A)-(A—r) =
N = (e ap )N (rag g+ ) AT = (rag g 4 )N 4
vilket ar pa 6nskad form.

2. SATS: Det finns odndligt manga primtal pa formen 4n + 1.

BEVIS: Anta motsatsen, att det bara finns dndligt manga primtal pa
denna form, namligen py, po, ..., pgx. Bilda det storre talet

M =4pipy---pr+ 1.

Talet M ar pa formen 4n+ 1 och det har inget av primtalen py, po, ..., pr
som faktor, och ar alltsa sjdlvt ett primtal, vilket motsidger antagandet.

Och nedan féljer en del uppgifter dar det géller att formulera bevis sa noggrant
som mbjligt.



. Bevisa att antalet delméngder av {1,2,...,n} som har jimnt antal ele-
ment dr lika med antalet delmangder av {1,2,...,n} som har udda antal
element.

Tips! Paraihop varje méngd som innehaller elementet 1 med motsvarande
mangd dir just elementet 1 4r borttaget.

. Visa att det finns odndligt manga primtal pa formen 4n+3 dar n ar heltal.

Tips! Varje udda tal &r antingen pa formen 4n+ 3 eller 4n+1. Produkten
av tva tal pa den senare formen, 4m + 1 och 4n + 1, ar ocksa pa denna
form: 4(4mn+ m 4+ n)+ 1. Vad kan man da siga om faktoriseringar av
tal pa formen 4n + 37

. Lat F vara en storsta familj av k-delmangder till {1,2,...,n} som &r
sadan att varje par av mangder i familjen har atmistone ett element
gemensamt. Visa att antalet mangder i ' &r atminstone (Zj)

Tips! Vad géller om alla mdngderna i en familj innehaller elementet 17
. Lat P(n) vara antalet heltalspartitioner av n. Visa att P(n) < P(n+1).

. En artikulationspunkt till en graf G &r en nod & sadan att om den tas bort
sa gar (G sonder, dvs x(G) < k(G — ). Visa att varje sammanhingande
graf som har dtminstone tva noder maste ha atminstone tva noder som
inte ar artikulationspunkter.

Tips! Tank pa att varje sammanhidngande graf har ett spannande trad.
Hur manga 16v har ett trid med minst tva noder? Kan ett 16v vara
artikulationspunkt?

. Visa att om det finns tva noder & och y i en sammanhingande graf sa att
det inte finns tva noddisjunkta stigar mellan = och y sa maste det finnas
nagon nod z sa att alla stigar mellan z och y innehaller z.

Tips! Kontraposition och steg-fér-steg. Anta att man har hittat tva
stigar fran 2 till y som ar noddisjunkta fram till en gemensam nod z pa
avstand d > 1 fran y. Visa att det gar att goéra om den ena stigen sa att
den undviker z, och att stigarna dirmed blir noddisjunkta fram till en
gemensam nod pa avstand d’ < d fran y.

. Visa att om en graf dr 2-sammanhangande sa finns det tva noddisjunkta
stigar mellan varje par av noder som inte ar grannar.

Tips! Anvind forra uppgiften.



