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Att genomf�ora och formulera ett bevis

Att l�osa uppgifter av karakt�aren \Bevisa att. . . " uppfattas av m�anga studenter

som sv�art. Ofta �ar det inte s�a sv�art egentligen, om man bara till�ater sig att

inse vad som ska veri�eras. Men �aven om man tror sig om att kunna genomf�ora

beviset s�a kan man r�aka ut f�or att det sedan underk�anns av examinatorn (om

man g�ar en kurs) eller refereen (om man skickat resultatet till en tidskrift)

f�or att man inte har formulerat det ordentligt. I den h�ar i en hast hopkomna

skriften t�ankte jag f�ors�oka ge er r�ad om hur man bevisar saker och ge tr�aning i

att formulera bevisen. Allt �ar f�argat av min kombinatoriska personliga l�aggning.

Att formulera bevis.

Det �nns fyra grundregler f�or bevisf�oring som man b�or p�aminna sig.

1. Ett bevis ska bryta ned ett komplicerat resonemang i delar som �ar s�a

enkla att de inte beh�over ifr�agas�attas!

2. Bevisb�ordan ligger p�a den som bevisar!

3. Alla satsens f�oruts�attningar b�or dyka upp i beviset!

4. Man f�ar aldrig anta det som ska bevisas!

Ett bevis ska bryta ned ett komplicerat resonemang i delar som �ar

s�a enkla att de inte beh�over ifr�agas�attas!

Idealet �ar ju modus ponens: Om A �ar sant och det �ar sant att A ) B s�a �ar

ocks�a B sant. Man vill komma ned till s�a enkla byggstenar av typen A och

A) B att de inte kr�aver vidare veri�kation.

Exempel. SATS: Chansen att f�a exakt tio r�att p�a tipset p�a en godtycklig rad

�ar
�
13
3

�
23=313.

BEVIS: Chansen att f�a exakt tio r�att p�a tipset p�a en godtycklig rad, givet

en viss korrekt rad, �ar (antalet rader som skiljer sig fr�an den r�atta p�a exakt tre

matcher) delat med (det totala antalet m�ojliga rader man kan tippa). Att v�alja

ut tre matcher av tretton kan g�oras p�a
�
13
3

�
s�att, och f�or var och en av dem ska

vi v�alja n�agot av de tv�a felaktiga resultaten s�a det blir 23 m�ojligheter. Totalt

�nns allts�a
�13
3

�
23 rader som skiljer sig fr�an den r�atta p�a exakt tre matcher. Det

totala antalet m�ojliga rader man kan tippa �ar 313, ty det �nns tre m�ojligheter

f�or var och en av de tretton matcherna.

Ju h�ogre matematisk niv�a p�a l�asaren av beviset, desto st�orre munsbitar kan

man anta att hon kan f�orst�a p�a en g�ang. Men s�a fort man utan veri�kation

presenterar ett p�ast�aende som l�asaren inte inser sanningshalten i s�a har man

misslyckats.
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Bevisb�ordan ligger p�a den som bevisar!

Ibland inv�ander l�asaren av ett bevis att \det d�ar �ar v�al inget bevis". D�a �ar det

antagligen inte det. Ett riktigt bevis ska inte l�amna utrymme f�or inv�andningar.

Exempel. SATS: Man kan inte v�alja ut sex rektangul�ara papperslappar med

l�angd och bredd heltal mellan ett och tio s�a att ingen lapp t�acker n�agon annan

lapp.

BEVISF�ORS�OK: V�alj f�orst lapp (10; 1) med l�angd tio och bredd ett. Den

t�acker alla andra av bredd ett. V�alj n�asta lapp (9; 2). Den t�acker alla andra

av bredd tv�a utom (10; 2) som ju t�acker (10; 1) och allts�a inte f�ar v�aljas. P�a

samma s�att v�aljer vi (8; 3), (7; 4) och (6; 5). Vi kan nu inte v�alja ut n�agon sj�atte

lapp som inte t�acks av n�agon vald eller t�acker n�agon vald.

INV�ANDNING: | Men det h�ar visar ju bara att om man v�aljer sina lappar

just s�a h�ar s�a kan man inte v�alja n�agon sj�atte. Det skulle ju mycket v�al kunna

�nnas n�agot annat val av fem lappar som medgav en sj�atte lapp.

OJUST MOTINV�ANDNING: | Jas�a? Hur skulle det se ut?

Det �ar inte den som l�aser beviset som ska styrka sina inv�andningar genom

att hitta ett motexempel. Om satsen �ar sann, som i exemplet, �nns ju inget

motexempel. Nej, det �ar den som bevisar som ska ge ett helt�ackande argument

s�a att inga inv�andningar �aterst�ar.

Alla f�oruts�attningar till satsen b�or tydligt anv�andas i beviset!

Satser brukar se ut som \Om f�oruts�attningar s�a slutsats". I beviset vill man d�a

se tydligt hur var och en av f�oruts�attningarna kommer in i beviset. Antagligen

�ar ju f�oruts�attningarna n�odv�andiga f�or att slutsatsen ska vara sann, s�a om

n�agon f�oruts�attning inte verkar anv�andas i beviset �ar det troligt att beviset �ar

fel.

Exempel. I en sammanh�angande, plan graf, l�at v, e och r var antalet h�orn,

kanter och regioner. Visa att v � e + r = 2.

BEVISF�ORS�OK: Det g�aller f�or ennodsgrafen: v = 1, e = 0, r = 1. Induk-

tion. Anta att p�ast�aendet �ar sant f�or alla grafer som �ar mindre �an G. Vi ska

visa att det m�aste vara sant f�or G. Antingen �ar G ett tr�ad, och d�a har det ett

l�ov x. P�ast�aendet �ar d�a sant f�or G � x som har en nod och en kant f�arre men

samma antal regioner, och �ar d�armed sant �aven f�or G. Eller ocks�a har G en

cykel, som inneh�aller n�agon kant f . P�ast�aendet �ar d�a sant f�or G � f som har

en kant f�arre och en region f�arre (tv�a regioner sm�alte samman till en n�ar f togs

bort), och �ar d�armed sant f�or G.

F�oruts�attningen att grafen skulle vara sammanh�angande, vart tog den v�agen?

Det ser ut som om vi bevisar att v � e + r = 2 f�or alla plana grafer, men

p�ast�aendet �ar ju falskt f�or alla icke sammanh�angande plana grafer. I beviset

borde vi h�anvisat till sammanh�angandet n�ar vi p�astod att G antingen m�aste

vara ett tr�ad eller ha en cykel, och vi skulle ocks�a ha p�apekat att G � x och

G � f blev sammanh�angande f�or att kunna anv�anda induktionshypotesen |

som naturligtvis ocks�a m�aste inneh�alla f�oruts�attningen.
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Man f�ar aldrig anta det som ska bevisas!

S�ag att man ska bevisa t ex att D(n) = n(D(n � 1) + D(n � 2)) och att det

f�orsta man skriver i beviset �ar D(n) = n(D(n � 1) + D(n � 2)). D�a �ar man

redan f�orlorad! Att anta motsatsen och visa att det leder till en mots�agelse �ar

en just bevisteknik, men att anta satsen och konstatera att man d�armed kan

h�arleda n�agot som �ar sant visar tyv�arr inte att satsen �ar sann.

Problemtyper och bevistyper

Olika sorters p�ast�aenden kr�aver olika sorters bevis. Jag t�anker ta upp f�oljande

s�att att bevisa ett p�ast�aende:

1. Veri�era enligt de�nitioner.

2. Dela upp i utt�ommande fall.

3. Anta motsatsen och �nn mots�agelse.

4. Induktion �over n�agon parameter.

5. Kontraposition: Om A ska medf�ora B kan man lika g�arna bevisa att icke

B medf�or icke A.

6. Bevisa identiteter via bijektion.

7. Bevisa att n�agot kan uppn�as genom att visa att man alltid kan ta ett steg

n�armare.

Veri�era enligt de�nitioner

N�ar man f�ar i uppgift att bevisa ett p�ast�aende s�a �ar det f�orsta och viktigaste

steget att precis f�orst�a vad det det faktiskt �ar man ska bevisa. Man ska allts�a

tr�anga in i de�nitionerna av alla f�orekommande begrepp. Har man v�al gjort

det k�anns ofta satsen sj�alvklar, s�a att man inte ens f�orst�ar vad man ska skriva

i beviset. Men i s�a fall �ar det just detta man ska skriva ner, nedbrytandet av

p�ast�aendet i mer grundl�aggande begrepp d�ar beviset blir en ren veri�kation.

Exempel. En sammanh�angande graf �ar 2-sammanh�angande om man m�aste ta

bort minst tv�a noder f�or att den inte l�angre ska vara sammanh�angande. Tv�a

stigar mellan x och y �ar noddisjunkta om de inte har n�agon nod gemensam (mer

�an x och y). Visa att en graf G �ar tv�asammanh�angande om det �nns minst tv�a

noddisjunkta stigar mellan varje par av noder som inte �ar grannar.

BEVIS: Om det �nns tv�a noddisjunkta stigar mellan varje par av noder

som inte �ar grannar s�a �nns det minst en stig kvar om man tar bort en nod

vilken som helst. Att tv�a noder �ar grannar p�averkas inte av att en annan nod

tas bort. Allts�a, om man tar bort en nod x vilken som helst fr�an G �nns

fortfarande en stig mellan varje par av noder i G� x vilket ekvivalent med att

G � x �ar sammanh�angande. Allts�a m�aste man ta bort minst tv�a noder fr�an

G f�or att grafen inte l�angre ska vara sammanh�angande. Med andra ord �ar G

2-sammanh�angande.
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Dela upp i utt�ommande fall

Ett sv�ar�overblickbart problem kan ofta delas upp i 
era separata fall som kan

behandlas var f�or sig. Det viktiga h�ar �ar att det �ar tydligt att det inte kan

�nnas 
er fall, dvs att man verkligen utt�omt alla m�ojligheter. Kempes ber�omda

felaktiga bevis f�or fyrf�argssatsen hade just detta fel; han hade inte t�ankt p�a att

det fanns ytterligare ett fall att behandla.

Exempel. Varje graf G = (V;E) �ar f�orst�as isomorf med sig sj�alv, med iden-

titetsisomor�n f(x) = x f�or alla h�orn x i V . En graf har icketrivial automor�

om den har ytterligare n�agon isomor� med sig sj�alv. Visa att varje tr�ad som

inte har n�agon icketrivial automor� och som har 
er �an ett h�orn faktiskt m�aste

ha minst sju h�orn.

BEVIS: Anta att tr�adet T inte har n�agon icketrivial automor�. Ett tr�ad �ar

antingen en stig eller ocks�a �nns n�agot h�orn x av grad minst tre. Varje stig

x0{x1{� � �{xn har uppenbarligen en icketrivial automor�: f(xi) = xn�i f�or alla

h�orn xi. Allts�a �ar T ingen stig utan har n�agot h�orn x av grad minst tre, dvs

det g�ar ut minst tre grenar fr�an x. Om tv�a av grenarna bara best�ar av ett

h�orn, y1 resp y2, s�a �nns uppenbarligen en icketrivial automor�: f(y1) = y2,

f(y2) = y1, och f(y) = y f�or alla andra h�orn y. Allts�a kan h�ogst en gren i T

ha ett enda h�orn. Om tv�a av grenarna best�ar av precis tv�a h�orn, y1{y2 och

y3{y4, s�a �nns uppenbarligen en icketrivial automor�: f(y1) = y3, f(y2) = y4,

f(y3) = y1, f(y4) = y2, och f(y) = y f�or alla andra h�orn y. Allts�a kan h�ogst en

gren i T ha precis tv�a h�orn. Allts�a har T minst sju h�orn: x och dess minst tre

grenar vilka som minst best�ar av ett, tv�a respektive tre h�orn.

Anta motsatsen och �nn mots�agelse

Om man vill bevisa att en sats �ar sann kan man anta att den �ar falsk och visa

att det leder fram till en mots�agelse. Nedanst�aende ber�omda mots�agelsebevis

fanns av Euklides f�or tv�atusen �ar sedan.

Exempel. Ett primtal kan de�nieras som ett heltal st�orre �an ett som inte delas

av n�agot mindre primtal. Visa att det �nns o�andligt m�anga primtal.

BEVIS: Anta motsatsen, att det bara �nns �andligt m�anga primtal, n�amligen

p1; p2; : : : ; pk. Bilda det st�orre talet M = p1p2 � � �pk + 1. Det �ar klart att M

inte delas av n�agot av talen p1; p2; : : : ; pk och eftersom de enligt antagandet �ar

alla primtal s�a delas inte M av n�agot mindre primtal och �ar d�armed sj�alv ett

primtal. Men det mots�ager antagandet det bara fanns primtalen p1; p2; : : : ; pk,

som allts�a m�aste vara falskt.

Induktion �over n�agon parameter

Induktionsbevis bygger p�a att man kan formulera p�ast�aendet �over n�agon pa-

rameter n � n0. Om man kan visa dels att p�ast�aendet �ar sant i basfallet

n = n0 och dels att det �ar sant f�or n = k + 1 om man antar att det �ar sant f�or

n = k � n0, ja d�a har man visat det f�or alla n � n0.

Exempel. L�at G vara en bipartit graf G med nodm�angd X [ Y d�ar alla noder

har grad n. Visa att G har n stycken kantdisjunkta kompletta matchningar.
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BEVIS: P�ast�aendet �ar uppenbarligen sant f�or n = 0. Anta att det �ar sant

f�or n = k och l�at G vara en bipartit graf d�ar alla noder har grad n = k+1. L�at

A vara en godtycklig delm�angd till X . Antalet kanter fr�an A m�aste vara h�ogst

lika med antalet kanter till bilden R(A), dvs n � jAj � n � jR(A)j. Allts�a �ar jAj �

jR(A)j f�or varje A � X , s�a enligt Halls sats �nns en komplett matchning. Ta

bort kanterna i denna matchning. D�a f�orsvinner precis en kant fr�an varje nod, s�a

i den �aterst�aende grafen har varje nod grad k och enligt induktionsantagandet

�nns allts�a k kantdisjunkta matchningar. Tillsammans med den borttagna �nns

allts�a k + 1 = n kantdisjunkta matchningar i G.

Kontraposition

Kontraposition inneb�ar att man i st�allet f�or att bevisa p�ast�aendet \A medf�or

B" visar det ekvivalenta p�ast�aendet \icke B medf�or icke A". Denna omtolkning

g�or man ofta helt automatiskt och beh�over inte p�apekas.

Exempel. Givet ett tr�ad T , visa att det �nns exakt en stig mellan varje par av

noder i T .

BEVIS: Anta att det �nns n�agot par av noder i T som inte har exakt en

stig mellan sig. Antingen har de d�a noll stigar mellan sig, men d�a �ar T inte

sammanh�angande och �ar d�armed inget tr�ad. Eller ocks�a �nns det minst tv�a

stigar mellan detta par av noder, med d�a har T en cykel och �ar d�armed inget

tr�ad.

Bevisa steg f�or steg

Om man ska visa att det g�ar att uppn�a en viss situation kan man g�ora det

genom att visa att man fr�an varje annan situation kan komma ett steg n�armare

den �onskade situationen. En variant p�a det h�ar �ar om man ska bevisa att en

viss medlem L i en familj �ar optimal i n�agot avseende. D�a r�acker det att visa

att man fr�an varje annan medlem i familjen kan komma ett steg n�armare L i

ett steg som inte f�ors�amrar, men eventuellt f�orb�attrar.

Exempel. Givet positiva tal x1 � x2 � � � � � xn och y1 � y2 � � � � � yn,

betrakta produktsummorna x1y�(1) + x2y�(2) + � � �+ xny�(n) f�or alla t�ankbara

permutationer �. Visa att den st�orsta �ar x1y1 + x2y2 + � � �+ xnyn, dvs n�ar �

�ar identitetspermutationen: �(i) = i f�or alla i.

BEVIS: I varje permutation � som inte �ar identitetspermutationen �nns ett

par n�arliggande tal som kommer i fel ordning: �(i) > �(i+ 1). Vi ska visa att

man inte minskar produktsummans v�arde om man sorterar detta par r�att, dvs

vi ska visa att xiy�(i) + xi+1y�(i+1) � xiy�(i+1) + xi+1y�(i). Det f�oljer av att

di�erensen mellan h�ogerledet och v�ansterledet �ar

xiy�(i+1) + xi+1y�(i) � (xiy�(i) + xi+1y�(i+1)) = (xi+1 � xi)(y�(i) � y�(i))

som �ar ickenegativt eftersom b�ada faktorerna �ar ickenegativa. Fr�an varje pro-

duktsumma kan vi allts�a sortera om par som kommer i fel ordning utan att

minska produktsumman, men eventuellt �oka den. Allts�a f�ar vi den st�orsta

summan f�or den helt sorterade permutationen.
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Bevisa identiteter via bijektion

Numeriska identiteter, dvs att ett visst antal �ar lika med ett visst annat antal,

kan ofta bevisas med ren formell manipulation. Ibland �ar det enklare eller

�atminstone vackrare att bevisa identiteten genom att presentera en bijektion

mellan en m�angd vars antal �ar v�ansterledet och en annan m�angd vars antal

�ar h�ogerledet. Ett s�adant bevis kallas kombinatoriskt eller helt enkelt bijektivt.

Helst ska bijektionen vara s�a enkel att man inser att det �ar en bijektion s�a fort

man ser den.

Exempel. Visa att antalet heltalspartitioner av 2n i j�amna delar �ar lika med

antalet heltalspartitioner av n i godtyckliga delar.

BEVIS: Vi ska de�niera en bijektion f fr�an m�angden av partitioner av 2n i

j�amna delar till m�angden av partitioner av n i godtyckliga delar. Varje partition

av 2n i j�amna delar kan skrivas som (2x1; 2x2; : : : ; 2xk) d�ar x1 � x2 � � � � � xk
och x1+x2+ : : :+xk = n. De�niera f(2x1; 2x2; : : : ; 2xk) = (x1; x2; : : : ; xk). Det

�ar uppenbarligen en injektiv och surjektiv funktion till m�angden av partitioner

av n i godtyckliga delar.

Uppgifter

H�ar kommer nu ett par bevis som �ar felaktiga, trots att satserna �ar korrekta.

Er uppgift �ar att inse varf�or dessa bevis �ar felaktiga!

1. SATS: Det kromatiska polynomet P (G; �) f�or en graf G med n stycken

h�orn �ar ett polynom �n� an�1�
n�1+ an�2�

n�2� an�3�
n�3+ : : : d�ar alla

ai �ar ickenegativa heltal, dvs koe�cienterna har alternerande tecken.

BEVIS: Induktion. Sant f�or grafen med ett h�orn, ty den har kromatiskt

polynom �. Anta bevisat f�or grafer med upp till n � 1 h�orn. L�at x

vara n�agot h�orn i G. D�a �ar P (G � x; �) p�a formen �n�1 � a0
n�2�

n�2 +

a0n�3�
n�3 � a0n�4�

n�4 + : : :, och x kan sedan f�argas med n�agon av �� r

f�arger, d�ar r �ar antalet olika f�arger som anv�ands p�a x:s grannar. Allts�a

�ar P (G; �) = P (G� x; �) � (�� r) =

�n � (r+ a0n�2)�
n�1 + (ra0n�2 + a0n�3)�

n�2 � (ra0n�3 + a0n�4)�
n�3 + : : :

vilket �ar p�a �onskad form.

2. SATS: Det �nns o�andligt m�anga primtal p�a formen 4n+ 1.

BEVIS: Anta motsatsen, att det bara �nns �andligt m�anga primtal p�a

denna form, n�amligen p1; p2; : : : ; pk. Bilda det st�orre talet

M = 4p1p2 � � �pk + 1:

Talet M �ar p�a formen 4n+1 och det har inget av primtalen p1; p2; : : : ; pk
som faktor, och �ar allts�a sj�alvt ett primtal, vilket mots�ager antagandet.

Och nedan f�oljer en del uppgifter d�ar det g�aller att formulera bevis s�a noggrant

som m�ojligt.
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1. Bevisa att antalet delm�angder av f1; 2; : : : ; ng som har j�amnt antal ele-

ment �ar lika med antalet delm�angder av f1; 2; : : : ; ng som har udda antal

element.

Tips! Para ihop varje m�angd som inneh�aller elementet 1 med motsvarande

m�angd d�ar just elementet 1 �ar borttaget.

2. Visa att det �nns o�andligt m�anga primtal p�a formen 4n+3 d�ar n �ar heltal.

Tips! Varje udda tal �ar antingen p�a formen 4n+3 eller 4n+1. Produkten

av tv�a tal p�a den senare formen, 4m+ 1 och 4n + 1, �ar ocks�a p�a denna

form: 4(4mn+m + n) + 1. Vad kan man d�a s�aga om faktoriseringar av

tal p�a formen 4n+ 3?

3. L�at F vara en st�orsta familj av k-delm�angder till f1; 2; : : : ; ng som �ar

s�adan att varje par av m�angder i familjen har �atmistone ett element

gemensamt. Visa att antalet m�angder i F �ar �atminstone
�
n�1
k�1

�
.

Tips! Vad g�aller om alla m�angderna i en familj inneh�aller elementet 1?

4. L�at P (n) vara antalet heltalspartitioner av n. Visa att P (n) � P (n+ 1).

5. En artikulationspunkt till en graf G �ar en nod x s�adan att om den tas bort

s�a g�ar G s�onder, dvs �(G) < �(G� x). Visa att varje sammanh�angande

graf som har �atminstone tv�a noder m�aste ha �atminstone tv�a noder som

inte �ar artikulationspunkter.

Tips! T�ank p�a att varje sammanh�angande graf har ett sp�annande tr�ad.

Hur m�anga l�ov har ett tr�ad med minst tv�a noder? Kan ett l�ov vara

artikulationspunkt?

6. Visa att om det �nns tv�a noder x och y i en sammanh�angande graf s�a att

det inte �nns tv�a noddisjunkta stigar mellan x och y s�a m�aste det �nnas

n�agon nod z s�a att alla stigar mellan x och y inneh�aller z.

Tips! Kontraposition och steg-f�or-steg. Anta att man har hittat tv�a

stigar fr�an x till y som �ar noddisjunkta fram till en gemensam nod z p�a

avst�and d � 1 fr�an y. Visa att det g�ar att g�ora om den ena stigen s�a att

den undviker z, och att stigarna d�armed blir noddisjunkta fram till en

gemensam nod p�a avst�and d0 < d fr�an y.

7. Visa att om en graf �ar 2-sammanh�angande s�a �nns det tv�a noddisjunkta

stigar mellan varje par av noder som inte �ar grannar.

Tips! Anv�and f�orra uppgiften.
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