Uppgifter till forelasning 3 om dynamisk program-
mering, DD2350

1. Konstruera matriskedjemultiplikation

Bakgrund
Matriskedjemultiplikation &r problemet att hitta basta sdttet att multiplicera
ihop en kedja av matriser av varierande storlek. Genom att multiplicera ihop
matriserna med varandra i en listig ordning kan antalet operationer som kravs
minimeras. Att multiplicera en a x b-matris och en b X c-matris med vanlig
matrismultiplikation tar abc talmultiplikationer.

Vi vill beriakna matrisprodukten A;As--- A, dir matris A; har dimension
Ti—1 X 1.

Lat M[i, j] = minimala antalet multiplikationer som behovs for att rakna ut
matrisprodukten A;A;4q--- A;.

Rekursionsekvationen f6r M[i, j] &r:

M, j] = 0 omi=j
I = minigkq(M[i,k] + M[k} + 1,]} + TZ‘_17"]€7‘]') om i < j

Basfallen ar M|z, ], det vill séiga diagonalen i (den trianguléra) matrisen M.
Berakningsordning: Berdkna elementen efter stigande avstand fran diagonalen,
alltsa sa att indexen 7 och j skiljer sig mer och mer.

OptimalMatmul(M[1..n,1..n], 1) =
for i < 1 ton do MJi,i] + 0
for len <1 ton—1do
for i <1 ton—len do
j—i+len
MTi, j] + oo
for k< i toj—1do
f(—M[i,k’]-‘rM[k-‘rl,j]-i—’l‘i,l'Tk-Tj
if t < MJi,j] then M[i,j] <t
return M[1,n]

Det minimala antalet multiplikationer beréknas av OptimalMatmul (M, r). Sva-
ret finns da i M[1,n]. Algoritmen har komplexiteten O(n?).
Uppgift
Man vill inte bara veta det minimala antalet multiplikationer utan ocksa i
vilken ordning man ska multiplicera ihop matriserna for att uppna det mi-
nimala antalet. Lat oss bygga ut OptimalMatmul si att man kan fa reda pa
ordningen. Konstruera en hjdlpmatris breakpoint[i, j| som innehaller var grin-
sen gar mellan dom tva matriserna som bildar produkten A;A4;.1---A;. Ex-
empel: breakpoint[7,9] = 7 betyder att man ska multiplicera A7(AgAg) och
breakpoint[7,9] = 8 betyder att man ska multiplicera (A7Ag)As.

Andra i algoritmen ovan sa att breakpoint]i, j] sitts till ritt virden.

Skriv allra sist i algoritmen ut hur multiplikationen ska ske i form av ett pa-
rentesuttryck dér matriserna symboliseras med A, till exempel (((AA)A)(AA)),
genom att anropa en rekursiv funktion PrintWithParentheses(1, n, breakpoint).



2. Bevisa matriskedjemultiplikation

Konstruera en lamplig invariant for slingan for len < 1 to n — 1. Det som ska
uttryckas i invarianten ar att en viss del av M ar korrekt berdknad (dvs enligt
rekursionen).

Visa sedan att invarianten &r uppfylld ndr man géar in i slingan, och att
om invarianten géller nir man gar ut ur slingan s& returneras ratt virde fran
funktionen.

Konstruera nu en ldmplig invariant for den inre slingan for i < 1 ton—len
och visa att den &ar uppfylld ndr man gar in i den inre slingan.Visa sedan med
hjélp av invarianten att den forsta invarianten &ar korrekt.

3. Implementera hallbart fiske

Den som har tid: Hitta en lamplig berdkningsordning for hallbart fiske (pa forra
uppgiftsbladet, aterpublicerad hirunder) och implementera sedan algoritmen
enligt den. Vad &r tidskomplexiteten f6r algoritmen?

Experter pa hallbar utveckling har utformat ett ganska komplicerat kvotsy-
stem for att begrinsa fiske, ett system som bygger pa fiskebiljetter. Varje fiskare
far k stycken fiskebiljetter numrerade 1 till k£ och som ska anvéndas i nummer-
ordning. Varje gang fiskaren fiskar gér han eller hon av med en fiskebiljett. Hur
mycket fisk som fiskaren far dra upp da beror pa for vilken gang i ordningen fis-
karen fiskar, alltsa fiskebiljettens nummer. Man far bara fiska en gang vid varje
fiskeplats.

Anta att en fiskare aker en rutt som i tur och ordning passerar n stycken
lampliga fiskeplatser, numrerade 1 till och med n, och fiskaren vill fiska vid k
av dessa fiskeplatser. Fiskaren vill veta vilka k platser hon ska fiska vid for att
fa mest fisk.

Problemet &r att givet fiskekvoterna K ; (som star for hur manga fiskar man
far ta upp vid fiskeplats ¢ om man anvénder fiskebiljett j), dar 1 <i <n

och 1 < j <k, berdkna den maximala méngden fisk som kan fangas om man
véljer dom k fiskeplatserna optimalt. Alla fiskebiljetterna behéver inte ga at.

Lat F[i, j] vara maximala antalet fiskar som kan fas vid fiskeplats 1. ..¢ med
anvindning av dom j forsta biljetterna for alla 1 <¢<noch0<j <k.

Rekursionen blir

0 omj=0
C o) Kia omi=j=1
Fli, j] = —00 omi=1,j5>1

max(F[i —1,j],Fli—1,j — 1]+ K;;) omi>1,5>0

Losningen till problemet &r maxi<;<x F[n, j].



Losningar
1. Konstruera matriskedjemultiplikation

Det enda vi behdver &ndra i algoritmen &r att gora tilldelningen
breakpoint|i, j] < k
sist p sista raden, dvs efter att viardet pa M|i, j] uppdaterats.

PrintWithParentheses(a, b, breakpoint[1l..n,1..n]) =
if a = b then Write(’A’)
else
Write(’(?)
PrintWithParentheses(a, breakpoint|a, b], breakpoint)
PrintWithParentheses(breakpoint|a, b + 1, b, breakpoint)
Write(’))



2. Bevisa matriskedjemultiplikation

En ldmplig invariant fér slingan for len <~ 1 to n — 1 séger att M &dr kor-
rekt berdknad (dvs enligt rekursionen) upp till avstand len — 1 till hoger om
diagonalen.

Néar man gar in i slingan ar len = 1 och invarianten sager da att M ar
korrekt berdknad upp till avstand 0 fran diagonalen, dvs bara sjilva diagonalen.
Eftersom diagonalen enligt basfallet bara ska innehalla nollor och férsta satsen
i funktionen sétter alla diagonalelement till noll sa ar invarianten uppfylld nér
man gar in i slingan.

Néar man gar ur slingan ar len = n och invarianten sager att M &r kor-
rekt berdknad upp till avstand n — 1 till hoger om diagonalen, dvs alla element
till hoger om diagonalen &r korrekt berdknade. Speciellt &r M1, n] korrekt be-
réknat, sd nir funktionen returnerar M[1,n] sd &r det det minimala antalet
multiplikationer som behévs for att rikna ut matrisprodukten A; --- A,,.

En lamplig invariant for den inre slingan for ¢ + 1 to n — len behdver séga
att M|a, b] &r berdknad enligt rekursionen f6r 1 < a < n, a < b < min(a+len —
1,n) och M|a,a + len] dr beriknad enligt rekursionen for 1 < a < .

Nér man gar in i slingan &r ¢ = 1 och invarianten séger da bara att M]a, b]
ar berdknad enligt rekursionen for 1 < a <n, a <b < min(a+len—1,n), vilket
ar samma sak som att sdga att M ar korrekt berdknad upp till avstand len — 1
fran diagonalen, alltsa det som géller enligt den yttre invarianten.

Nér man gar ur slingan dr ¢ = n — len + 1 och invarianten séger att M|a, ]
ar berdknad enligt rekursionen for 1 < a < n, a < b < min(a + len — 1,n) och
M]a,a + len] ar berdknad enligt rekursionen for 1 < a < n — len + 1, vilket &r
samma sak som att siga att M &r korrekt berdknad upp till avstand len fran
diagonalen, alltsd det som ska gélla for den yttre invarianten i slutet pa den
yttre slingan.

S& om den inre invarianten géller (for den inre slingan) si betyder det att
den yttre invarianten ar korrekt (fér den yttre slingan), och da &r algoritmen
korrekt.

Det enda som aterstar i korrekthetsbeviset ar att visa att den inre slingans
invariant ar korrekt, dvs att den géller i borjan av varje varv i slingan.

Detta &r ganska ldtt att se eftersom det bara &r elementet M[i,i + len] i M
som paverkas inuti slingan, och det elementet sétts korrekt enligt rekursionen
med hjilp av en standardminimiberikning 6ver alla k mellan ¢ och i + len — 1
dér dom andra elementen fran M som anvinds i berdkningen redan ar korrekt
berdknade enligt invarianten.



3. Implementera hallbart fiske

Lamplig berikningsordning &r att berikna matrisen F' radvis (fran véinster till
hoger i varje rad) uppifran och ner. Pseudokoden blir som foljer:

for i <1 ton do F[i,0] + 0
F‘[l7 1} < /f1,1
for j < 2 to k do F[l,j] + —
for i+ 2 tondo
for j <+ 1 to k do
if Fli —1,5] > Fli—1,j — 1] + ki ; then F[i,j] < F[i — 1,7]
else F[i,jl+ Fli— 1,7 — 1]+ ki ;
kmax < k
for j < k— 1 downto 1 do
if F[n,j] > F[n, kmaz] then kmax < j
S <+ new Stack
j < kmazx
for i < n downto 2 do
if Fli—1,j] < Fli—1,j — 1]+ k; ; then
S.push(i)
JJj—1
if j = 0 then break // alla biljetter har anvants
if j = 1 then S.push(1)
print "Maximal méngd fisk ”, F[n, kmax], ” fas pa foljande satt:”
for j <+ 1 to kmaz do print "Fiska vid ”, S.pop()

Algoritmen tar tid O(nk) eftersom det som mest dr tva néstlade slingor och
dessa gar n — 1 respektive k varv.



