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Minimalt spannande trad i viktad graf

® Ett spannande trad for en graf G ar en delgraf till G som &r ett trad
(sammanhingande, har inga cykler) och innehaller alla hérn i G.

e Vikten for ett spannande trdd &r summan av dom ingdende kanternas
vikter.

® Ett spannande trad med minimal vikt kan berdknas med exempelvis
Prims algoritm eller Kruskals algoritm.
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Minimalt spannande trad i viktad graf, Prim

Prims algoritm:
Indata: Graf G = (V/,E), kantvikter f : E — R, starthdrn s
Utdata: Ett minimalt spannande trdd for G lagrat med foralderpekare 7(u)
function PriM(V,E, f,s)
Q<«V
for varje u € Q do
‘ key[u] +
key[s] <0 > (Q &r en heap med s dverst)
m[s] < NIL
while Q # 0 do
u < HEAPEXTRACTMIN(Q)
for varje granne v till u do
if v € Q and £(u,v) < key[v] then
mlv] < u
key[v] « f(u,v) > (Har maste v flyttas i heapen)
Tidskomplexitet: O(|V|log|V|+ |E|log|V|) = O(|E|log|V|)




Minimalt spannande trad i viktad graf, Kruskal

Kruskals algoritm:

Indata: Graf G = (V,E), kantvikter f : E -+ R

Utdata: Minimalt spannande trad for G lagrat som en kantmangd A C E
function KrRUSKAL(V, E, f)

A0

for varje u € V do

| MAKESET(u)

Sortera kanterna i E efter stigande vikt

for varje kant (u, v) € E i stigande viktsordning do
if FINDSET(u) # FINDSET(v) then
A<+ AU {(u, v)}
UNION(u, v)
return A

ADK - F12 4



Minimalt spannande trad i viktad graf, Kruskal

Komplexitetsanalys:
® MAKESET(u) tar tid O(1)
® FINDSET och UNION tar tid O(log|V])
e sorteringen av E tar tid O(|E|log|E|)

Totalt: O(|V|-1+ |E|log |E| + |E|log|V|) = O(|E|log |E|) om grafen &r
sammanhangande
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Korrekthet for Prim och Kruskal

Idé: Visa att varje kant som laggs till i algoritmen &r sdker, d.v.s. ingdr i
nagot MST.

Definitioner:

e Ett snitt (cut) ar en delning av Vi Soch V —S.

® En kant korsar snittet om en dnden € S och andra e V — S

Sats: Givet G = (V,E), f:E—-R, ACE, SCV.Om
® Det finns ett MST som innehaller A
® Ingen kant i A korsar snittet (S,V — S)
® (u,v) &r den lattaste kant som korsar snittet
Sa ar (u,v) saker att lagga till, d.v.s. det finns ett MST som innehaller

AU {(u,v)}
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Korrekthet for Prim och Kruskal

Bevis: Lat T vara MST som innehdller A men inte (u,v). Konstruera T’
som ar ett MST och innehéller AU {(u,v)}:

T innehéller stig p mellan u och v

Det finns kant (x,y) i p som korsar snittet

Lat "= T U {(u,v)} — {(xy)}

T’ ar uppenbart ett spiannande trid

(u,v) ar den lattaste korsande kanten =

f(uv) < f(xy)=|T|<|T|= T ar MST
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Problem: minimera korstrackan

Man har matt langden av varje vagstracka i Sverige och stoppat in denna
information i en databas.

Nu vill en person veta exakt hur han ska kora fran Hudiksvall till
Grythyttan for att korstréckan ska bli s liten som mgjligt

@ Formulera problemet matematiskt
® Hitta en effektiv algoritm som |Gser problemet
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Korstrackeproblemet som grafproblem

® L3t varje vagskal motsvaras av ett horn och varje vag (mellan tva
vagskal) motsvaras av en kant

® Mark varje kant med motsvarande vagstrackas langd
(viktfunktion kanter — N)

Exempel:

Problemformulering;:

Givet en graf G = (V/,E), en kantviktfunktion f : E — N, tvd hdrn s € V
och t € V, hitta en stig i G fran s till t vars sammanlagda kantviktsumma
ar minimal
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Algoritm for grafproblemet " Kortaste stig”

Dijkstras algoritm:
Indata: G=(V,E), f:E—-N,seV, teV
Utdata: Langden av den kortaste stigen i G fran s till ¢
® Mairk varje hérn med det hittills kortaste kdnda avstdndet fran s
® Uppratta en mangd S med dom horn till vilka den optimala kortaste
stigen ar kand
Algoritm:

@ For varje horn v € V:
Om (s,u) € E mark u med f(s,u) annars mérk u med oo

® Mairk s med 0 och 1t S = {s}

© Salinge t £ S:
Utvidga S med det hérn som dr markt med det kortaste avstandet
och uppdatera hérnmarkningen

O Returnera avstandet som t ar markt med
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Exempel pa Dijkstras algoritm
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Analys av Dijkstras algoritm

S utvidgas |V/| génger (hogst)

Vid varje utvidgning letar man upp det hérn som dr markt med
kortaste avstandet: O(|V/|)

® Uppdatering av hornmarkningen gérs hogst en géng for varje kant i
grafen: O(|E|)

e Initiering av S och mirkningen tar tid O(|V| + |E|)
Totalt: O(|V|?> + |E|+|V|+|E|) = O(]V|?) (eftersom |E| € O(|V|?))
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Korrekthet for Dijkstras algoritm

e L3t §(s,v) vara det kortaste avstandet fran s till v

® L3t d[v] vara hornets v-s markning i ett lage i algoritmen
Bevisskiss:
Notera att d[v] > d(s,v) alltid giller for alla hérn

Induktion dver S:
e Basfall: S = {s}, d[s] =0, d(s,s) =0
¢ Induktionssteg: Visa att om d[u] = §(s,v) for alla v € S nér u just
ska laggas till S sa ar d[u] = 0(s,u)
@ Kortaste stigen fran s till u gar helt inuti S utom sista kanten (x,u).

Antagandet = d[x] = (s,x) S
Algoritmen satte d[u] = d[x] + f(x,u) = @ou
3(s,x) + f(x,u) = o(s,u)

® Lat y vara forsta hornet utanfér S i kortaste stigen fran s till u
Fall 1 = d[y] = 0(s,y) < d(s,u)

Algoritmen lagger till u fére y = d[u] < d[y] y u
Vi har nu: d[y] < 0(s,u) < d[u] < d[y] =
dly] = d(s,u) = d[u] ’

Alla hérn som kan nas frdn s kommer med i S. dvriga har d[v] = oo




