@ Losningsforslag Tentamen SF1683/29 2020-04-15, 8:00-12:00
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Y

Endast skrivdon (penna, linjal, gradskiva et.c.) &r tillatna. Specifikt sa &r minirdknare och formel-
sammling inte tillatna.

Motivera alla dina losningar om inget annat anges.

Preliminira betygsgranser: E: 12p, D: 14p, C: 16p, B: 19p, A: 21p.

Det fanns vissa sma variationer i tentamensformuleringen och den hér tentan &r en typtenta. Pa
quizet forekom det en del typon som &r riattade hdar. Vi kommer att titta pa era losningar och
om jag har anledning att tro att mina typon har paverkat era svar negativt sa kommer jag att
forsokakompensera det.

Del 1.

Uppgift 1. Lat f(z) = €2* pa (—m,7) och antag att f (z) ~ %L 4+ > | (an cos(nz) + by, sin(nz)).
Berédkna by. Du behdver endast ange svar, ingen motivering kravs.

[1 poéng]

Losningsforslag Fraga 1: Vi kan berdkna

1 T 27 _ 27
by = —/ e?® sin(2x)dx = e e

T™J-xn

Uppgift 2. Lit (f,g) beteckna den vanliga inre produkten pa L?([—1,1]). Beriikna (f,g) nér:
flz) = ﬁ och g(z) = 2x + 32%. Du behdver endast ange svar, ingen motivering krivs.

[1 poéng]
Losningsforslag Fraga 2: Vi beraknar

1 1 2
2x 3z
(f?g) /_13+I2 X +/;13+132 X

—_——

=0 udda &ver jamt intervall

! 1 1/v3
:6_3/_11+(x/\/§) dv=6- 3\[/1/\[1—1—3; dy = 6 — 2 - 3v/3arctan(1/v3) = 6 — V3.

s246s5+8
behdver endast ange svar, ingen motivering kravs.

Uppgift 3 (SF1683). Givet att £ (f) (s) = =225 och att L~ (S+a

) = e~ % breikna f(t). Du

[1 poéing]

Losningsforslag Fraga 3 (SF1683): Partialbraksuppdela
5416 _ 3, 2
s24+65+8 s+2 s+4

1
f(t)y=3c"1 <s+12) +2 (S +4> =3e 2 4 274,

Uppgift 3 (SF1629). Givet att Z (z(n)) (2) = 21—, dir Z(x(n))(2) star for z-transformen av

22—-5z2+6"
x(n), och att Z (a™) = breikna x(n). Du behover endast ange svar, ingen motivering kravs.

Det foljer att

za’
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Loésningsforslag Fraga 3 (SF1629): Vi partialbraksuppdelar

3z —=7 1 2
25246 2 =3
Om vi tar inverstransformen av Z (z(n)) (z) = 223_’25_216 sa far vi
{z(n)}oe, =271 <z i 5 + 233> ={2"+2-3"}.
Svar fraga 3 (SF1629): z(n) =2" 4 2-3™.
Uppgift 4. Givet att Fouriertransformen definieras F(f f f(x)e~?dz och att f(z) =

e7317l berdkna F(f * f)(w) dir * star for faltning (eng. convolutlon). Du behover endast ange svar,
ingen motivering kravs.

[1 poing]

Losningsforslag Fraga 4: Vi beraknar
N 00 0o 0 6
flw)= / e dlrlgmiwvr gy — / e 3TeT Ty —|—/ 3T Wy = —— .
—00 0 — 00 9 + w2

Om vi anvander att

F(f* Hlw) = fw)fw)

Frone = (525 = i

sa far vi foljande svar:

Uppgift 5 (SF1683). Vilka av foljande rdkneregler galler for Laplacetransformen? Flera alternativ
kan vara korrekta, du maste markera samtliga korrekta alternativ for att fa poéang. f(t) och g(t)
ar funktioner som &r definierade och odndligt deriverbara for alla ¢ € [0,00), L(f)(s) = F(s) och
L(g)(s) = G(s) star for Laplacetransformen av f(t) respektive g(t):

(1) L(e~"f(1)(s) = F(s +1)

(2) L(f"(1))(s) = —s*F(s) + s£(0)

(3) L(Ef(1))(s) = —F'(s)

(4) L(af(t) +bg(t))(s) = aF(s) + bG(s)
(5) L(f(t/2))(s) = e~*/2F(s)

[1 poéng]
Losningsforslag Fraga 5 (SF1683): Svar 1, 3 och 4 &r rétt.

Uppgift 5 (SF1629). Lat u(r, ¢) vara en 16sning till Laplace ekvation pa enhetsdisken med rand-
data
u(1l,¢) = a+ bsin(¢) + ccos(3¢).
Vilket vérde antar u(0,0)?
Du maste markera alla korrekta svar men inget felaktigt for full poédng.

(1) a

(2) a+b+c
(3) a+c
(4) a+ 3ec.

Losningsforslag Fraga 5 (SF1629): Vi vet att 16sningen &r
u(r, @) = a + brsin(p) + cr® cos(36).

Sa u(0,0) = a. Sa endast svar 1. ar rétt.

Uppgift 6. Lat K, (z) vara en 6ljd av Riemannintegrerbara funktioner definierade pa intervallet
(=1,1). Markera alla antaganden som behévs for att gora forljden till en foljd av positiva inte-
grationskédrnor (positive integration kernels). Du maste markera alla nédvindiga antaganden (men
inget felaktigt) for full poéng.

(1) K, (z) >0 for alla z € (—1,1).
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(2) Det finns ett N > 0, ett § > 0 och ett € > 0 sa att om n > N sa kommer f; K, (z)dx +
f K, (z)dx <.

(3) For VarJe e >0 och 0 > 0 sa exsisterar det ett N > 0 sa att om n > N sa kommer
[ Kn(x)dz + f K, (z)dz < e.

(4) For alla x e (-1 1) sa kommer K (z) < Ka(x) < K3(z) <

(5) [1, Kn(z)de =1 for alla n.

[1 poéng]
Losningsforslag Fraga 6: 1, 3 och 5 ar ratt.

Uppgift 7. Lat f(z) vara en Riemanintegrerbar funktion. Markera alla villkor pa f som garanterar
att Fourierserien av f konvergerar till f(x) for alla x i definitionsméangden.

(1) f € CYT) dér T &r enhetscirkeln.

2) f € L3(T) dér T #r enhetscirkeln.

) feC3((=m,m7))

) f(x) ar styckvis kontinuerligt deriverbar.

) Cesarosumman av Fourierserien (till f) konvererar punktvis.
) Om f(x) ~ ao+ > oo, (an cos(nz) + by, sin(nz)) och lim, oo n” (|an| + |bn|) =
)

Om f(z) ~ag+ > " (an cos(nx) + by, sin(nz)) och lim, s (Lﬁ“ﬂ) 0.

n

[1 poéng]
Losningsforslag Fraga 7: 1 och 6 ar ratt.

Uppgift 8. Vilka av foljande antaganden utgor tillsammans ett reguljart Sturm-Liouville problem.

(1) pz)u”(z) +p' () (2) + q(z)u(z) + Aw(z)u(z) = 0, dér p(z) € C*([a,b]), ¢ € C([a,b]) och
w(z) € C([a,b]) ar givna funktioner.

(2) u"(z) + p'(z)u' (z) + Iw(x)u(z) = 0, dir p(x) € C'((a,b)) och w(z) € C([a,b]) ir givna

funktioner.
(3) w(z) >0 for x € [a, b].
(4) p(a) # 0 # p(b)
(5) u(a) =1 och v (b) = 0.
(6) u(a) = u'(a) och u(b) = u/(b)
[1 poéing]
Losningsforslag Fraga 8: 1, 3, 4 och 6 ar ratt.
Uppgift 9. Los foljande initialvardesproblem
Uy (2, 1) = wp(x,t)  for x € (0,m) och t >0
w(0,t) = u(m,t) =0 fort>0
u(z,0) = x cos(z) for x € (0, ).
Du ska ladda upp en fullstandig l6sning i pdf- format.
[4 poéng]

Losningsforslag Fraga 9: Vi gor en variabelseparation och antar att w(z,t) = X(z)T(¢).
Ekvationen reduseras da till

" _ ’ X"(z) _ T()
X"@T(0) = X@T'(0) = S5 =

Eftersom VL endast beror pa x och HL endast pa t sa kommer bada led att vara konstanta: ség
= +A%

Om A = 0 sa kommer ekvationen for X (x) att bli X”(z) = 0 vilket ger att X(z) = azx + b.
Eftersom 0 = X (0) sa maste b = 0 och eftersom X (7) = 0 s& maste dven a = 0. D.v.s. om A =0 sa
far vi endast den triviala 16sningen.

Om A > 0 och vi har ett + i ekvationen si far vi att X” — A2X = 0 vilket gor att X (z) =
ae’® 4 be= . Pa sedvanligt vis s& leder dven detta till triviala losningar.

3
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Om A > 0 och vi har — sa far vi ekvationen X” + A\2X = 0 vilken har den generella 16sningen
X (z) = acos(Az) + bsin(Az). Eftersom X (0) = 0 sa maste a = 0. Eftersom 0 = X (7) = bsin(Ar)
sa maste A = n for att vi inte endast ska fa triviala 16sningar. Detta leder till att 7'(¢) maste vara
en multipel av et
Vi gor darfor ansattningen att

u(z,t) = Z b, sin(mc)e_"Qt.
n=1

For att uppfylla initialdata sa maste b,, vara Fourierkoefficienterna av f. Om n = 2,3, ... s kommer

2 (7 2 (7 d
by, = 7/ x cos(x) sin(nx)de = —— xcos(m)Md:c =
T Jo ™ Jo dx
2 (7 2 [T 2
= — cos(x) cos(nz)dr —— x sin(x) cos(nx)dx — 2 cos() cos(n) =
™ Jo ™ Jo n
=0 d& n=2,3,...
2 T dsi 2(—=1)"
=—— x sin(x) sm(nz)dx + (=1) =
™2 Jo dz n
2 T 2 4 2(—-1)"
=5 ; sin(x) sin(nw)dw—i—@/o x cos(z) sin(nz)dz —l—%.
=0 da n=2,3,.. —bn
)
Detta ger att, for n = 2, 3, ..., sa kommer
2n(—1)
by =
14 n?
Om n =1 sa kommer
2 (7 1 /"
b, =0b1 = 7/ x cos(x) sin(x)dx = 7/ xsin(2x)dx = —1.
T Jo T Jo
Dérfor sa kommer 16sningen att bli
o 2n(—1)"
u(w,t) = —sin(x)e™ " + nz::z % sin(nx)e*"%.

Detta ar vart svar.

Uppgift 10. Los foljande integralekvation:

* f(y) 2
/_oo @opr 1% " or e

Du far anvénda f6ljande formler utan motivering:

1) F (s ) ) = re

2 +1

(2) f(f(at))(w)zﬁf(w/a) for a € R och a # 0,

dar F(f)(w) = f(w) star for Fouriertransformen av f.
Fullstindig motivering kravs, ladda upp en fullstdndig 16sning i pdf format.

[4 poing]
Loésningsforslag Fraga 10: Lat oss definiera g(x) = z%i-l Vi kan da identifiera vénsterledet
R A¢)
———dy = f xg(x).
| = et
Vidare sa kommer 5 5

=— 3
912z~ 97@/3)

s vi kan skriva integralekvationen f * g(z) = 2g(z/3).
4
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Genom att ta Fouriertransformen av bada led och anvinda faltningsformeln fér Fouriertransfor-
men

F@)iw) = S Flole/3)(w) = 34(3),

dér vi anvinde (2) i den sista likheten.
Det foljer att
X 2G(3w)  2e73l 2 .
3 = — = — - = — llwl
Q fluy = 322 = 2 = e,

dér vi anvénde (1) i den andra olikheten.
Observera att fran (1) och (2) sa foljer det att

el = g(2w) = 2F(g(2/2))(w) = f(w) = gf(g(wﬂ))(w}
Tar vi inverstransformen sa far vi

f(&) = 59(e/2)

16
34422

Svar fraga 10: f(x) = %Q(UL‘/Q) = 1?,64+1z2

Del 2.

Uppgift 11. Beriikna Fouriertransformen, i distributionsmening, av f(z) = 2.

Du far anvanda inverstransformen:
1 (o) . X
'Lw(l}d —
3 | Feeio = fa),

utan motivering, forutsatt att den generalserade integralen konvergerar.
Fullstandig motivering kravs, ladda upp en fullstandig l6sning i pdf format.

[4 pofing]

Losningsforslag Fraga 11: Lat ¢ € S (=Schwartzklassen) da kommer, per definition, distribu-
tionen f att definieras

7161 = £18] = / 2 [ / ¢><w)emdw] dz =
:/R_/RW(W):E%’W”] dwdgc:/]R UR —¢(W)d2§w;wdw} dr =
o o [ [[ ] o

dér vi anvande tva partiella integrationer i den sista likheten.
Vi kan fortsatta (4) genom att observera att den inre integralen dr en Fouriertransform

=~ [ Fr=- [ T =200,

dér vi anvinde inverstransformen i det sista steget.!
Vi kan darfor observera att f[¢] = —27¢”(0). Detta leder till {6ljande svar:

Sfar fraga 11: f = —276".

Uppgift 12. Bevisa, eller motbevisa, att Fourierserien till f € C°°(T) konvergerar till f(x) for
varje x € T dar T ar enhetscirkeln.

Du far anvianda att Fourierserien konvergerar i cesaromening i punkter déar f ar kontinuerlig utan
bevis.

Fullstandig motivering kravs, ladda upp din 16sning i pdf format.

[1 poéng]

1Eftersom Fouriertransformen, och dess invers, avbildar Schwartzklassen pa Schwartzklassen sa ar alla integraler i
ovanstaende berakningar konvergenta.

5
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Losningsforslag Fraga 12: Eftersom 7 ar kompakt och f € C*°(T) sa ar f” begrinsad:
sup,er |f"(z)] = M < co. Vi kan dérfoér géra uppskattningen, fér n # 0,

/T F(2)e" e d /T flz)e ™ dy

dér vi anvande tva partiella integrationer i den forsta likheten och ¢, ar den n :te Fourierkoeflicienten

av f.
Det foljer att, for n # 0,

oM > = n? = n®|cl,

2tM
|cn‘ S 77:‘72

Eftersom > 7, # ar konvergent sa implicerar jamforelsetestet att

o0
Z Cneinm
n=—oo
ar absolutkonvergent och déarfor konvergent.

Vidare s& kommer, enligt uppgiftsformuleringen, > 72 ¢,e™® att cesarokonvergera till f(x) for
alla x € T (eftersom f € C°°(T) implicerar att f € C(T')). Sa uppgiften foljer om vi kan visa att en
konvergent serie konvergerar till samma véarde som den cesarokonvergerar till.

For att visa att en konvergent serie konvergerar till sin cesarosumma sa introducerar vi foljande
notation

N 1 M
SN:ZanOChSM:mZSN.
n=—N N=0

Att ZEO:_ oo @n cesarokonvergerar betyder att gransvardet limps_, o Sy existerar. Vi kommer att
anta att Zzozioo an konvergerar till S och visa att limp;_, o Sy = S.

Att Y07 ay konvergerar till S betyder att det for varje € > 0 sa existerar det ett K > 0 sa att
N>K=|sy—S|<e

Fixera ett ¢ > 0 och lat K vara som i féregaende stycke. Det foljer, for M > K, att
M K M

1 1 1
Sy — S| = -S| = — -5 <
1S3 = 51 ‘MH N M1t ey 2 v
N=0 N=0 N=K+1
1 K M 1 K
< —(K+1 — < — (K +1 .
(5)_M+IZSN (K+ DS+ 377 > (sw S)_MHZSN (K +1)S|+e
N=0 N=K+1 N=0
Eftersom ’ZI]\(,:O sy — (K + 1)5‘ ar begrénsad sa kommer
1 K
—(K+1)S
M1 NXZ:OSN (K+1)S|<e

for M tillrackligt stort. Om vi sétter in det i (5) sa far vi att om M &r tillrdkligt stort sa kommer
[Sar — S| < 2e. Det foljer att > a,, cesarokonvergerar till samma véirde S som den konvergerar till i
klasisk mening. Pastaendet i uppgiften foljer.



