Forelasning 25 i ADK20

NP-fullstandighetsbevis
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Vidare reduktioner fran SAT

SAT
CNF SAT
3CNF SAT
Klick Graf- Hamiltonsk Heltals-
/ \ fargning cykel programmering
Oberoende Horn- TSP
méangd tackning
Delmangds-

summa
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Satisfierbarhetsproblem

Allmant:

¢ Indata: Boolesk formel med booleska variabler

e Fraga: Finns det ndgon variabeltilldelning som satisfierar formeln?
Olika varianter med olika krav pd indataformeln:

e SAT: Formeln far innehalla operatorerna A,V, 1, =, =
(x1=x)V(x1Vx3Vxa))A(x1 = (x2V x3))

e CNF-SAT: Formeln méste vara i konjunktiv normalform, dvs vara en
konjunktion av disjunktioner av literaler, far en literal &r en variabel
eller en negerad variabel.

(X1 V x2) A (x1 V X177 V X18) A Xo

e k-CNF-SAT: Formeln maste vara i CNF och varje disjunktion

(klausul) ska besta av exakt k literaler.

e 3CNF-SAT:
(VX Vx)AGaVXeVX3)A(XTV X7V xg)
4o ~—— =
literaler klausuler
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CNF-SAT ar N'P-fullstandigt

©® CNF-SAT e NP

SAT €
Beuvis: NP = CNF-SAT e NP
CNF-SAT <, SAT

® CNF-SAT ar N'P-svart

Bevis 1: Anvind Cooks sats (som visade att SAT idr A'P-svért) och notera att
den resulterande formeln kan skrivas om i CNF i polynomisk tid.

Bevis 2: Reducera SAT till CNF-SAT. Givet en SAT-formel ¢, konstruera en
CNF-formel v sd att ¢ ar satisfierbar omm ) &r satisfierbar.
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3CNF-SAT ar N'P-fullstandigt

® 3CNF-SAT e NP

Bevis: 1 <P — 3CNF-SAT € A'P
evis: -
" 3CNF-SAT <, SAT

® 3CNF-SAT &ir N P-svart

e Beuvis: reducera CNF-SAT till 3CNF-SAT
e Givet en CNF-SAT-formel ¢ = c; A ca A -+ A ¢y konstruera en
3CNF-SAT-formel ¢ som en konjunktion av féljande klausuler, for
i€ll.m]:
e Anta att ¢; bestér av j literaler.
e j=3: anvind ¢ direkt i ¥
o j=2:¢ = (/1 V /2) anvand (/1 Vb Vy) A (/1 Vb \/?)
o j=1:g=(/)anvind (IVy1 Vy2)A(LVy1 Vy2)A
ANIVYLV y2) A(h VYLV y2)
e >3 ¢c=(hVhV---VI)anvind (hVLVyI)A(AV EVy) A
N2V BVys) A AYia V2 Vys) ANy Vi V)
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Anvindbara N'P-fullstindiga problem

e 3CNF-SAT
Givet: Boolesk 3CNF-formel (x VX5 V xg) A (T VX2 V33) A (KT V X7 V Xg)
Fraga: Finns det ndgon variabeltilldelning som satisfierar formeln?

e Clique (klick)
Givet: Oriktad graf G, tal K @
Fréga: Finns det K hérn i G som ar fullstandigt

sammanbundna?

¢ Independent set (oberoende méngd)
Givet: Oriktad graf G, tal K

Fraga: Finns det K horn i G som ar helt oberoende?
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Anvindbara N'P-fullstindiga problem

e Vertex Cover (horntéackning)

Givet: Oriktad graf G, tal K

Fréga: Finns det K hérn i G som tacker samtliga kanter?
e Graph coloring (graffargning)

Givet: Oriktad graf G, tal K

Fréga: Kan hornen i G firgas med K farger s att inga
narliggande hoérn har samma farg?

e Hamiltonsk cykel
Givet: Oriktad graf G

Fréga: Finns det ndgon cykel i G som passerar varje hérn
i G exakt en gang?
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Anvindbara N'P-fullstindiga problem

e Subset sum (delmangdssumma) 10016

Givet: En miangd tal P, tal K B k=17
Frdga: Finns det ndgon delmangd av talen i P vars

summa ar K7
¢ Integer programming (Heltalsprogrammering)

Givet: m x n-matris A, m-vektor b, n-vektor ¢, tal K. Alla indata ar heltal
Frdga: Finns det en n-vektor x med heltal s att Ax < bochc-x> K

1 -2 3 N 0 ; N
o 7 1 ! ) N 1
-1 2 -1 X2 g 1 , 130 | X2 2 47
2 0 4] \© 3 a

e Set cover (mangdtackning)

Givet: Uppsattning delmangder av en mangd M, tal K
Fraga: Finns det K av delmangderna som tillsammans
innehdller alla element i M?
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0-1-programmering ar N'P-fullstandigt

® 0-1-programmering € NP
Bevis:
e Givet A, b,c och K
o Gissa (ickedeterministiskt) x € {0,1}"
e Kontrollera att Ax < bochattc-x > K
® Visa att 0-1-programmering ir N P-svart
Bevis: Reducera fran 3CNF-SAT
e Givet en 3CNF-SAT-formel o = ¢ A+ A cp
e konstruera A,b,c,K sé att ¢ ir satisfierbar omm det finns x € {0,1}"
saatt Ax < bochc-x> K
o Infor en variabel x; for varje variabel y; i ¢
e Lat x; = 0 motsvara y; = falsk och x; = 1 < y; = sant
e Infér en olikhet for varje klausul ¢;
YiVyiVyx— Xi + X; + Xk
YivVyjVyk— Xi + Xj — Xk
-1
-2

YivVyiVyx— Xi — Xj — Xk

VWV VWV
[

YiVYiVyk = —X— X — Xk
e Litc=(000 ... 0)Toch I3t K =0



Visa att féljande problem ir N'P-fullstindiga

@® Delgrafsisomorfi
Givet: Oriktade grafer G; och G,
Fraga: Ar Gi en delgraf till G,?
e Visa att delgrafsisomorfi tillhér NP
e Visa att problemet dr A/P-svart genom att reducera
® Mangdpartitionering
Givet: En mangd S med positiva tal
Fraga: Kan S delas upp i tva disjunkta delar, S5; och S, sa att

e Visa att mangdpartitionering tillhor NP
e Visa att problemet dr NP-svart genom att reducera
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