KTH, Matematik
Maria Saprykina

Losningsforslag till tentamen i SF1683,
Differentialekvationer och Transformmetoder (del 2)
4 april 2018

Tentamen bestar av sex uppgifter dir vardera uppgift ger maximalt fyra podng.

Preliminéra betygsgrinser: A-21 poidng, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontakta i sa fall Maria Saprykina.
Inga hjdlpmedel ér tilldtna vid tentamen.

OBS: For full poing krivs fullstindiga, tydligt presenterade och vidlmotiverade l6sningar som dr
latta att folja. Markera dina svar tydligt.

1. Betrakta rummet C([0, 1]) (rummet av alla kontinuerliga, komplexvirda funktioner definie-
rade pa intervallet [0, 1]) med den inre produkten

<f,q >:/O f(x)mdx.

a). Lat W vara delrummet av C([0, 1]) som spinns upp av funktionerna u;(x) = 1 och uy = 2.
Bestdm en ON-bas for IV.
b). Lat f(x) = 23. Bestédm den funktion (vektor) u(z) i W som minimerar || f — u|.

Lisning. a). Observera att ||uy|| = (uy,u1) = 1 och 1at wy(z) = wy(z). Vidare, lat w) =
uy — Proj,, (up) = a* — fol r?dr = 2* — § and
3v/5 1
wy = wh/|Jwy|| = T@Q - 5)-

Da dr wy ortogonal mot wy, bada vektorerna har norm 1, alltsé bildar paret (w;, ws) en ON bas i
w.
b). Den vektor u(z) i W som minimerar || f — u|| &r

U :PrOJW(f) = <fa w1> wy + <f7 w2> Wz =

! 45 ! 1 1 1 15 1 15 1
3 3(,.2 2 2 2
Bdr + — | 2322 — Vde(2? — )= =+ (g2 - )= S22 —

/0 4/0 (7 = g)dele” = 5) = 3+ 5" —3) = 1 16

2 (SF1683). Finn en 16sning y(z) till integralekvationen
y(x) = 2€° —|—/ e "ry(tydt, x> 0.
0

Tips: Laplacetransform-tabellen ger: £(e™) = -, s > a.

a

Losning. Ekvationen ovan kan skrivas om som

y=2e" 4+ e *xy.
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Laplacetransformering ger: Y = 2£(e”) + L(e”)Y didr Y = L(y). Enligt tabellen, £(e”) = 5.
Detta ger: (s — 2)Y = 2, dvs Y = 2. Inverstransformering ger y = 2¢".

2 (SF1629). Bestim en talf6ljd (a,),n = 0,1,..., sadan att ag = 2 och
Gpy1 —3a, =2" =2 for n=0,1,....

Liosning. Lat A(z) vara Z-transformen av foljden (a,,). Z-transform av den rekurrenta formeln
Qpy1 — 3a, = 2" — 2, a9 = 2, blir:

2zA(z) — 2z —3A(z2) = . —2

Detta ger

och

Darfor kan vi skriva:

A(z) = + - - +

Invers Z-tranform ger nu:

a,=2-3"-2"4+1, n=0,1,....

3 a). Berikna samtliga egenvirden och egenfunktioner till Sturm-Liouvilleproblemet

{f”+)\f:0, 0<z<m,

f(0) = f'(m) = 0.
OBS: Motivering av resultatet kridvs! Svar utan motivering ger inga poédng.
b). Lat (¢ (7))$2, vara egenfunktionerna i a). Ar det sant att man kan hitta N och cy,. .., ¢,
sadana att for funktionen ¢ (z) = Y5 cxy.(x) giller [)" [sina — ¢(x)[*dz < 0.01? 1p.
c¢). Berdkna 1p.

> <f07r sinz - gbk—(a:)dx> i
—~ [ lon(x)Pde
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Losning.  a). For A\ > 0 siitt A\ = w?, w > 0. Ekvationen blir d& f” + w?f = 0. Den har den
allménna I6sningen

f(z) = Acos(wx) + Bsin(wx).
Derivering ger
f'(z) = —Asin(wz) + B cos(wx).
Randvillkoret f(0) = 0 ger A = 0, randvillkoret f'(7) = 0 ger icke triviala l6sningar om
cos(wrm) = 0. Det sista gerw = 1/2 +ndirn = 0,1,2,.... For allan = 0,1,2,... har vi
alltsd egenvirden \, = (1/2 + n)? med motsvarande egenfunktioner f,, = cos(1/2 + n)z. For
A < 0 har randvérdesproblemet ovan bara triviala 16sningar (eftersom i dessa fal dr den allménna

16sningen antingen en linjar kombination av tva exponentiella funktioner eller en linjér funktion;
randvirden medfor att desa kan bara vara identiskt noll).

b). Enligt Sturm-Liouvilles sats, utgdr méngden { f,, }°° ; en fullstéindig ortogonal méngd i Ly (0, 7).
Per definition, betyder detta att for varje € > 0 (speciellt, for e = 0.01) finns det ett /N och kon-
stanter ¢y, . . ., ¢, sadana att for funktionen ¢ (x) = Zszl crdr(x) géller

| sina — ¢(2)]|* = /0” |sinz — ¢ (z)[*dz < 0.01.

c). Enligt Parsevals formel, om (fx)?°, dr en fullstindig ortogonal méngd i ett inreproduktrum
V, sa giller for varje u € V:
SO e

I vart fall ger detta:

00 ( sinx - ¢k
5o S0 [ o

k=0

4 a). Funktionen

-1, x <0
fl@)=qz+2 0<z<1
222, x> 1.

definierar en tempererad distribution. Berékna dess derivata i distributionsmening pa tva sitt:
a). genom att skriva om den i termer av Heaviside funktion och b). direkt per definition. Férkorta
ditt svar sa langt det gar.

Losning. a). Vi kan uttrycka f med hjélp av Heaviside funktion:
f(z)=—H(—2) + (z +2)(H(z) — H(x — 1)) + 22*H(x — 1).
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Derivering ger:

fl(x)=08(x)+ (H(x)— Hx — 1)+ (2 +2)(6(z) — 6(x — 1)) + 22*5(z — 1) + 4aH(z — 1)
=30(x) —30(x —1)+26(x — 1)+ (H(z) — H(z — 1)) + 4aH(z — 1)
=30(z) —6(x — 1)+ H(x) — H(x — 1) + 4aH(x — 1).

Vi har anvént formeln ¢(z)d(x — a) = ¢(a)d(x — a) som giller for varje testfunktion.
b). Per definition av derivatan i distributionsmening, for varje testfunktion giller: f'[¢] = — f[¢'].

rior=-s) = ([ (D @)+ / (o 4 206 (w)de + [ o)

0 1

_ (—[qb(x)]eoo e+ Do - [ bl + 2070(2))5 — 4 | ”‘“”dx)

1 00
= 0(0) = 30(1) +26(0) + 20() + | d(o)tr +4 [ wola)aa
=(30(x) —d(x—1)+ H(x) — H(x — 1) + 4dxH(z — 1))[p(z)].
Vi har anvint partiell integration samt faktum att fr varje testfunktion ¢(x) géller: lim,_, 1., 2%¢(x) =

0.

5 a). Betrakta funktionen

() = {cost, It| <,

0, |t] > 7.

Berikna Fouriertransformen av f.
Tips: du kan behova formeln 2 cos a cos b = cos(a + b) + cos(a — b).
b). Anvind resultatet i a) for att berdkna integralen

/°° w? sin? ™
—  dw.
oo (W2 —1)2

oo

Lésning.  Eftersom ¢ = coswt + isinwt and f(t) dr en jamn funktion, for vi:

f(w) —/ fw)e ™dw = / cost(coswt + i sinwt)dw

—T

:2/ cos wt cos tdw = / cos(wt 4 t) + cos(wt — t)dw
0 0

[sin(u}t +1t)  sin(wt — t)r

w+1 w—1 0
_ [sin(wr +7)  sin(wr — )"
B w+1 w—1 0

_ [sin(wm) | sin(wm)]"  2wsin(wn)
B w+1 w—1], 1—w?



for w # +1. Viirden f(41) beriknas separat:

f(£1) = 2/ cos* tdw = 7.
0

For att 16sa b)., anvidnder vi Plancherels formel

/_| 1) 2dt = —/ W) 2dw.

[ [ r

1 o0 ™ 2
= ZZW/OO|f(t)|2dt: g/WCOSQtdt: %

6 a). For en funktion f € L*(T) 14t ¢, (f) beteckna f:s komplexa Fourierkoefficienter. Antag
att f dr 2m-periodisk, 2 ganger kontinuerligt deriverbar. Uttryck ¢, (f’) och ¢, (f”) genom ¢, (f)

Den ger oss:

och n. Motivera! 1p.
b). Anvind Fourierseriemetoden for att bestimma alla 27-periodiska, 4 ganger kontinuerligt
deriverbara funktioner som uppfyller 2p.

y'(t) = 4y(t — 7/2), tER.

c). Ge en kortfattat beskrivning (2-4 meningar) av Gibbs fenomenet (beskrivningen skall vara
riktad till en person som kan definitionen av Fourierserier). 1p.
Losning.  a). Man kan visa att ¢, (') = inc,(f), ca(f') = —nc,(f); bevis—se sid. 84-85 i
boken.

b). Eftersom bade y, 3’ och y” dr 2 ganger kontinuerligt deriverbara, sa konvergerar deras Fou-
rierserier till motsvarande funktioner i alla punkter. Representera y(t) i Fourierserie: y(t) =

o znt 0 2 mt
Yo o Cne™. Daharviy’(t) = - > n’c,e™. Ekvationen ger:
oo
. E n20n — 4 § : cn 6 n(t—n/2) § cn n mt
n=-—00 n=-—o0o n=-—oo

—im/2

1 det sista steget anvinde vi relationen e = —i. Jamforelse av koefficienter vid samma grad

av e ger for varje n € 7Z:

—n’c, = 4(=i)"c, & co(n® +4(—i)") = 0.

For varje fixerad n innebér detta att antingen ¢, = 0, eller n* + 4(—4)" = 0 och ¢, fér viljas
godtyckligt. Relationen n? + 4(—i)"™ = 0 ir uppfylld om och endast om n = +2. Alltsd beskrivs
alla 16sningar till ekvationen ovan av formeln

Y = coe?it 4 ¢ ge 2t

dir c4 dr godtyckliga konstanter.
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c¢). Gibbs fenomenet beskriver beteendet av partiella summor av Fourierserien till en styckvis
kontinuerligt deriverbar funktion kring diskontinuitetspunkter. Det visar sig att partiella summor-
na S,, konvergerar, men har en viss overslag, vars absolutbelopp ér storre dn nagon konstant for
alla n.



