Losningsforslag SF1683 /SF1632 11 Januari 2019

Preliminéra betygsgrinser: A—21 podng, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.
Del 1.

1. Los foljande partiella differentialekvation med hjilp av variabelseparation

M:w for x € (0,1) och t > 0

ot ox
_wzu(l,t)zo fort >0 M
u(z,0) = f(z)
dér
1 for0O<z< %
fl@)=% 3 forz=3%
0 forg<az<l.

Du behover inte visa att din Fourierserie konvergerar da ¢t = 0.
[4 poéing]

Losningsforslag fraga 1: Vi antar att 16sningen dr pa formen u(z,t) = X (2)T'(t). Om vi sdtter in detta i diffeen-
tialekvationen och delar med X (x)T(t) s& far vi att

X"(z) _T'()
X(z)  T(t)

Da hogerledet dr oberoende av x och vénsterledet av ¢ sa maste bada leden vara konstanta; d.v.s.

X"(x) £ N2 X (x) = T'(t) £ \*T(t) = 0. (2)

Vi far tre fall: A =01 (2), eller A # 0 med + resplektive — i (2). Men om A = 0 s& far vi att X (x) = ax 4+ b, men det
forsta randdatat implicerar d& att a = 0 och sedan implicerar det andra randdatat att 0 = X (1) =0-14bsa b=0. Men
om a=>b=0sa ar X(z) =0 och vi har endast den triviala l6sningen - s A\ = 0 ger inga icke-triviala 16sningar.

Om vi har — och A # 01 (2) s& far vi 16sningen X (z) = ae*® + be=**. Men da ger 0 = X'(0) = (a — b)A sd a = b men
det andra randdatat ger da att 0 = (ae — b/e) vilket implicerar att a = b = 0 eftersom a = b. Sa det enda fallet som ger
icke-triviala l6sningar dr om A # 0 och om vi har + i (2).

Om vi har + i (2) sa &r 16sningarna

X (x) = acos(Azx) + bsin(Az).
Eftersom 0 = X’(0) = bA sd maste b = 0. Och 0 = X(1) = aAcos()) implicerar att a = 0 (vilket ger en trivial 16sning
igen) eller A\ = 7 + nn for n € N.
For att forenkla notationen si skriver vi A\, = § +nm. Vi far att foljande funktioner &r 16sningar till differentialekva-

tionen och randdata:

ae~nt cos(Apx).

For att fa en 16sning till initialdata sa ansétter vi att l6sningen &r
s 2
u(w,t) = Z ane Mt cos(An).
n=1
Vi beriiknar a,, genom att identifiera a,, med Fourierkoefficienterna for f(z): d.v.s.!

1 1/2
an, =2 [ f(x)cos(Ax)dx = 2/ cos(Apx)dx = 2
0

{n(A)} V2 2sin(Aa/2)

DY An

Vi far darfor foljande Svar: Losningen &r
u(z,t) = — ¢ cos(Apx)

dér A, = 5 +n.

2. Lat V C L?*([-1,1];C) vara underrummet som spiinns upp av basfunktionerna ¢o(z) = 1 och ¢;(x) = z%. Hitta den
funktion f € V som minimerar

[[cos(x) — f ()]l -
'Om man inte kommer ihag formeln (vilket jag sjilv inte gjorde) s& &r det enkelt att hirleda den. Vi berdknar helt enkelt normen i kvadrat

: 1
av cos(An) i L2([0,1]) enligt fol cos?(\px)dx = [% + W] 0= % for n > 1 vilket forklarar attt vi multiplicerar integralen med 2.




[4 poiing]
Losningsforslag fraga 2: Formeln for minsta kvadratanpassningen ger att l6sningen &r

(cos(@). bo(@)) » . {cos(e), du(e)) -
oz T e Ot @

om qgo och gZA)l ar orthogonala vektorer som spanner upp V. X
For att anvénda formeln sd maste vi hitta en orthogonal bas fér V' vi véljer den basen ¢o(z) = 1 och (enl. Gram-
Schmidt)
b =~ [ e = ]
1(2) =2 — /—F— xépo(x)dxpo(z) = 2° — =
fil |po|2dz J—1 3

Insatt i (3) ger detta foljande Svar: Den bista approximationen av cos(z) i V ges av

flllldx (/_11 Cos(x)dm> ! L (@ 1* % dy (/_11 <$2 - ;) cos(x)dx) <x2 _ ;) —

=sin(1) + (15sm(1) + % Cos(1)> (ﬁ - 3) .

3. Hitta en 16sning till foljande integralekvation

1
/Rf(z —t)e ldt = cosh(7)’ (4)
[4 poiing]
Losningsforslag fraga 3: For enkelhetsskull s& betecknar vi g(z) = m
Vi tar Fouriertransformationen av bada led, och anvénder faltningsformeln, vilket ger
F@)F (1) (@) = gw).
Vi maste berdkna
; > ; 0 ; 1 1 2
F (67|t|> (w) = /]Reflt‘e*wtdt = /0 e tem Wt + Lw ele™Widt = T iw + o 1502
Det foljer att ,
flw) = 75 gw) = 3 (90) — (19)%9()) 9
Eftersom? F(¢'(z))(w) = iwF(g)(w) sa far vi att —(iw)%§(w) = —F(¢9"”)(w). Om vi anviinder detta i (5) sa far vi att

4 a). Berdkna Laplacetransformen av cos(ax):
L(cos(ax))(s) = / cos(ax)e™ *dx.
0

[1 poiing]
b) Anvind Laplacetransformen for att 16sa begynnelsevirdesproblemet

y'(x) +4y(x) =1 for z > 0

y(0) =0, y/(0) = 1. (©)

[3 poiéing]

2Aven den hir formeln &r 18tt att hiirleda eftersom en partiell integration ger F(g') = [ ¢'(z)e™™%dx = iw [, g(t)e™*“dz = iwF(g)(w).



Losningsforslag Fraga 4. a) Vi anvinder Eulers formel:

ezam + 6*2(1{1?

cos(ax) = 5

for att berdkna
1 oo 1 o0 .
L(cos(ax))(s) = 7/ elie=s)e gy 4 5/ e~ (tats)e gy —
0 0

-1 1 S

2(ia — s) + 2(ia +s)  s2+a?

vilket &r vart svar pa delfraga a.

b) Fran den givna formeln f6r Laplacetransformen av en derivata samt initialdata far vi att
L(y") = sLy)(s) —y'(0) = s°§(s) — sy(0) —y/(0) = s*§(s) — 1.

Vidare sa ar

o 1
L(1)(s) = / 1-e*%de = —. (7
0 S
Om vi laplacetransformerar bada led sa far vi, efter att anvinda ekvationerna ovan, att
9 . 1
(s*+4)y(s) = 5 + 1.
Vi kan skriva om detta som
1 1 1 1 1 s

<)

—~
w

N

232+4+5(52+4) 52+4+E_152+4'
Fran deluppgift a) och den givna formeln f6r L£(sin(z)) samt (7) s& far vi att

1 1 1 s

£ 5n(20)(s) + £(1/4)(3) + £ cos2)(8) = o + 1 — 77

Eftersom Laplacetransformen &r unik sa foljer det att

1 1 1
y(z) = 5 sin(2z) — 1 cos(2x) + T

Del 2.

5. Lat f vara en likformigt kontinuerlig funktion pa enhetscirkeln T; d.v.s. for varje € > 0 sa existerar det ett § > 0 sa
att for alla z,y € T sa att | — y| < § kommer |f(z) — f(y)| < e. Visa att det, for varje e > 0, finns ett trigonometriskt
polynom

s& att
|f(z) —pn(z)| < e for alla z € T.

Du far anvinda att

N 1 2
() = ﬁ ;Dn(m) - 27r(]\;+ 1) (sm(;(njéj)l)t)> ’
dér D, (t) = 5= > p__, €™ samt att
Fn(t) 20, (8)
/T Fy()dt = 1, )
och att for alla § > 0 och x € T sa kommer
lim Fx(t—z)dt =0 (10)

N=oo JieT [t—a|>6

utan bevis.

[4 poiing]



Losningsforslag fraga 5. Vi borjar med att observera att
N n

E DI / et =

f*FN /f FN tfl’)dt 7W(N+1)n20m:7n

T 2r(N+1) N—|—1 Z Z (/f ””(t)dt)

=0m=—n

d.v.s. fx Fy(x) &r ett trigonometriskt polynom. Det riacker darfor att visa att, givet € > 0 s finns det ett N > 0 sa att
(11)

|f + Fn(x) = fz)] < e

for alla z € T.
For att visa (11) sd anvénder vi forst likformig kontinuuitet av f for att vélja ett 6 > 0 sa att

2=t <8 = |f(@) - FO > 5.

Det foljer att
|f* Fn(x) —
/T F(t— 2)(f(t) — f(x))dt

IN

f(@)] = {enl. (9)} =

</ Fy(t — )| f(t) — f(x)|dt + 2sup [ f(1)| Fy(t —z)dt =11 + I,
|lz—t|<d zeT T,|z—t|>6

dar vi ocksa har anvint triangelolikheten, den givna olikheten (8) (Fiv > 0) samt elementéra olikheter for integralen

Vi kan anvénda vart val av § for att skatta
I < sup |/FNt—m §E (13)
|w7t|<6 2’
eftersom F > 0 och integralen av Fy &r 1 (d.v.s. den givna likheten (9)). For att skatta I sa observerar vi att
M = sup | f(t)| existerar och dr dndlig eftersom f &r kontinuerlig s& vi kan anvinda (10) for att hirleda
lim Iy =2M lim Fn(t—z)dt =0.
N —o00 N—o0 T,|z—t|26
Det foljer att om N ar tillrdckligt stort s kommer
€
Iy < 3. (14)
Om vi viljer N sé stort att (14) haller s& kommer (13), (14) insatta i (12) att ge
|f * Fy(z) — f(x)| < e for alla z € T.
Detta ar vad vi skulle bevisa.
6. Hairled en 16sningsformel f6r 16sningen u(z, t) till f6ljande ekvationer
au(’r  — = Jge” V(e —y, t)dy forz €R, t>0 (15)
u(,0) = f(x)

dir f € S &r en given funktion i Schwarzklassen
Din hérledning far vara informell; d.v.s. du behdver inte visa att integraler i 16sningen dr konvergenta, att det ar tillatet
att derivera under integraler et.c. Ditt svar for innehéalla oldsta integraler, elementéra funktioner (sin, cos exponential-
funktionen et.c.) och funktionen f.
[4 poiing]

Losningsforslag fraga 6. Vi gor en Fouriertransformation med avseende pa z-variabeln och far
Ou(w,t w?
U ) e, b), (16)
ot
dar vi ocksd anvinde faltningsformeln f6r Fouriertransformen och den givna formeln F(e™¥")
(17)

Initialdata ger ocksa att .
W(w,0) = f(w).
h(t)dt < sup |h(t)| [ g(t)dt for g(t) > 0.

3Specifikt att | [ g(t)dt| < [1]g(t)|dt samt att [ g(¢



Ekvation (16) och likheten (17) dr en ordindr differentialekvation for varje fixt w. Genom att 16sa differentialekvationen
sa far vi .
(1) = eV

Om vi gor en inverstransformation av bada led och anvinder faltningsformeln sa far viféljande 16sningsformel

u(,0) = 5+ Kil)

dar ) )
K (z) = —/e*ﬁeiTtdw.
2T R

Formler.

Foljande formler dr tillatna att anviéinda utan bevis i era 16sningar:

L L(f(t)(s) = [y~ f(t)e t*dt

2. L(f'(t ))( —sﬁ(f( ))(s) = £(0)
3. L(sin(ax))(s >=sz%a2

4. F(f(1)(w) = [ f(t)e~dt

5. J—‘(e*tz)(w) — /R
6. F(1/cosh(t))(w) = Gatrarsy

7. Om a(n) =a", n=0,1,2,... s& ir z—transformen av a(n) lika med A(z) = 2
<n<k-— -
8. Lat O(n—k) = 0 om0<sn<k-—1 da ar z—transformen av a™f(n — k) lika med 2
1 omk<n Z—a

9. [2?%cos(z)dx = —2sin(z) + 2z cos(z) + x? sin(x).



