Wl Tentamen 2020-01-13, 8:00-12:00

V%OKTHQ'S;& Institutionen for Matematik

RGNS SE'1632 Differentialekvationer och transformer Ten?2
S 13e Januari 2019

Examinator: John Andersson

Endast skrivdon (penna, linjal, gradskiva et.c.) r tillatna. Specifikt sa &r minirdknare
och formelsammling inte tillatna.

Motivera alla dina losningar om inget annat anges.
Preliminara betygsgranser: E: 12p, D: 14p, C: 16p, B: 19p, A: 21p.

Del 1.

Uppgift 1. Los foljande initialvardesproblem

Upe (T, 1) = ug(z,t)  for x € (0,7) och t >0
w(0,t) =u(mt)=1 fort>0

u(z,0) =2 for x € (0,7/2)

u(z,0) =1 for x € [w/2,m)

[4 poiing]

Losningsforslag Fraga 1: Vi infor funktionen v(z,t) = u(z,t) — 1. Da kommer

Vpr(2,t) = vy(,t)  forxz € (0,m) ocht >0
v(0,t) =v(m,t) =0 fort>0

v(z,0) =1 for x € (0,7/2)

v(z,0) =0 for x € [1/2, 7).

(Observera att v(0,t) = v(m,t) = 0 vilket &r de randdata vi &r vana att jobba med.)
Vi gor sedan en variabelseparationsansats: v(z,t) = X (z)7T(t) vilket insatt i den
partiella differentialekvationen ger

X/l T/
X T
Eftersom VL inte beror pa t och HL inte beror pa z sa kan vi sluta oss till att
XI/ T/
1 = =N
0 CoToax

for nagon konstant .

Vi far tre fall att betrakta. I det forsta fallet, ndr A = 0, sa kommer X" = 0; d.v.s.
X(x) = ar + b. Men om randdata X (0) = X(7) = 0 ska vara uppfullda sa maste
b= 0 och ar =0, d.v.s. X =0 vilket ger en trivial losning.

I det andra fallet, niar vi har +A% (och A # 0) sa far vi att X” — \2X = 0. Sa
X (x) = ae* +be~**. Men om randdata ska vara uppfyllda sd maste X (0) = a+b =0
och X () = ae’ + be™™ = 0 vilket implicerar att a = b = 0 sa att losningen blir
trivial.!

'Har anviinder vi att # 0 vilket gor att determinanten av matrisen i ekvationssystemet

A
[ i“ i, o } { Z } = [ 8 ] ar nollskiljd sa ekvationssystemet har endast en trivial 16sning.
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I det sista fallet, niar vi har —A\? (och A # 0) i (1), sa far vi att X" + A\2X =0
vilket ger att X (z) = acos(Az)+bsin(Ax). Randdatat X (0) = 0 implicerar att a = 0
och randdatat X (7) = 0 implicerar att bsin(Ar) = 0 vilket ger att antingen b = 0
(trivial 16sning igen) eller att A = 1,2,3,.... Vi kan sluta oss till att X = b, sin(nx)
och T = ce ™t

For att uppfylla initialdata sa gor vi en serieansats

(2) v(x,t) = ane’”% sin(nx).

Vi vill valja b, sa att

1 forx e (0,7/2)
v(x,()):{ 0 foraxzen/2,m).

Om vi multiplicerar den sista ekvationen med sin(nx) och integrerar éver (0, ) sa far
vi

(3) /O " sin(na)o(z, 0)dz — /0 v sin(nz)de =

Vi kan utvéardera VL i (3) genom att anvénda (2):

(1) i
/ sin(nz)v(z,0)dr = / sin(nx) Z by, sin(max)dr = bn/ sin?(nx)dr = gbn,
0 0 0

m=1

1 — cos (%)

n

dér vi anvénda att sin(nz) och sin(maz) ar orthogonala pa (0, ).
Fran (3) och (4) sa far vi att
b 21— cos (”2—“)
"o n '
Detta ger vart Svar:

2 = 1 —cos (Z£
u(x,t) = U(l’,t) +1=1+ ; ; %enzt sin(nx).

Uppgift 2) Hitta en {6ljd {z(n)}°, sa att
z(n) +2> (n—k)x(k) =5"".
k=0

Du far anvénda foljande formler utan motivering:
1) Z(xxy) = X(2)Y(2)

2) Z(\"FO(n — k) = 2=

for k=0,1,2,..., |z| > |\|. Har ar

{ 0 forn=01,2,.. k-1

0(n — k) = 1 forn>k

Heavisidefuntionen.

3) Z(nx(n)) = —2X'(2)

4) Z (@™ 'sin (%)) = P

5) Z(z(n —k)f(n —k)) = 27*X(2) dar 6 ar Heavisidefunktionen sasom i 2).

I alla formler star Z for z-transformen och Z(z) = X(2) och Z(y) = Y(z) for
foljder z(n) och y(n). Slutligen star z xy for faltningen (the convolution) av féljderna
z(n) och y(n).

2
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[4 poéing]

Losningsforslag uppgift 2): Vi skriver om den rekursiva relationen

x(n) +2N(n) xx(n) = %5"

dér N(n) = n. Om vi z—transformerar bada led och anvénder faltningsformeln 1) sa
far vi
1 1 =z
) X(2) + 22(N)()X () = 1 2(5")() = 5
dér vi anvénde formel 2) (med k = 0 och A = 5) i den sista likheten.
For att berdkna Z(INV) sa observerar vi, enligt formel 2), att Z(1) = %+ och, enligt

z—1
formel 3),

Z(N)=Z(n-1) = —zDZil - (2_21)2.

Vi kan dérfor skriva (5)

X(2) (1 +2ﬁ) = %Z;

1 z(z—1)* 1
X = — = —
B =5e-m@Ern 5"
Om vi partialbraksuppdelar?
32245 40 1 1 =z 5 1

G5 (=11 13:-5 1B32+1 1322+1

eller
32245

1
5(z—5)(z2+1)

sa kan vi skriva

X(2) 1 n 8 1 1 =z N 1 1
2)=—-+— - = o .
5 13z—-5 652241 132241
Om vi inverstransformerar detta, med hjélp av formel 4) och 5), sa far vi vart Svar:
do 8 _, 4 1 . /nrm 1 . ((n—=17
= 2 S50 = 1) — sin (50) + 0 — Dsin (2 ).
x(n) e + 135 O(n—1) or sin (5 + 139(n ) sin ( 5

Uppgift 3) En signalbehandlare omvandlar en insignal f(¢) till en utsignal F(t) =
kx f(t) for nagon funktion k(t). Experiment visar att

(6) /OO Ft)e “tdt = { flw) om0<w<1

o 0 om w < 0 eller w > 1.
Hitta funktionen k(t).
[4 poéng]
Losningsforslag fraga 3. Vi borjar med att observera att (6) sdger att

Fmaz{fw>Om0<“<1}:ﬁmw—HW—w#wx

0 annars

som L2-funktioner dir H #ar Heavisidefunktionen. Anvinder vi faltningsformeln for
Fouriertransformen och F' = k x f sa far vi att

Flw)=kf=(HW)— Hw-1)f(w) = kw) = Hw) — H(w—1).

2Jag skriver inte ut de exakta berikningarna eftersom de ir langa men helt elementéra.

3
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Om vi anvéander inverstransformen pa k sa far vi
I .
(t) = Jim o /_T(H(w)  H(w = 1)e) dw —

1 - gt
1 , —ie’* —1
= — eZUJtdw =
2 Jo

vilket ar vart svar.

Uppgift 4. Laguerre polynomen L,(z) = £ D" (z"e™*) utgdr en orthonormal bas i
rummet L%([0,00),e77), d.v.s. L2-rummet med inre produkt

(f,9) = / fx)g(x)e “dx.
0
Vidare sa
zL(z) + (1 — 2)L,(2) + nLy(z) =0 for x> 0.
Hitta en 16sning u(z) € L?([0,00),e™*) till

o0

1
" 1—x)u(x) = L, for x >0
zu’ () + (1 — 2)u'(z) gn—l (x) for x>
u(0) = 2.
Berdkna L?(]0,00), e~*)-normen av din 16sning.
Du far anvénda att ), , ﬁ = 1 och ditt svar far innehalla en icke utvarderad

summa men inga oberaknade normer.
[4 poéng]
Losningsforslag fraga 4: Man ser direkt att

0la) = =Y (@)

ar en losning till differentialekvationen, dock inte nodvéandigtvis till randdata. Ob-

servera att
et 0 xn-ﬁ-k

k=0
vilket implicerar att L, (0) = 1. Dérfor sa kommer

o0 [e.9]

1 1
0= e T L

= n=1

Eftersom konstanter ar 16sningar till differentialekvationen (specifikt sa ar Lo(z) =
1 en l6sning) sa kommer

1

=3-y ——1I,

) =3 =3 s )

n=2

att vara en 16sning. Dessutom sa kommer «(0) = 3 —1 = 2; sa u uppfyller initialdata.
Vi maste nu berdkna L*([0, 00), e™*) normen av u(z) = 3Lo(x) —> oo, an(x)

Men detta ar mer eller mindre trivialt eftersom Laguerrepolynomen ar en orthonormal

bas:

1

2 _

@iMéﬁ
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Vi far dérfor foljande Svar: u(z) =3 —> 7, ﬁLn(x) ar en 16sning och

> 1
Jul] = ]9+ Z w2 — 17
n=2

Del 2.

Uppgift 5. a) Formulera Cauchy-Schwarz olikhet for realvirda funktioner i L?([—1, 1]).

[1 poiéing]
b) Bevisa Cauchy-Schwarz olikhet for realvirda funktioner i L?([—1,1]).

[2 poéing]
c) Hitta ett (icke trivialt) villkor pa tva realviarda funktioner f, g € L*([—1,1]) sa att
man far likhet i Cauchy-Schwarz olikhet om man stoppar in f och ¢ i olikheten.

[1 poéing]

Losningsforslag fraga 5 a) Cauchy-Schwarz olikhet i L?([—1, 1]) séger att om f,g €
L*([-1,1]) s

[(F ol < 1Fgll-
b) Olikheten &r trivial om ||f|| = 0 eller om ||g|| = 0 sa vi kan anta att || f|| # 0

och ||g|| # 0. Dela bada led i olikheten med || f||||g|| och anvénd linjériteten f6r den
inre produkten sa far vi att foljande ar ekvivalent med Cauchy-Schwarz olikhet

I 9
<Hf|!’ ng>‘ =t

Det ricker darfor att visa olikheten for || f|| = ||g]| = 1.
Sa antag att || f|| = ||g|| = 1, och att (f, g) > 0 (annars sa kan man visa motsvarande
for —f och g). Eftersom normen &r icke-negativ sa kommer

med likhet om och endast om f = g. Om vi utvecklar vénsterledet i den sista
ekvationen sa far vi

Genom att anvanda symetri for (den reella) inre produkten och att (f, f) = || f||* =1
och motsvarande for g sa far vi

(fr9) < 1.
Eftersom vi antagit att (f,g) > 0 sa ar detta det vi vill visa.

c) I beviset av Cauchy-Schwarz olikhet sa papekade vi att vi fick likhet om och
endast om f = g under antagandet att || f|| = ||g|]| = 1. Detta innebér att vi far likhet
om och endast om

f g

171~ Tgll

Vi kan sluta oss till att vi far likhet i Cauchy-Schwarz olikhet om och endast om
f = c¢- g for nagon konstant c.
5
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Uppgift 6. Lat f € S (Schwarzklassen). Kommer f € 87 Svaret maste motiveras
for poang. Du behdver dock inte bevisa alla detaljer. Det racker att du visar att du
forstatt varfor ditt svar ar sant.

[4 poiéing]
Losningsforslag fraga 6: Nagonting i stil med diskussionen i Kapitel 8.5 (fram till
Sats 8.2) i Vretblad eftersokes.



