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TENTAMEN I CM1000 — DISKRET MATEMATIK — DEN 13 JANUARI 2021

Tillatna hjdlpmedel: Ett Ad-papper med egna handskrivna anteckningar, anteckningar pa bada sidorna
ar tillatet. Inga datorutskrifter och inga minirdknare. Forstas inga smart watches eller andra elektroniska
kommunikationsmedel. (I samband med pandemins sérskilda omstandigheter far ni dock ringa ldraren pa mo-
biltelefoen men ni far inte ringa eller kommunicera med nagon annan.)

Skrivtid: Skrivtiden &r 5 timmar, med borjan 14.00. Dock sa sker inlamningen digitalt och for att harbérgera
och 16sa eventuella tekniska problem adderas en timme sa att inlamning kan ske fram till och med 20.00. Det
betyder inte att ni har extra skrivtid, den palagda tiden ska anvéndas till att ladda upp filer i den Canvas-quiz
som skapats for tentan. Om ni gor detta under tentamens gang eller efter ni skrivit klart hela tentan &r dock
ert val. Observera att Canvas sjilv INTE kommer ge nagra paminnelser om detta, pa Canvas ser det ut som
om inldmningstiden &r mycket senare, men det ska ni bortse ifran. Skrivtiden dr 5 timmar med inldmning
fram till och med 20.00. Planera dock arbetet sa att ni inte behandlar nagra uppgifter efter kl 19.30 utan
sikert efter detta klockslag endast dgnar er at uppladdning av era losningar. For de med extra skrivtid kan
man ldmna in fram till och med 23.00 (och efter 22.30 ska ni inte 4gna er at nagot annat &n att ladda upp
filer). Det ar dock starkt rekommenderat att ni ldmnar in i mycket god tid eftersom gransen 20.00 (respek-
tive 23.00) ar mycket skarp och kommer att séttas av systemet sjélv, inte av er klocka, inte av froken ur, utan
av Canwvas. Sa for att vara pa sékra sidan, lamna in i ohyggligt god tid. Losningar inlamnade for sent réttas inte.

Varning: Nér ni trycker pa ”Lamna in” /”Submit” sa kan inga mer uppgifter laddas upp, var déarfor helt
siker pa att du laddat upp ALLT som ska ldmnas in innan du trycker pa ”Lamna in” /” Submit”.

Teknisk support: Om det skulle finnas tekniska problem (vilka som helst) som férhindrar inlamningen eller
gbr det svart pa nagot vis, madste ni kontakta mig i skrivningens tillhérande zoommote. Det ar endast i
zoommotet som vi kan 16sa problem, troligen genom att nagot slags alternativ inldmningsprocedur vidtas. Ni
kan inte pa egen hand besluta er for att eposta era losningar.

DELAR

Tentamen har tre delar. Den forsta delen — Del I — bestar av nio problem som svarar mot kursens nio de-
lomraden. De problem som svarar mot delomraden som tidigare dr avklarade fran kursens kontrollskrivningar
behover inte 16sas. For lagsta godkdnda betyg (E) maste alla nio delomraden vara avklarade. Den andra delen
— Del II — bestar av ett problem for betyget C. Om ni uppfyller kraven fér betyg E och klarar det problemet
uppfyller ni kravet fér betyg C. Den sista delen — Del ITI — bestar av ett problem for betyget A. Om ni uppfyller
kraven for betyg C och klarar det problemet uppfyller ni kraven fér betyg A. Betyg B respektive D reserveras
for situationer dar studenter forsokt pa hogre betyg men inte riktigt natt fram. Ingen podngsattning sker, varje
16sning ar antingen helt réatt eller helt fel — dock bed6ms inte 16sningar som har slarvfel i sig som felaktiga om
slarvfelet inte &ndrar den logiska strukturen pa problemstéllningen. Om ingenting annat sigs i uppgiften kréavs
fullstdndiga motiveringar for alla 16sningar.

TILLGODORAKNANDE

Om en uppgift som tillhor ett hogre betyg 16ses korrekt och den uppgiften kan sigas tdcka ett av de
grundlidggande nio delomradena, sa kan 16sningen av den uppgiften tillgodoriknas for det grundliggande de-
lomrade som técks av hogrebetygsuppgiften — det delomradet anses da avklarat. Det betyder att om ni
misslyckas med en 16sning av ett problem i Del I sa kan ni dnda fa det omradet avklarat om ni klarar av att
16sa en motsvarande hogrebetygsuppgift. I alla uppgifter for hogre betyg anges vilken uppgift i Del I som de
kan tédcka. Om ni kénner er osékra pa er 10sning av nagon uppgift i Del I kan ni ocksa ge en l6sning for en
hogrebetygsuppgift som tacker den uppgift ni ar osékra pa.



Del I

1. Logik. Formulera och bevisa en av DeMorgans lagar for tre utsagor, p,q,r. (Alltsa =(pVqVr) < ... med
mera.) Sanningstabell far inte anvindas men du far anvinda DeMorgans lag for tva utsagor.

2. Mangdlara. Infor operationen E®GF = (E—F)U(F —FE) och satt A ={1,2,3,4,7,8}, B={3,4,5,6,7,9}
respektive C' = {1,2,5,6,7,10}. Beridkna [(ANB)U(BNC)x (A® BaC)|.

3. Funktioner. Beteckna med Ms,o méangden av alla 2x2-matriser, alltsa

Mayo = {(CCZ Z) :a,b,c,deR}.

P& denna méngd infér vi det sa kallade sparet som ar en funktion sp : Mozs — R som &ar definierad som
summan av elementen i argumentets diagonal, det vill séga:

b
sp(i d> =a+d.

(a) Visa att sp inte ar en injektiv funktion, men att den &r surjektiv.
(b) Visa att restriktionen av sp till mangden av alla symmetriska matriser uppfyller

sp(AB) = sp(BA).
(Hir betecknas A, B tva symmetriska matriser, som alltsa uppfyller A = A och B = Bt.)

Ledning: En godtycklig symmetrisk 2x2-matris kan betecknas med <Z i)

4. Inledande talteori. Om n inte ir delbart med 7, visa att n® = 1(mod 7).

5. Relationer. I den har uppgiften ar det sarskilt viktigt att du redovisar alla detaljer. Lat méangden A vara
given som mingden av alla vektorer i R?, utom nollvektorn (0,0). Definiera relationen R pa A genom

uRv & u-v #0.

(a) Ar R reflexiv? Varfor, varfor inte?

(b) Ar R symmetrisk? Varfor, varfor inte?

(¢) Ar R transitiv? Varfor, varfor inte?

(d) Ar R en ekvivalensrelation? Varfor, varfor inte?

(Ledning: ”-” betecknar den vanliga skalarprodukten, det vill séga (z1,y1) - (z2,y2) = T122 + Y192.)

6. Fordjupad talteori. Anvind matematisk induktion for att visa olikheten
|
Y —<2vn
k=1 \/E
for alla positiva heltal n =1,2,3,. ...

Ledning: Vid en punkt i rakningarna behdver du kanske 6vertyga dig om att olikheten

1
W/t + <2/t+1
Vi+1

géller for vissa virden pa t. Detta gors enklast genom att skriva om den som 2\/% </t +1—+/t och forlinga
bada led med det positiva talet v/ + 1 + /t. Da #r det littare att se att olikheten &r uppfylld.

7. Grafteori. For alla grafer G géller att om G inte har nagon cykel sa ar antalet horn storre dn antalet
kanter. Géller omvandningen, det vill sdga géller det att om en graf G har antalet horn storre dn antalet kanter
sa kan den inte heller ha nagon cykel? Ja, eller nej? Bevisa ditt pastaende.
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8. Kombinatorik. Hur manga sexsiffriga tal kan bildas med siffrorna 0, 0, 1, 1, 2 och 27 (Observera att ett
sexsiffrigt tal inte kan starta med 0.)

9. Sannolikhetslara. Det finns vetenskapliga studier som tyder pa att utgangen av sjukdomsfoérloppet vid
COVID-19 kan vara séamre vid D-vitaminbrist. Andra studier visar ocksa att D-vitaminbrist &r olika vanligt i
olika folkgrupper och i USA kan befolkningen grovt delas in i féljande folkgrupper: vita (69%), latinamerikaner
(18%) och svarta (13%). Av USAs svarta befolkning har 82% D-vitaminbrist medan 70% av latinamerikanerna
respektive 42% av de vita har D-vitaminbrist.

(a) Berédkna sannolikheten att en slumpvis vald person fran den totala populationen (USA) har D-
vitaminbrist.

(b) Berdkna sannolikheten att en person som har D-vitaminbrist i USA &r svart.

Du behover egentligen inte rakna ut exakta numeriska virden som svar, det racker med att ange numeriska
uttryck for de korrekta numeriska vardena — &ven om du sjalvklart maste motivera varfor uttrycken ser ut som
de gor. Minirdknare ar ju inte ett tillatet hjdlpmedel, men svara pa ett satt som gor att man latt kan knappa
fram det numeriska virdet med en minirdknare.

Del 11
10. For betyg C. Kan ocksa ticka delomradet inledande talteori.

(a) Finn ett heltal = sadant att

z=0 (mod 13) och x=1 (mod 17).
(b) Om p, q ar tva skilda primtal, kan vi alltid hitta ett  med

=0 (modp) och xz=1 (mod q)?

Varfor? Varfor inte? Bevisa ditt pastaende.

Del III

11. For betyg A. Kan ocksa ticka delomradet relationer. Lat méngden A = {a,b,c} vara given. Vi ska
studera (binéra) relationer pa A. De tre egenskaperna reflexivitet, symmetri och transitivitet ska studeras. En
relation pa A kan definieras med en matris av nedanstaende slag:

alb|c
al|x X
blx|x|x
c b'e

dar kryss anvénds for att ange om element ar relaterade eller inte. Vi antar konventionen att varje element
(a, b, ¢) far varsinn rad och varsinn kolonn och omm det finns ett kryss pa den rad som ett element star pa
sa ar elementet relaterat till det element i vars kolonn krysset star. Med denna konvention definierar matrisen
ovan relationen

R = {(a’ a)’ (a’ C)’ (b’ a)’ (b’ b)’ (b’ C)’ (C’ C)}

Vi ser till exemepel att aRa eftersom vi har ett kryss i rutan langst upp till véanster, det ar raden fér a och
kolonnen for a. Vi ser ocksa att aRc eftersom vi har ett kryss langst till upp till hoger, alltsa aterigen pa raden
for a men kolonnen for ¢. Vi kan ocksa avlésa en egenskap som den hér relationen har: eftersom raden for b ar
full med kryss, sa maste b vara relaterat till samtliga element (inklusive sig sjélv) i A. (bRa, bRb och bRc)

En relation kan som bekant ha egenskaperna reflexivitet, symmetri och transitivitet. Rita 8 diagram (av
ovanstaende typ) for 8 olika relationer som tillsammans har alla méjliga 8 kombinationer av dessa egenskaper,
alltsa de ska ha eller inte ha varje egenskap. Eftersom en relation kan ha eller inte ha en egenskap och det &r tre
egenskaper blir det totalt 8 mojligheter. Ange klart och tydligt vilken kombination av egenskaper varje relation
har genom att beteckna diagrammen med bokstavskombinationer: "R-T” betyder "reflexiv, inte symmetrisk,
men transitiv’. Du ska d& alltsa ange matriser for relationer som beskrivs av bokstavkombinationerna ”---"
(ingen egenskap), "R--" (reflexiv, inte symmetrisk, inte transitiv), ”-S-”, ”"--T”, "RS-, ”-ST”, "R-T” och
"RST”. For att fa godként pa uppgiften ska minst 7 diagram vara korrekta. (Det &r ok att missa ett alltsa.)



