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KONTROLLSKRIVNING 3 — HT2020 — LOSNINGAR

3. Funktioner — extrauppgift. Definiera funktionen ¢ : R? — R? genom ¢(z,y) = (z +y,x —y). Ar denna
funktion bijektiv? Visa det i sa fall. Om denna funktion inte ar bijektiv, visa det.

Lésning: Att ¢ &r bijektiv dr samma sak som att ¢ ar inverterbar sa om ekvationen (u,v) = ¢(zx,y) alltid
har en entydig 16sning i (u,v) sa ar saken klar. Vi studerar dérfér ekvationen (u,v) = ¢(x,y) som kan skrivas
om som ekvationssystemet

u=x+y
v=x—y

Detta ar ett linjart ekvationssystem med tva obekanta, koefficientmatrisen &r kvadratisk (2x2) och systemet har
alltsa en 16sning om och endast om determinanten for koefficientmatrisen &r skild fran noll. Koefficientmatrisen

ar (i _11> som har determinanten 1-(—1) —1-1 = —2 vilken tydligen &ar skild fran noll vilket fullbordar

beviset av att den givna funktionen (¢) ar bijektiv. (Det &r ocksa ok att bara losa ekvationssystemet utan att
hénvisa till determinanter.)

7. Grafteori. Anviand Dijkstras Algoritm for att hitta billigaste vagen fran A till Z, se till att alla horn
far etiketter och redovisa alla kandidatetiketter. Du kan anvénda den version av Dijkstras algoritm som gatts
igenom i kursen men du far ocksa anvénda matrisversionen om du hittat den nagon annanstans. (Troligen pa
nétet.)

Losning: Dijkstras algoritm kors i 10 steg numrerade fran 0 till 9 dér etiketter inférs. Pa varje rad redovisas
kandidatetiketter med vald etikett i fetstil.
Steg 0. A(-,0).

Steg 1. B(A,2), D(A,8), C(A,6).

Steg 2. E(B,10), D(B,4), C(A,6).

Steg 3. E(D,5), G(D,10), F(D,9), C(D,5).
Steg 4. H(E,12), G(D,10), F(D,9).

Steg 5. G(F,10), I(F,14), H(E,12).

Steg 6. H(G,11), J(G,14), I(G,13).

Steg 7. J(G,14), I(G,13).

Steg 8. J(G,14), Z(1,17).

Steg 9. Z(J,15).

Fran detta avldser vi billigaste vigen till
A-B-D-F-G-J—-Z
och att den har kostnaden 15.
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8. Kombinatorik. Representationer av ickenegativa heltal (> 0) gors med de tio siffrorna 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 och 9. 123 har tre siffror. 1430 har fyra siffror. Det enda tal som kan ha en inledande nolla ar talet
0 sjalvt, vi skriver alltsa inte ”01” eller 7002” om vi vill ange representationen av talen 1 respektive 2. Hur
manga representationer av ickenegativa heltal med finns med fyra eller farre siffror dar minst en av siffrorna
ar 0 men dér hela representationen bara innehaller siffrorna 0, 1, 2 eller 37 (Inga 4:or, 5:or, ... , 9:or.) Det
ricker inte med en ra upprékning av de mdjliga representationerna (de ar dessutom ganska manga sa det gar
troligen inte), du behdver redovisa nagot slags systematiskt resonemang som tar fram antalet representationer
som uppfyller de krav som stalls.

Ledning: Som delberdkning, ta fram hur manga representationer som inte har nagon 0:a alls. Dela ocksa
upp @ fyra fall: representationer med 1 siffra, med 2, med 3 och slutligen representationer med 4 siffror.

Lésning: Vi kan dela upp utredningen i fyra fall:

1. Antal representationer med en siffra.

2. Antal representationer med tva siffror.
3. Antal representationer med tre siffror.

4. Antal representationer med fyra siffror.

Dessa fall ar alla disjunkta sa enligt additionsprincipen kan vi bara addera dessa respektive antal for att fa
det sokta antalet representationer. Vi kan nu resonera fall for fall:

1. En siffra. Enligt kraven ska minst en nolla ingéa, men eftersom vi bara har en siffra maste den siffran
vara just 0 sa det finns bara 1 representation under fall 1 som uppfyller kraven.

2. Twa siffror. Forsta siffran maste vara 1, 2, eller 3. Eftersom minst en nolla maste ingd maste alltsa
andra siffran véaljas till 0 och vi har da alltsa de tre representationerna 10, 20, respektive 30 som
uppfyller kraven under fall 2. Alltsa 3 stycken.

3. Tre siffror. Nu blir det lite mer komplicerat. Om vi betecknar med dzx det antal representationer med
tre siffror som kan bildas dér forsta siffran véljs som 1, 2 eller 3 (symboliserad av d) och dar de tva
foljande siffrorna véljs som naon av siffrorna 0,1,2 eller 3 (symboliserade av de tva x:n) har vi enligt
multiplikationsprincipen 3 - 4 - 4 antal val (forst véljs en av siffrorna 1, 2, 3 — 3 sétt, sedan viljs en av
siffrorna 0,1,2,3 — 4 sétt, och sedan 4 sitt igen for sista siffran). Detta ger oss da 48 representationer
dér forsta siffran ar 1, 2 eller 3 och de andra siffrorna véljs fritt. Men nu skulle vi ocksa lagga till
kravet att minst en nolla maste inga sa da kan vi fran detta antal (48) subtrahera alla de varianter
dér vi inte har nagon nolla: dett antal kan vi beteckna med ddd som da rdknas ut som 3 - 3 - 3 enligt
multiplikationsprincipen dér vi alltsa valjer alla mojliga representationer dér alla tre siffrorna véljs fra
1,2 och 3. Det antalet blir ddd = 27 och de totala antalet representationer under fall 3 blir darfor

drx — ddd = 48 — 27 = 21.
4. Fyra siffror. Pa ett fullstdndigt analogt satt akn vi rédkna ut att antalet representationer under fall 4
blir
drxx — dddd = 192 — 81 = 111.
Totala antalet representationer blir till slut

1+3+21+111=136.

9. Sannolikhetslidra. Lat A, B vara tva oberoende handelser med P(A¢) = 0.5 och P(B¢) = 0.3.
a) Ange P(A) och P(B).
b) Om A, B ar oberoende, vad &r P(AU B)?

Lésning: (a) Vi har P(A) =1 — P(A°) =1 — 0.5 = 0.5 respektive P(B) =1 — P(B) =1—-0.3 =0.7.
(b) Vi har
P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)
och eftersom A, B ar oberoende har vi P(ANB) = P(A)- P(B) =0.5-0.7 = 0.35 sa att

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) =0.5+0.7—-0.5-0.7 =12 — 0.35 = 0.85 (= 85%).



