KAPITEL 3 - FUNKTIONER

1. EN ORDENTLIG DEFINITION AV VAD EN FUNKTION AR

Tidigare har vi stott pa funktioner néar det galler tal, vi kallar en visst tal z och funktionen f fungerar sa
att den skapar ett nytt tal y horande till varje tal = och vi skriver da y = f(x). Exempel pa funktioner som vi
stott pa ar

flz)=¢€" g(x) =sinzx h(x) = 223 + 42® — 2 + 10 k(x) = In(z)
eller vilken annan kombination som helst av matematiska uttryck. (Vi anvénder olika bokstaver for att beteckna
olika funktioner.) Vi ska nu ta fasta pa ungefér vad en funktion &r for nagot. Vi gor en vag definition:

Definition: (Vag.) En funktion f &r en regel som till varje element x (som kallas argument) i en méngd A
ordnar ett element y i en mangd B. Vi skriver da

f:A=B y=f(z)

och detta utléses f gar fran A till B och f antar y i x. Mangden A kallas funktionens definitionsmdngd (eller
domdn engelska: domain) och méngden B kallas funktionens kodomén (engelska: co-domain). Om y = f(x)
sa sager vi ocksa att ”x avbildas pa y” och att y ar "bilden av ”. Om z och y &r tal sa kan vi ocksa siga att
f antar vardet y i . Mangden av element i B som funktionen antar kallas funktionens vdirdemdngd.

Det som ar viktigt ar att det ordnas precis ett element y till varje element x. Vi far till exempel inte en
funktion av foljande regel: For varje positivt reellt tal  vilj ett tal y som uppfyller y> = x. Om vi viljer
x = 9 sd ordnar denna regel tva tal y = 3 och y = —3 till x = 9. Déaremot blir ovanstaende regel en funk-
tion om vi ocksa kriver att talet som tas fram ska vara positivt, den funktionen brukar da betecknas f(z) = v/z.

Definitionen av funktion ovan var vag. Vad menas med en "regel”? Vad menas med att ”ordna” ett element
y till varje element x7? For att skapa klarhet héar ska vi parallellt arbeta med ett battre séitt att definera funk-
tioner. Det hér sdttet kommer att hjilpa oss att forsta vad det egentligen innebér att invertera en funktion och
det kommer ocksa att underlétta framtida studier av sa kallade relationer. Sa vi gor en alternativ definition
av funktion:

Definition: (Inte vag.) Lat A och B vara tva mangder. En funktion f fran A till B dr da en delméngd av

A x B. Alltsa géller f C A x B. Vidare ska f ha foljande egenskaper:

(1) Ve e A:3(z,y) € f.

(2) ($,y1), (1’,:[/2) € f = Y1 =Y.
Méngden A kallas funktionens definitionsmdngd (eller domdn) och méngden B kallas funktionens kodomdn.
Vidare om (z,y) € f sa sdger vi att "z (som ocksa kallas argument) avbildas pa y” och att y &r ”"bilden av
2”. Om x och y &r tal sa kan vi ocksa séga att f antar vardet y i x. Méangden av element i B som funktionen
antar kallas funktionens vardemdngd (dven om vi inte har en funktion som befattar sig med tal).

Vi ska snart ta exempel for att forklara det hér battre. Vi noterar forst bara att den héar definitionen ar
precis. Nu har vi ingen "regel” som ”ordnar” element till andra element, en funktion &r bara en delméangd av
kryssprodukten mellan domén och kodomén — det vet vi vad det ar, alltsa en méngd av par. Men vi har ocksa
tva speciella krav som vi numrerar 1 och 2 i definitionen. Det forsta kravet siger att det ska finnas ett varde
(eller element) b associerat till varje vérde (eller element) a € A. Det andra kravet séger att det far finnas
hégst ett véarde associerat med varje virde x € A, for om vi har tva vérden (y; och y2) associerade till samma
x sa blir de samma vérde som vi kan kalla y. Dessa bada krav innebar att vi for en funktion f: A — B kan
skriva

(z,y) € f eller y = f(x)

och att dessa bada definitioner egentligen ar fullstéindigt ekvivalenta. (Och snarare kan vi séiga att den andra
definitionen ar en precisering av den forsta definitionen.)

Sa hur kan vi se att de hér definitionerna ar ekvivalenta? Vi studerar ett antal exempel. Lat oss se hur den
allra enklaste funktionen y = f(x) = x beskrivs pa de bada sétten. Ja, om vi skriver y = f(x) = x sa har vi
redan beskrivit en funktion med det forsta séttet, det ar ju sa som vi ar vana att se pa funktioner, definierade
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FIGURE 1. Graf 6ver funktionen y = f(x) = z.

som ett explicit uttryck (alltsa att funktionens vérde anges, snarare &n att vi anger funktionen som en méngd
av par). Om vi haller pa med tal (som vi kanske dr mest vana vid) sa kan vi rita en graf 6ver funktionen
y = f(z) =i figur 1.

Och den hér funktionen ar den enklaste funktionen av allihop, alltsa funktionen som bara tar ett véarde x
och avbildar pa sig sjilv, det vill siga y = f(x) = z.

Hur beskrivs nu denna funktion med det andra sdttet? Jo om vi antar att definitionsméngden A och
kodoménen B bada ges av intervallet fran —2 till 2 (som figuren antyder) sa blir funktionen f given av
f={@a):—2<a<2)

det vill sdga vi anger alla par i A x B som har egenskapen att y-koordinaten helt enkelt sitts lika med -
koordinaten; detta definierar alltsa funktionen pa det andra precisa séttet med par.

Fran tidigare matematikstudier &r vi vana vid att definiera en funktion med ett matematiskt uttryck som
ndmnt ovan dér vi hade funktionerna f(x) = e*, x € R och g(x) = sinz, x € [—m, 7] men det det mer precisa
sattet att ange funktioner innebar ingen inskrankning, vi skriver

f=A(z,e") :z € R} respektive g={(z,sinzx): 7 <z <mx}

for att ange funktionerna f(x) = e” respektive g(z) = sin z med de aktuella definitionsméangderna R respektive
[—m, 7.

Vi noterar till sist att den mer generella och precisa definitionen av funktioner pa ett tydligt sitt uttrycker
att funktioner kan involvera andra saker &n bara tal. Tidigare har vi varit vana vid att definiera funktioner
via matematiska uttryck som mer anknot till ordet "regel” och det var pa det séttet naturligt att definiera en
funktion som nagot slags "regel”. Med den nya precisa definitionen kastar vi bort dessa otydligheter och séger
att funktioner helt enkelt ar en delméngd av kryssprodukten av sin domén och kodomén som uppfyller de dar
tva kraven som fanns i definitionen.

OVNINGAR

Finan: Exempel 20.1, Exempel 20.2, Exempel 20.4, Exempel 20.6, Exempel 20.10, Exempel 20.11, Exempel
20.12, Exempel 20.13, Exempel 20.14, Problem 20.1-20-4, Problem 20.9-20.13.

2. EGENSKAPER HOS FUNKTIONER
Innan vi infér en del egenskaper av funktioner ska vi infora lite mer termer.

Definition: Om vi har en funktion f : A — B och E C A sa infér vi méngden f(E) som &r méngden av
element i B som funktionen antar da argumenten véljs ur £. Mer formellt:

f(B)={f(z):z€E}.
Denna méngd kallas da bilden av E (genom f). Om y = f(x) kan vi ocksa kalla y {or bilden av x (genom f).

Om sammanhanget klart anger vilken funktion det ar fragan om kan vi utelamna texten ”genom f”, det &r
darfor den texten ar satt inom parentes i definitionen.

Bilden av A ar en funktions virdeméngd och en funktions virdemingd betecknas ibland med V; eller Rng f
(fran engelskans range = "rickvidd”).
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I figur 2 illustrerar vi de hittills framtagna begreppen. Elementen x och y ligger i mingderna A respektive
B och dessa méngder ar forstas funktionen fs domén respektive kodomén. Innesluten i B symboliseras ocksa
viardeméngden, f(A), genom att ett inre omrade i B markerats med f(A). En pil har inforts ocksa mellan ele-
menten x och y for att markera riktningen i funktionen, f gar fran A till B. Vi skulle dven kunnat inkludera
en delméngd F i A och da skulle vi fa rita in bilden av E genom f i f(A). Den skulle da omslutit punkten
y = f(z) 1 hogra delen av figuren innanfor griansen till det omrade som utgor f(A).

FIGURE 2. En principiell skiss av begreppen kring funktioner

Vi infor tre egenskaper hos funktioner.

Definition: Lat f vara en funktion med definitionsméngd A och kodomén B.

1. Om f antar alla virden i B minst en gang sa kallas f surjektiv. Engelska: onto/surjective. Detta
innebér att f(A) = B, funktionen antar alltsa alla varden (element) i B.

2. Om f antar alla varden i B hogst en gang sa kallas f injektiv. Engelska: one-to-one/injective. Detta
innebéar att skilda argument avbildas pa skilda funktionsvérden, det vill siga x1 # zo = f(x1) # f(x2),
for alla z1,x9 € A eller ekvivalent att f(z1) = f(x2) = x1 = x9, for alla 1,29 € A.

3. Om f antar alla varden i B precis en gang sa kallas f bijektiv. Engelska: bijective.

Det star klart att en funktion &r bijektiv precis da den ar bade injektiv och surjektiv.

Exempel: Funktionen f definierad for alla reella tal  given av det matematiska uttrycket f(x) = 23 — 3x

ar illustrerad i figur 3 (2 fel!).

41
FIGURE 3. Graf éver funktionen y = f(z) = 23 — 3z.

Vi ser att alla viarden langs y-axeln antas minst en gang, den har funktionen ar alltsa surjektiv. Men den
ar inte injektiv eftersom till exempel f(0) = f(1/3) = 0 s& funktionsvirdet 0 antas for mer dn ett x, nimligen
r = 0 och z = /3, alltsd #r implikationen f(x1) = f(x2) = 21 = @ falsk for den hér funktionen. (Virdet 0
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antas till och med i ett tredje x ocksa och det finns ocksa fler funktionsvérden som antas mer dn en gang.)

Exempel: Betrakta nu funktionen g som gar fran Z (alltsé heltalen) till Z &terigen given av g(x) = 23 — 3z
(samma uttryck som det som definierade funktionen i figur 3 (2 fel) ). Ar denna funktion ockséa surjektiv? Det
ar en annan funktion dn den i figur 3 (2 fel) eftersom vi &ndrat definitionsméngden, och fragan &r da, ar g ocksa
surjektiv eftersom f var surjektiv? Svaret blir faktiskt nej. For att se att det verkligen &r sa behover vi hitta
ett heltal som ¢ aldrig antar. Om man studerar grafen ovan (som ocksa kan anvindas for att dra slutsatser
om g) sa ser vi att vi inte kan ha nagot heltal x for vilket g(x) = 3. Vi missar vérdet 3, pa funktionsgrafen ser
vi att det enda funktionsvirde som kommer néra 3 ar f(2) = 2, men alla andra funktionsvirden &r hopplost
langt ifran 3.

Vi anvénder oss alltsa av funktionsgrafen som &r given i figur 3 for att dra slutsatser om en annan funktion
som definieras av samma matematiska uttryck. Det @r en annan funktion for dessa funktioner (f och g) har
olika doméner och kodoméner. Och resonemangen har alltsa gett att den ena &r surjektiv (f) men att den
andra funktionen (g) inte ar surjektiv, trots att g definierades av samma matematiska uttryck som f. Det
betyder alltsé att nér vi talar om en funktion s& maste vi ocksa ange vilken definitionsméangd och kodomé&am
som vi menar for att kunna dra slutsatser om funktionens egenskaper. Vi har som sagt samma matematiska
uttryck som definierar de hir bada funktionerna men trots det har de olika egenskaper.

Exempel: Vi ska nu se pa en annan funktion h : Rt — R. (RT betyder hir alla icke-negativa reella tal
och R betyder som vanligt alla reella tal.) Vi definierar h(z) som det icke-negativa tal y som uppfyller 3> = x.
Detta &r da den vanliga rotfunktionen som vi skriver som h(z) = /2. Ar den hér funktionen surjektiv? Antar
den alla védrden i R, nej, den antar inga negativa tal sa funktionen h &r inte surjektiv. Observera att om
vi inskrianker kodoménen till R* sa far vi en surjektiv funktion, men det blir da alltsd noga taget en annan
funktion.

Ar denna funktion injektiv? Ja om vi tittar pa funktionsgrafen (rita den!) sa kan vi formoda att den ar det,
men hur visar vi det? Jo, en injektiv funktion ska anta olika funktionsvérden i olika punkter, det vill sdga vi
ska visa att

x1 # w3 = h(x1) # h(z2).

Det héar ar en implikation och den ar ekvivalent med sin kontraposition sa vi kan lika garna visa implikationen
=(h(z1) # h(x2)) = —(x1 # x2) som léttare kan skrivas

h(ml) = h($2) = T = T2.

Sa valj alltsa tva stycken punkter, 1, x2, helt godtyckligt i h:s definitionsméngd och antag att h(x1) = h(xs).
Det betyder da alltsa att \/Z1 = \/Z2. Men hir kan vi forstas kvadrera bada led sa att vi far (/71)% = (\/72)?,
vilket kan skriva om till just z1 = z2 som var det vi ville visa. Vi har alltsa visat att funktionen h &r injektiv.

Da det géller reellvarda funktioner definierade pa de reella talen kan man tolka injektivitet, surjektivitet och
bijektivitet pa foljande sétt:
(1) En funktion ar injektiv omm varje linje genom y-axeln, parallell med z-axeln, skir funktionsgrafen i
hdogst en punkt.
(2) En funktion ar surjektiv omm varje linje genom y-axeln, parallell med z-axeln, skér funktionsgrafen
i minst en punkt.
(3) En funktion &r bijektiv omm varje linje genom y-axeln, parallell med z-axeln, skir funktionsgrafen i
exakt en punkt.

Vi studerar nu ett par exempel pa injektivitet och surjektivitet men dér vi anvander notationen med par
for funktioner.

Exempel: Antag att A ={1,2,3,4,5} och B = {x,y,z,w} och att
[= {(171')7 (27y)7 (37 Z)? (47y)7 (571')}

Bokstaverna x, ¢, z och w symboliserar bara abstrakta element och ar alltsa inte nédvéandigtvis tal. Definitio-
nen med par ovan &r ekvivalent med att siga f(1) = z, f(2) =y, f(3) = 2, f(4) = y och f(5) = z. Den hér
funktionen har vardeméngden Vy = {x,y, 2}, och den &r alltsa inte injektiv, eftersom x (och y) ar bild av tva
olika element i A. Faktiskt kan det inte finnas nagon injektiv funktion fran A till B ... varfor?

Exempel: Antag att A ={1,2,3,4} och B = {z,y,z,w,u} och att
f: {(17x)7(27y)7(37z)7 (47w)}
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Eftersom Vy = {x,y,z,w} # {z,y,z,w,u} = B, sa ar den hér funktionen inte surjektiv. Ingen funktion fran
A till B kan vara surjektiv ... varfor? Funktionen ar ddremot injektiv eftersom varje element i B ar bilden av
hogst ett element 1 A. Detta &r precis samma sak som att siga att alla element f(1), f(2), f(3), f(4) &r olika
och for den hér funktionen géller alltsa implikationen f(x1) = f(z2) = =1 = x2.

Exempel: Antag att A ={1,2,3,4} och B = {z,y,z,u} och att
f: {(17u)7(27y)7(37y)7(47x)}7 Samt g: {(172/[/)’(2’ 2)7(37y)7(47x)}'

Vi definierar alltsa tva olika funktioner med samma domén och kodomén. Funktionen f dr inte injektiv (efter-
som y = f(2) = f(3) och 2 och 3 &r tva olika element i A). Vidare eftersom f inte antar virdet z sa &r inte f
heller surjektiv. Om vi dock studerar funktionen g sa ser vi att den &r bade injektiv och surjektiv det vill sdga
den ar bijektiv.

Vi tar nu ett exempel som kommer att kréva en del forstaelse for egenskaper hos heltalen. Vi har &nnu inte
fordjupat oss i heltalen sa det kan vara virt att atervinda till det har exemplet senare om det ar svart att
forsta idag.

Exempel: Definiera f : Z — 7 genom f(x) = 2z* — 2. Avgdr om f dr surjektiv och/eller injektiv.

Lésning: Vi kan skriva f(z) = z(22% — 1) och om z < 0, si dr detta uttryck positivt. P4 samma siitt, om
x > 0 sa, eftersom 2z > x for alla icke-negativa heltal, sa kommer virdena av f vara icke-negativa for alla
icke-negativa x. Allt detta betyder att funktionen bara antar icke-negativa varden och darfor kan den inte vara
surjektiv. (Kodoménen &r ju Z som ocksa innehaller negativa tal.)

Kan funktionen vara injektiv? Om vi kan visa att implikationen f(z) = f(y) = = = y for alla z,y € Z sa
har vi visat injektivitet. (Observera att vi anvénder bokstdverna x och y nu for virden i domdnen, tidigare
refererade symbolen y till varden i kodomdnen men héar later vi y ocksa referera till element i doménen).

Antag alltsa att vi har f(x) = f(y) men att = # y. Da géller
f@)=fly) 2! —r=2%"—ye20 —y) =z -y

och eftersom 2% — y* = (x — y)(2® + 2%y + 2y? + 3®) s kan vi forkorta med (z — y) (eftersom vi antog = # y)
och det ger oss ekvationen
2z + 22y + i +9°) =1

men detta d&r omdjligt eftersom x,y ar heltal. Hér hdvdas namligen att 1 &r produkten av 2 och heltalet
(23 + 2%y + 2y% + y3), vilket skulle betyda att 1 skulle vara ett jamnt tal, vilket ir en motsigelse. Antagandet
om att f(x) = f(y) men att x # y maste alltsa vara felaktigt och ddrmed maste alltid motsatsen till detta
antagande gélla, men motsatsen till detta antagande ar precis implikationen f(x) = f(y) = = = y vilket visar
att funktionen ar injektiv.

OVNINGAR

Finan: Exempel 21.1, Exempel 21.3, Exempel 21.5, Exempel 21.6, Exempel 21.8, Problem 21.1, Problem
21.2, Problem 21.3, Problem 21.4, Problem 21.6, problem 21.7, Problem 21.8.

3. BIJEKTIVA FUNKTIONER OCH INVERSER

Som vi konstaterade i definitionen av injektivitet och surjektivitet sa ar bijektivitet samma sak som att en
funktion &r bade injektiv och surjektiv. Sadana funktioner ar véldigt viktiga i matematiken for vi kan invertera
dem. Vi ska se vad det betyder snart. Vi borjar med att studera nérmare vad det innebéar att en funktion ar
bijektiv.

Exempel: Vi tar ett lite annorlunda exempel. Vi definierar en funktion, inte som ett matematiskt uttryck,
utan genom att helt ange vad den ska anta. Betrakta en postkd bestaende av fyra personer, Anna, Antonio,
Sahar och Kalle. Om de personerna stéller sig i den ordning de &r angivna sa kan vi ge varje person ett
konummer: Anna far 1, Antonio far 2, Sahar far 3 och Kalle far 4. Nu har vi skapat en funktion som vi kan
kan kalla ¢ som gar fran méngden av personer, { Anna, Antonio, Sahar, Kalle}, till méngden av de fyra forsta
postiva heltalen, {1,2,3,4} genom att séga att

q(Anna) =1 q(Antonio) =2 q(Sahar) =3 q(Kalle) = 4.
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Det héar ar en definition som &r lika bra som matematiska uttryck, det viktiga ar att funktionsvéardena blir
bestdmda och det blir de hér, inte som matematiska uttryck men de ar &nda bestdmda. (Vi kan ju inte utfora
nagra rikneoperationer pa personer, " Kalle + 3 - Antonio — Anna” betyder ju ingenting!)

Det viktiga ar att funktionen ¢ ar bijektiv. Den &r det eftersom den bade ar surjektiv (alla véirden 1,2,3,4
antas minst en gang) och injektiv (virden antas hogst en gang) sa vi ser att alla vdarden antas precis en
gang. Detta ar bijektivitet och det innebér att varje element i mangden {Anna, Antonio, Sahar, Kalle} paras
ihop med precis ett av elementen i {1,2,3,4}. Men da kan det hiar ga at bada hallen: funktionen ¢ ger ett
konummer for varje person, men funktionen g ger ocksa en person for varje konummer! Vi kan alltsa definiera
en ny funktion, r: {1,2,3,4} — {Anna, Antonio, Sahar, Kalle} genom att siga

r(i) = den person som har kénummer 4 (1=1,2,3,4).

Om vi tanker efter sa ér det precis det hér som hénder varje gang nagra personer gar in i en affar med kolappar,
forst gar Anna, Antonio, Sahar och Kalle in i affiren och tar varsinn koélapp, da definieras funktionen ¢ (for
att alla har en tilldelad kolapp, och precis en kdlapp var — en bijektiv funktion har bildats) och sen nér
expediten ropar upp numrena sa anvands funktionen r, expediten siger, ”vem har nummer 1”77 Och fragar
alltsa efter (1), vem som alltsa har nr 1 (och det kan bara vara en eftersom funktionen ¢ ar bijektiv), och
sa vidare med r(2),r(3) och r(4). Funktionen r brukar kallas funktionen ¢:s invers och vi har alltid att
inversens definitionsméngd &r hela kodoménen hos den funktion vi inverterar och inversens vardeméangd ar den
inverterade funktionens definitionsméangd. Alltsa:

D, =V, = {Anna, Antonio, Sahar, Kalle} D, =V, =1{1,2,3,4}.

Vi ger detta i en formell definition:

Definition: Lat f : A — B vara en bijektiv funktion. Funktionen f~!: B — A definierad genom
Tly)=eey=[(2)

kallas da funktionen f:s invers. Funktionen f kallas ocksa en ett-till-ett korrespondens (engelska: one-to-one
correspondence) mellan elementen i méngderna A och B.

Med vart mer precisa sitt att se pa funktioner ar funktionen f en delméngd av A X B och det som vi vill
skapa som invers till f, alltsa f~! blir d& en delméingd till B x A. Vidare betyder skrivsittet y = f (x) att
(z,y) € f och skrivsittet * = f~1(y) betyder, pa liknande sitt, att (y,z) € f~!. Nir vi da siger (som i
definitionen ovan) att

iy =z ey=f()

sa ar det endast ett alternativ satt att séga att
for alla y € B definieras f~'(y) som det x som uppfyller (z,y) € f
vilket vidare blir samma sak som att séga att funktionen fs invers bildas genom definitionen
f={,a): (a,0) € f}.

Alltsa genom att kasta om rollerna i alla par som bygger upp méngden f € A x B.

Det vi behdver gora nu ér att lista ut under vilka forutsittningar konstruktionen f=' = {(b,a) : (a,b) € f}
verkligen bildar en funktion. Det ar innehallet i nésta sats.

Sats: En funktion f: A — B har en invers f~! : B — A om och endast om f #r bijektiv (det vill siiga bade
injektiv och surjektiv).

Bevis: Vi ska visa att tva pastaenden ar ekvivalenta:
f: A — B har en invers och f: A — B ar bijektiv.

Antag forst att f har en invers. Vi ska nu visa att f &r bade injektiv och surjektiv.

For att visa injektivitet, tag x1 och xo i A godtyckligt men antag ocksa att z; # xs. Vi vill visa att
f(x1) # f(z2). Eftersom f har en invers, f~!, sa #r bade x1 och x5 i A bilder av elementen f(z1) och f(z2)
i B genom f~! det vill siga vi har o1 = f~!(f(21)) och z2 = f~1(f(x2)), det dr precis si som inversen r
definierad. Men om vi da hade haft f(z1) = f(z2), vi kan kalla detta gemensamma vérde for y, sa hade
inte inversen varit en funktion, da hade vi krivt z1 = f~!(y) och 2o = f~1(y) for ett enda virde pa y, och
det gar ju inte eftersom vi antagit att x1 # x9, det hade motsagt att f~! var en funktion alltsd maste vi ha
f(z1) # f(x2) det vill sdga vi har implikationen z1 # x9 = f(z1) # f(x2) vilket betyder att f &r en injektiv
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funktion.

Vi ska nu visa surjektivitet, tag darfor ett godtyckligt varde y € B. Eftersom inversen existerar finns dven
xz = f~(y) € A. Men detta virde har exakt egenskapen att f(x) = y och eftersom y var godtyckligt valt i B
och tydligen &r ett funktionsvérde till f s& har vi visat surjektiviteten.

Sammantaget har vi visat att f dr bade injektiv och surjektiv, det vill sdga bijektiv.
Vi visar nu omvéandningen och antar darfor att f ar bijektiv.

Vi ska visa att vi kan skapa inversen till f. Definiera funktionen g : B — A pa foljande sétt:

gy) ==z

dar z valjs sa att y = f(x). Vi behdver visa att det dr mojligt att definiera den héar funktionen. Eftersom f
ar surjektiv sa finns ett x € A sa att f(x) = y. Eftersom f ar injektiv sa ar detta = entydigt bestdmt vilket
visar att funktionen g &r véldefinierad. Eftersom ¢(y) = z < y = f(z) och detta &r det sitt som man skapar
en invers pa sa har vi funnit att injektiviteten och surjektiviteten ger existensen av inversen. (g #r alltsa f~1.)
Beviset ar klart.

Sa for en bijektiv funktion och dess invers f~! har vi alltsa foljande kedja av ekvivalenser
a=f71b) & (ba) € [T & (ab) € fo b= f(a)

och sa fort vi kan invertera en funktion sa kan vi alltsa kalkylera med dess invers.

Exempel: Funktionen f : R — R definierad av
flx)=2x+1
kan inverteras. Det betyder att vi kan definiera en funktion g : R — R som ”ogor” det som f gor. Det ar
forstas ett annat sétt att karakterisera vad inversen ar. Vi kan hitta ett matematiskt uttryck som definerar g
genom att l6sa ekvationen y = 2x + 1< x = (y — 1)/2 sa att g ges av g(y) = (y — 1)/2 och om vi kombinerar
detta med f, och berdknar g(f(z)) sa far vi

sfay=TE- 1 ol B,

det vill sdga vi har fatt tillbaka x och vi kan tolka detta som att inversen ”ogjort” det som funktionen gjort.

OVNINGAR

Finan Exempel 21.10, Problem 21.10-21.16.

4. RESTRIKTIONER AV FUNKTIONER

Nu ar det ju absolut inte alla funktioner som &r inverterbara, om vi betraktar de elementéara funktionerna

e’ sin z, cos T, tan x

och liknande sa &r ingen av dessa funktioner bijektiva om man betraktar dem som funktioner fra R till R
(tanz &r inte ens definierad i hela R). Men om vi gor ldmpliga inskréankningar i definitionsméngderna eller
vardeméangderna sa kan vi fa funktioner som é&r inverterbara. Observera att vi da egentligen infor nya funk-
tioner som vi inverterar istillet for de icke inverterbara funktionerna. Tag till exempel funktionen y = sinx
som éar illustrerad i figur 4.

N

FIGURE 4. Funktionen y = sinx.



8 KAPITEL 3 - FUNKTIONER

I figur 4 har vi ritat in en bit av en linje genom y-axeln parallell med z-axeln. Linjen ligger pa hdjden
y = 0.5 och gar genom funktionskurvan i mer &n en punkt. Tva punkter &r inritade i figuren men det récker
att poangtera att linjen skir funktionskurvan i mer &n en punkt. Eftersom vi har tva skdrningar sa har
ekvationen
sinz = 0.5
fler &n en l6sning och dérfor kan inte funktionen y = f(x) = sinx vara injektiv. Det existerar alltsa ingen
invers till den héar funktionen. For att vara mer precisa sa ar det sa att om vi sdker l6sningar till ekvationen

sinz =a
dér a ar ett tal i intervallet [0, 1] sa kommer vi hitta en 16sning « i intervallet [0,7/2], men ocksa en l6sning i

intervallet [7/2, 7] som ges av uttrycket m — . Vi ser de tva punkterna svarandes mot 16sningarna o och ™ — «
markerade i figur 4. Det visar sig ocksa att om vi studerar ekvationen

sinx =b

dér b ligger i intervallet [—1, 0] sa hittar vi 16sningar pa formen 8 och —7 — 8, dér g ligger i intervallet [—7/2, 0].
Alla dessa 16sningar (—7 — 3, B, a och ™ — «) ligger i intervallet [—7, 7] men nu &r &ven sinusfunktionen 27-
periodisk vilket innebar att vi har oandligt manga l6sningar sa losningarna kan skrivas pa formen x = a+ 27k,
respektive x = m — a + 27wk dar k kan valjas godtyckligt fran hela Z for 16sningar till sinxz = a for positiva a
respektive formen x = 4 27k, respektive x = —7w — [+ 2xk for 16sningar till ekvationen sinx = b for negativa
b. Men eftersom k kan véljas godtyckligt kan vi beskriva méngden av tal pa formen © = —m — 8+ 27k istéllet
med x =7 — B+ 2wk sa vi far alltid formen x = o + 2k7 eller x = m — a 4 2kw for l6sningar till ekvationen
sinz = a for alla a i hela intervallet [—1,1] Det enda som kvarstar for att kunna finna dessa losningar ar att
kunna losa ekvationen
sine =a

givet att = ska ligga i intervallet [—m/2,7/2] och om vi inskrénker oss till detta intervall och inte latsas om
att sinusfunktionen har andra véirden utanfor detta intervall sa &r funktionen inverterbar i det hér intervallet.
Den inversen kallas arcussinus. Vi formulerar detta pa ett bra satt:

Definition: Lat f : A — B vara en given funktion och lat £ C A. Funktionen g : £ — B definierad av
g(x) = f(x) kallas da for restriktionen av f till E.

I figur 5 (4 fel) ger vi en illustration av restriktionen av funktionen f(z) = sinz till intervallet [—7 /2, 7/2]. Vi
observerar i den héar figuren att problemet med tvetydighet forsvinner, genom att inskranka definitionsméngden
(ja egentligen studera en annan funktion!) har vi kommit undan problemet. Det hér &r tekniska detaljer som
vi inte ska g& igenom for alla trigonometriska funktioner, det bor vara ként. Definitionen av arcussinus dr som
invers till restriktionen av sinusfunktionen till intervallet [—7/2, 7 /2] och den allménna lésningen till ekvationen
sinz = a kan da tecknas som x = arcsina + 27k respektive x = m — arcsina + 2wk dar k véljs godtyckligt i
hela Z.

2 —_

—9 1
FIGURE 5. Restriktionen av funktionen y = sinz till [-m/2,7/2].

Med denna teori kan vi losa ett annat liknande problem:
Exempel: Los ekvationen e*™#) = 2. Egentligen &r ju inte heller funktionen f (x) = e inverterbar, men
om vi inskranker oss till att bara studera positiva viarden sa kan vi inféra funktionen In x som ar den sa kallade
naturliga logaritmen som har egenskapen att

Ine* =z
det vill séiga den fungerar som invers till e* da vi inskranker kodoménen av funktionen f(x) = e” till de positiva
reella talen. Med dess hjalp kan vi skriva

@) = 2 & sin(z) = In(2).
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och sedan anvéander vi det vi utrett om sinusfunktionen ovan for att konstatera att losningarna tar formerna
{arcsin(In(2)) + k- 27 : k € Z} U {7 — arcsin(In(2)) + k- 27 : k € Z}

Liknande utredningar och restriktioner av andra elementira funktioner ar nédvéindiga. Da uppkommer funk-
tionerna arctanx, arccosx och liknande, men vi gar inte in pa de tekniska detaljerna for dessa funktioner
eftersom det ingatt i tidigare kurser. Utredningen hér kring sinusfunktionen ska mer tjina som en allmén
beskrivning av hur problematiken hanteras.

OvVNING

Givet att vi uppfattar funktionen arccos : [—1,1] — [0,7] som inversen av restriktionen av funktionen
cos : R — [—1,1] till intervallet [0, 7], 16s ekvationen

ecos(:v) -9

i R. (Det vill sdga hitta alla reella tal x som uppfyller ekvationen och uttryck dem med hjilp av arccos-
funktionen.)

5. SAMMANSATTNING AV FUNKTIONER

Vi vill nu studera mer generellt vad som hander nar vi satter samman flera funktioner. Vi har sett en
sammanséttning av tva funktioner ovan: f(z) = €% men for att kunna studera detta noggrannt behover vi
forst maste vi definiera vad som menas med att ”sétta samman” funktioner.

Definition: Om f: A — B och g : B — C &ar funktioner sa definieras sammansdtiningen av g och f som
funktionen som betecknas med go f: A — C. Den ar given av

(g0 f)x) = g(f(z))

for alla x € A.
Vi tar ett exempel dér vi anvdnder parnotationen for funktioner for att skapa maximal tydlighet.

Exempel: Lat f = {(1,z),(2,v),(3,2), (4,w)} och g = {(z,a), (y,b),(z,¢),(w,d)}. Da ger definitionen av
sammansattning att g o f ar given av

gof(1)=g(f(1)) =g(z) =a go f(2)=9g(f(2) =g(y) =b

gof(3)=g(f(3) =g(z) =c gof(4)=9g(f(4) =g(w)=d
sa att funktionen g o f blir {(1,a), (2,b), (3,¢), (4,d)}.
Det ar sallan som go f = f o g, i exemplet ovan sa existerar inte ens f o g sa den kan ju &nnu mindre vara

go f. Men dven om bada funktionerna f o g och go f existerar, sa ar det inte sa stor sannolikhet att de ar
samma funktion.

Vi introducerar nu ett formellt namn for den lattaste funktionen av allihop:

Definition: For vilken méngd som helst A sa introduceras identitetsfunktionen tp : A — A som den
funktion som uppfyller t4(z) = x for alla z € A. I termer av ordnade par har vi

ta=A(z,x) :z € A}.

Funktionen anses normalt ha domén = kodoman = A men vi kan ocksa anse att funktionen ar valdefinerad
om den har en storre kodomén dn A. Ibland utelamnas ocksé indexet A da det ar klart vilken méangd A ar.

Exempel: Identitetsfunktionen ¢ fungerar som en identitet nér den sétts samman med andra funktioner.
Tag till exempel funktionen f ovan given av f = {(1,z), (2,y), (3, 2), (4, w)}. Vad blir to f? Om vi skriver upp
den funktionen med parnotation far vi:

{(1,(F()), (2,(£(2))), B, e(£(3))), (4, (f(4)))} = {(1, £(1)), (2, £(2)), 3, F(3)), (4, f(4)}

eftersom vi alltid har ((y) = y for alla y. Men da ges funktionen av

{(1,£(1)),(2,£(2)), 3, F3)), (4, f(4)} = {(1,2),(2,9), (3, 2), (4,w)}
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som forstas bara ar f sjalv. Det betyder att to f = f. P4 samma sétt ser vi att for = f sa att vi tydligen har
tof=f= fou I detta resonemang ar det ingenting som &r speciellt med just funktionen f, det kan goras
med vilken funktion som helst s& vi har alltsa identiteten

vof=f=fou
for alla funktioner f. Det hir betyder som sagt ovan att ¢ sammansatt med andra funktioner beter sig precis

som talet 1 ndr det multipliceras med andra tal: 1-2 = x = x -1 {for alla x och det hér &r anledningen att vi
kallar ¢ identitetsfunktionen.

Nar dr tva funktioner samma funktion? Det ar latt att avgora det. Eftersom funktioner formellt sett &r
maéngder av par, och tva méangder ar lika precis da de innehaller samma element sa blir tva funktioner lika precis
da de har samma doméner, kodoméner och har samma bilder for varje argument, dvs f(x) = g(z) for alla z € A.

OVNINGAR

Finan Exempel 21.4, Exempel 21.7, Exempel 21.9

6. SAMMANSATTNING SOM EN OPERATION

Observera att med operationen sammanséattning sa har vi skapat en liknande situation som nér vi infort
andra operationer som konjunktion och disjunktion pa utsagor och union och snitt och liknande pa méngder.
Sammansattning av tva funktioner ger en ny funktion.

Vi har redan sett att funktionen ¢ fungerar som ett neutralt element vid sammanséttning och vi har ocksa
sett att sammanséttning inte ofta ar kommutativ (vi har alltsa inte ofta situationen fog = go f for funktioner).

En egenskap som sammanséattningsoperationen dock har ar associativitet. Associativitet for addition av tal
innebér att (a +b) + ¢ = a+ (b+ ¢) och det innebér att vi kan skriva a + b+ ¢. Vi formulerar detta som en
sats.

Sats: Sammanséattning av funktioner dr en associativ operation.

Bevis: Det som ska visas kan formuleras sa har:

(hog)of=ho(gof)
dar f, g och h ar godtyckliga funktioner som kan sittas samman pa detta sitt. Det betyder bara att funk-
tionerna f, g, h ar kompatibla, det vill siga om f : A — B, sa ar g definierad i B och om g : B — C, sa ar h
definierad i C, det vill sdga h: C' — D (fér nagon méngd D.)

Om vi anvander dessa namn pa méngderna som ar doméner och kodoméner tillhérandes funktionerna f, g, h
och betecknar elementen i A med x, elementen i B med y, elementen i C med z och elementen i D med u,
da blir beviset valdigt enkelt om vi observerar att for varje z € A géller att om vi bildar elementen y = f(x),
z = g(y) och u = h(z), da ar dessa tre element y, z, u alltid entydigt bestdmda for alla z. Det ar sa eftersom
vi arbetar med funktioner. Men vi behover forst lite terminologi, infér beteckningarna

wy for funktionen (hog)o f och we for funktionen ho (go f),

da har vi w; : A — D och wy : A — D och dessa tva funktioner vill vi visa dr en och samma. Att dessa
funktioner dr samma funktion ar precis uttalandet att

Ve e A:wi(z) = wa(x)
sa for att visa att detta géller sa antar vi motsatsen. Antag alltsa att det finns ett x € A med v’ = wq(z) #

u” = wa(x). Om vi skriver ut detta i detalj blir det v/ = wy(x) = ((hog)o f)(x) # (ho(go f))(z) = wa(z) = u".
Men vad ar v’ och u”? Vi gar till definitionen av sammansattning och far

u' = ((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) =Nh(g(f(x))) =h(g(y)) = h(z) = u
u” = (ho(go f))(z)=nh((go f)(x)) = hg(f(2))) = h(g(y)) = h(z) = u

sa att v’ och u” tydligen maste vara lika med ett gemensamt virde u, det var det hir vardet som var entydigt
bestamt for att vi arbetar med funktioner. Alltsa har vi v’ = u = »” men det motsidger antagandet. Slutsatsen
blir att det inte kan finnas nagot = € A med wy(z) # wa(x), alltsd maste vi ha Vo € A : wi(x) = we(x) vilket
ar precis samma sak som (hog)o f=ho(go f) och beviset ar klart.
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Slutligen formulerar vi bara en sats utan bevis:

Sats: Funktionerna f : A — B och g : B — A ar varandras inverser om och endast om go f = 14 och
fog=1s.

Exempel: Lat A vara mingden av alla positiva reella tal och lat B vara intervallet (0,1). Visa att
funktionerna f : A — B och g : B — A definierade av

ar varandras inverser.
Losning: Det racker att visa att fog=1tp och go f = 14.

1. For varje y € B (= intervallet (0,1)) har vi

1 1 1

(fog)(y)zf(g(y))z(g(y)2+1) :( %_1)2+1: i

1
1/(-)=y.
/( y)
Eftersom detta géller for alla y € B har vi visat att fog=1p.

2. For alla x € A (de positiva reella talen) har vi

(9 F)@) = g(f(2) = 4| — 1= \[1 /() 1= V2 11 T1=Val =1

f(z) z2+1
aterigen, eftersom x var godtyckligt har vi visat att go f = t¢4.

Eftersom bade fog=1tp och go f =14 géller sa drar vi slutsatsen att funktionerna maste vara varandras
inverser.

Om vi granskar beviset ovan for att en funktion har en invers om och endast om den é&r bijektiv sa foljer
det ocksa av det beviset att inversen &ar entydigt bestamd, sa vi kan tala om inversen till en funktion. Men
vi kan ocksa skapa ett bevis for entydigheten hos en invers genom att beakta sammansattningsoperationen, o.
Vi kan formulera oss sa hér:

Sats: Antag att funktionen f: A — B har en invers f~!: B — A. Da ar f~! entydigt bestdmd.

Bevis: Antag att det finns tva inverser, f; 1. B — Aoch fy L. B — A som alltsa bada uppfyller
fofit=v fofy'=1v filof=v fyilof=u

Da har vi

fit=wofit=(ftofofit=fto(fofi)=fitor=1fy"
och entydigheten av inversen &r visad genom ett rent méangdteoretiskt argument. (Vi har inte explicit angett
exakta definitionsméngder pa ¢ i beviset, men de ska uppfattas som att de finns dar implicit.)

OVNINGAR
Finan Problem 21.10 — Problem 21.16.
Awvsnittet om funktioner dar inte tankt att vara ett av de svarare avsnitten i kursen, det betyder att till detta

kapitel saknas blandade problem som dr av tentamenskaraktdr, det ar tankt att de problem som ges i kapitlet
redan dar av tentamenskaraktdr.



