KAPITEL 1 - LOGIK

Logik och méngdlara ar grundplatar for all matematik och darmed mycket betydelsefulla for teknologi och
ingenjorskonst, varfor vi behandlar dessa dmnen i tva inledande kapitel. Framstéallningen kommer att vara naiv
vilket betyder att vi antar att det gar att utveckla logik och méngdlara utgaende fran att vi som méanniskor
har en grundldggande uppfattning om vad logik och méangder &ar fér nagonting. Vi skulle kunna séga att vi
utgar fran att vi alla har ”sunt fornuft” och en av vara malsattningar i dessa tva forsta kapitel ar att sétta
detta sunda fornuft pa en mer stabil grund och hjéilpa oss att uttrycka oss klarare.

1. UTsSAGOR

I matematik befattar man sig ofta med studiet av vad som &r sant och vad som inte ar sant. Det cen-
trala i detta studium &r vad man brukar kalla utsagan. En utsaga ar en mening eller ordfoljd som har ett
sanningsvéarde, det vill séga antingen sant eller falskt. (Vi séger alltsa att "sant” och ”falskt” &r de tva san-
ningsvardena.) Vi tar ett par exempel pa meningar dar nagra &r utsagor och nagra inte &r utsagor.

Exempel: Meningar och ordfoljder som ar utsagor:
1) Jag &r en fisk (Falsk)

2) Manen &r en ost (Falsk)

3) 2+ 2 =4 (Sann)

4) Getter kan flyga (Falsk)

5) Getter har fyra ben (Sann)
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Exempel: Meningar och ordféljder som inte ar utsagor:

(1) Rock and roll

(2) Sikta pa tavlan!

(3) Tva liter mjolk, en ost och brdd.
(4) Detta pastaende é&r falskt.

Vi skulle kunna tro att skillnaden mellan ordféljder och meningar som &ar utsagor och de som inte &r utsagor
ar att i utsagan hdnder nagonting. Vi har ett subjekt och ett predikat. Och det rdcker ganska langt. De
forsta tre exemplen bland de som inte &r utsagor ar exempel pa ordfdljder utan subjekt och predikat sa de
kan inte vara utagor, det hénder ingenting hér, de &r inte pastdaenden. Observera dock att i sista exemplet sa
liknar meningen en utsaga, vi har ett subjekt och ett predikat, men denna mening kan dnda inte tilldelas ett
sanningsvarde. Fundera pa varfor det ar sa.

Vi kommer i detta inledande kapitel att anvinda bokstaver for att beteckna utsagor och utveckla en kalkyl
med dessa. Vi skulle till exempel kunna komma att beteckna utsagan ”Jag &r en fisk” med p eller nagon annan
bokstav. Vi gor en definition av utsaga dér vi infor en bokstav (p) for att referera till utsagan:

Definition 1.1: En utsaga &dr en mening, f6ljd av ord eller symboler som vi kan tilldela ett sanningsvérde.
Om p ar en utsaga séger vi att p dr falsk om p har sanningsvardet falsk och vi séger att p dr sann om p har
sanningsvardet sann.

Om vi laser texten i definitionen sa blir vi kanske forvirrade, det later som att vi inte infor nagonting nytt
hér och det ar ett uttryck for att framstéllningen ar naiv. Det kan darfor lata svart eller konstigt, men det ar
egentligen enkelt. I nagon mening ar det for enkelt. Nar man sétter logik och méngléra pa en stabil grund sa
ar det inte sa hér det gar till. Men en fullstdndigt valgrundad framstallning av logiken ligger tyvarr utanfor
ramen for denna framstéallning.

OVNING PA UTSAGOR

1.1.1. Vilka av nedanstaende fem meningar (a-e) &r utsagor? For de som &r utsagor, ange om de &r sanna

eller falska.
a. Sport &r intressant.

b. At upp maten!
c. 1+1=2.
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d. Alla manniskor har lika varde.
e. 1+1=56.

2. KONJUNKTION

Vi kommer nu stegvis att utveckla en kalkyl med utsagor. Denna kalkyl kallas satslogik och kommer att
involvera operationer som kan utféras pa utsagor. Vi ar vana vid att rdkna med tal, vektorer och matriser sa
att infora operationer pa utsagor ar inte alls mystiskt.

Den forsta operationen kallas konjunktion som innebér att vi av tva utsagor p och ¢ bildar den utsaga som
ar sann da precis bade p och ¢ ar sanna. Vi tar en definition:

Definition 1.2: Lat p och ¢ vara tva givna utsagor. Med konjunktionen av p och ¢ menas da den utsaga
som ar sann precis da bade p och ¢ ar sanna. Vi skriver konjunktionen av p och ¢ med p A q. Detta utldses ”p
och q” eller ” konjunktionen av p och q”.

Nar vi séger att "konjunktionen &r en operation pd utsagor” menar vi att operationen (konjunktionen) ger
en ny utsaga som resultat. Det hér &r precis som med tal (eller andra matematiska objekt), vi skulle kunna
séga att "multiplikation ar en operation pa tal” och da menar vi att multiplikationen ar en operation som tar
tva tal och ger ett nytt tal (produkten) som resultat, till exempel kan vi ta talen 2 och 3 och operationen
"multiplikation” ger oss da resultatet 6. Vi studerar ett exempel med utsagor som illustrerar samma princip:

Exempel: Beteckna utsagorna fran det tidigare exemplet med p, g, r, s och t, det vill sdga lat:

p = 7Jag ar en fisk”

g = ”Manen &r en ost”
r="242=4

s = 7 Getter kan flyga”

t = 7 Getter har fyra ben”

Vi gar igenom olika varianter pa konjunktioner mellan dessa utsagor.

Konjunktionen mellan den falska utsagan p = ”Jag &r en fisk” och den falska utsagan ¢ = "Manen é&r en ost”
blir pAq = ”Manen &r en ost och jag ar en fisk.” Detta &r en utsaga som vi uppfattar som falsk. Konjunktionen
mellan tva falska utsagor ger alltid en falsk utsaga som resultat.

Konjunktionen mellan den falska utsagan p = ”Jag &r en fisk” och den sanna utsagan r = 72 + 2 = 4” ar
p Ar ="Jag ar en fisk och 2 + 2 = 4”. Detta ar en utsaga som vi ocksa uppfattar som falsk. Visserligen &r
242 = 4 men att havda att bade "2+ 2 = 4” och ”Jag ar en fisk” resulterar i en falsk utsaga. En konjunktion
mellan en falsk och en sann utsaga ger alltid en falsk utsaga som resultat.

Konjunktionen mellan de tva sanna utsagorna r = "2 + 2 = 4” och ¢ = ”Getter har fyra ben” ar r At =
72 4+ 2 = 4 och getter har fyra ben”. Detta &dr en utsaga som vi uppfattar som sann. Konjunktionen av tva

sanna utsagor ger alltid en sann utsaga.

Vi kan sammanfatta ovanstaende exempel i en sa kallad sanningstabell (tabell 1) som géller for alla utsagor
p och ¢. Sanningstabellen beskriver hur konjunktionen fungerar allmént.

TABLE 1. Sanningstabell for konjunktionen

L » | q¢ [prq]
Sann | Sann | Sann
Sann | Falsk | Falsk
Falsk | Sann | Falsk
Falsk | Falsk | Falsk

Samtliga olika mojliga kombinationer av tilldelningar av sanningsvérden hos p och ¢ undersoks i tabellen.
Eftersom vi har tva utsagor finns det 4 mojligheter av kombinationer av tilldelningar av sanningsvéarden till p
och ¢ och dérfor finns det 4 rader i denna sanningstabell.
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OVNING PA KONJUNKTIONEN

1.2.1. Fyra av meningarna i évning 1.1.1 ar utsagor. Kalla dessa utsagor u; , us , us och uy. Formulera

konjunktionerna mellan varje par av utsagor (u; A ug, u; Aus och sa vidare.) Ange ocksa om de &r sanna eller
falska.

3. DISJUNKTION

Disjunktionen &r den utsaga som ar sann da nagon eller badadera av de bada ingaende utsagorna ar sanna.
Vi formulerar det ordentligt i en definition:

Definition 1.3: Lat p och ¢ vara tva givna utsagor. Med disjunktionen av p och ¢ menas da den utsaga
som &r sann precis da nagon eller badadera av p och ¢ ar sanna. Vi skriver disjunktionen av p och ¢ med pV q.
Detta utlases "p eller q” eller ”disjunktionen av p och ¢”.

Vi gar till det tidigare exemplet igen och studerar vi hur sanningsvérdet i en disjunktion paverkas av san-
ningsvéardena hos de ingdende utsagorna.

Disjunktionen mellan den falska utsagan p = ”Jag ar en fisk” och den falska utsagan ¢ = ”Manen ar en ost”
blir pV ¢ = ”Manen &r en ost eller jag ar en fisk.” Detta ar en utsaga som vi uppfattar som falsk. Disjunktionen
mellan tva falska utsagor ger alltid en falsk utsaga som resultat.

Disjunktionen mellan den falska utsagan p = ”Jag &ar en fisk” och den sanna utsagan r = "2 4+ 2 = 4”7 ar
pVr ="Jag ar en fisk eller 2 + 2 = 4”. Detta &r en utsaga som vi uppfattar som sann. Visserligen ar jag inte
en fisk, men att 2 + 2 = 4 &r sant, det vet vi. Vad vi hivdar i p V r ar att atminstone en av p och r ar sann
och det &r alltsa fallet hér (r &r ju sann). En disjunktion mellan en falsk och en sann utsaga ger alltid en sann
utsaga som resultat.

Disjunktionen mellan de tva sanna utsagorna r = "2 4+ 2 = 4”7 och t = ”Getter har fyra ben” ar r vVt =72
+ 2 = 4 eller getter har fyra ben” som &ar en utsaga som vi uppfattar som sann. Disjunktionen av tva sanna
utsagor ger alltid en sann utsaga.

Och motsvarande sanningstabell som beskriver hur disjunktionen fungerar allmant ges i tabell 2.

TABLE 2. Sanningstabell for disjunktionen

L p» | g [pVa]|
Sann | Sann | Sann
Sann | Falsk | Sann

Falsk | Sann | Sann
Falsk | Falsk | Falsk

OVNING PA DISJUNKTIONEN

1.3.1. Go6r om 6vning 1.2.1, men bilda nu istallet disjunktionerna mellan varje par av utsagor bland
utsagorna w1, us, uz och uy.

4. NEGATION

Disjunktioner och konjunktioner ar operationer som involverar tva utsagor och bada dessa operationer ger
en ny utsaga. Det finns emellertid en annan operation som bara involverar en enda utsaga: Vi kan ta en
utsaga och véanda pa dess sanningsvéirde och darmed fa en ny utsaga. Att gora detta brukar i matematiska
sammanhang kallas for att "negera”, eller ”invertera”, precis som nar vi multiplicerar ett tal med —1 eller
inverterar en matris. Vi tar en definition:

Definition 1.4: Lat p vara en given utsaga. Med negationen av p menas da den utsaga som har motsatt
sanningsvarde mot p. Vi skriver negationen med —p och detta uttalas ”icke p” eller ” negationen av p”.

Vi ger sanningstabellen direkt i tabell 3.
Vi kan studera negationerna av nagra av utsagorna som vi arbetat med tidigare. Lagg mérke till hur san-
ningsvérdet skiftas fran sann till falsk och tvartom.



4 KAPITEL 1 - LOGIK
TABLE 3. Sanningstabell for negationen

Sann | Falsk
Falsk | Sann

Om vi negerar p = ”Jag &r en fisk” (Falsk) sa far vi -p = ”Jag &r inte en fisk” (Sann).
Om vi negerar ¢ = "Manen &r en ost” (Falsk) sa far vi ¢ = ”Manen &r inte en ost” (Sann).

Om vi negerar 7 = "2 + 2 = 4” (Sann) sa far vi -r = 72 4+ 2 # 4”7 (Falsk).

OVNING PA NEGATIONEN

1.4.1. Gor om G6vning 1.2.1, men bilda nu negationerna av utsagorna uj, ug, us och uy.

5. IMPLIKATION

Disjunktion, konjunktion och negation kan tolkas som operationer pa utsagor. Vi har p och ¢ som &r tva
utsagor och kan bilda de nya utsagorna p A ¢ , pV ¢ och —p samt —q. Som vi sett i sanningstabeller ar dessa
utsagor andra utsagor &n p och ¢ eftersom deras sanningsvarden inte Gverensstaimmer i den meningen att de
har exakt samma kolumner i sina respektive sanningstabeller. Till exempel ser vi i tabell 1 att kolumnen for
p ar ”Sann, Sann, Falsk, Falsk” medan kolumnen fér p A ¢ ar ”Sann, Falsk, Falsk, Falsk”.

Vi ska nu infora ytterligare en operation mellan tva utsagor som dels forstas dr en operation men som ocksa
kan ges en annan tolkning: ett orsakssammanhang. Den kallas implikationen och vi infér den via en definition
dér vi formulerar oss i termer av orsakssammanhang:

Definition 1.5: Lat p och ¢ vara tva givna utsagor. Med implikationen p — ¢ , menas da den utsaga
som ar sann precis da ¢ foljer av p. Implikationen, p — ¢ , utldses ”p medfor q” eller ”q foljer av p” eller
7 implikationen p medfor ¢”. Utsagan p kallas implikationens forled och ¢ kallas implikationens efterled.

Vi ska spendera en del tid med att tolka den har definitionen. Vad menas med att "¢ foljer av p”? Med
implikation vill vi uttrycka ett orsakssammanhang. Implikationen p — ¢ ar sann om foljande galler: ¢ ar sann

ndrhelst p &r sann. Om vi sdtter upp en sanningstabell for att uttrycka detta far vi tabell 4.

TABLE 4. Sanningstabell for implikationen

L » [ ¢ [pP—q]
Sann | Sann | Sann
Sann | Falsk | Falsk
Falsk | Sann | Sann
Falsk | Falsk | Sann

Vi ska analysera varje rad i denna tabell.

Forsta raden. Hér ar p sann, ¢ ar sann och ocksa p — ¢ ar sann. Det dr da naturligt att lata p — ¢ bli sann
eftersom bade p och ¢ ar sanna. Da ar det ju uppfyllt att ”¢ 4r sann nérhelst p dr sann.

Andra raden. Hér &ar p sann, ¢ ar falsk och p — ¢ ar falsk. Hér ges implikationen p — ¢ vardet falsk eftersom
p ar sann, men trots det ar inte g sann. Da &ar det inte uppfyllt att "¢ ar sann ndrhelst p &r sann och darfor
ges alltsa implikationen p — ¢ vérdet falsk pa den héar raden.

Exempel: En affar hivdar foljande: ”Om du handlar for mer &n 1000 kronor far du 5% rabatt”. Hér kan
man siga att affaren havdar att en implikation ar sann. Forledet i implikationen blir p = ”Du handlar for
mer an 1000 kronor”. Efterledet blir ¢ = ”Du far 5% rabatt”. Det affaren havdar ar alltsa att p — ¢ ar Sann.
Antag att du da ar kund i affdren och verkligen handlar for mer &n 1000 kronor. Om du da av nagon anledning
inte far de utlovade 5%:en i rabatt sa skulle man kunna havda att affaren ljuger. Implikationen p — ¢ ar
saledes falsk eftersom det faktum att forledet (p) var sant inte gav att efterledet (q) ocksa blev sant.
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Tredje och fjirde raden. Pa bade tredje och fjarde raden i sanningstabellen véaljer vi att tilldela implikatio-
nen p — ¢ vardet sann. Detta &r for att p pa dessa tva rader har virdet falsk. Oavsett vilket varde g da antar,
sann eller falsk, sa véaljer vi att tilldela implikationen p — ¢ vardet sann. For att lattare forsta varfor vi gor pa
detta sitt kan vi komma ihag att implikationen p — ¢ inte befattar sig med vare sig ps eller ¢s sanningsvarden.
Utsagan p — ¢ yttrar sig bara om ett orsakssammanhang. Det implikationen séger &r att om p &r sann sa ska
q vara sann. Vi siger ingenting direkt om hur det ska vara da p &r falsk. Eftersom en utsaga maste vara sann
eller falsk far vi da bestdmma oss for ett sanningsvarde hos p — ¢ ocksa da p ar falsk. Det visar sig att det
passar logiskt béast om vi tilldelar p — ¢ vérdet sann nérhelst forledet p ar falskt. Vi kommer att forsta detta
béttre i de féljande avsnitten nér vi satter ihop begreppen som vi nu stegvis infér. Om du tycker att rad 3 och
4 i sanningstabellen &r konstiga sa lat det bara vara ett tag, sd& kommer det att klarna snart.

OVNING PA IMPLIKATIONEN
1.5.1. GOr aterigen om 6vning 1.2.1, men bilda nu implikationerna mellan varje par av utsagor bland ut-

sagorna uj, ue, ug och uy.

Dessa implikationer kan komma att se lite (0jliga ut och du far forstas gora sa mycket som kdnns meningsfullt
— det kommer mer meningsfulla évningar senare!

6. EXVIVALENS

Ekvivalens &r ett ord bildat av tva ord ekvi som betyder "lika” och wvalens som betyder ”vérde”. Ekvivalens
betyder alltsa likvérdig och tva utsagor ar ekvivalenta om de har samma sanningsvérden. Vi ger en definition.

Definition 1.6: Lat p och ¢ vara tva givna utsagor. Med ekvivalensen p <> ¢, menas da den utsaga som &ar
sann precis da p och ¢ har exakt samma sanningsviarden. Ekvivalensen, p <+ ¢, utlises "p dr ekvivalent med

q” eller ” Ekvivalensen p och q” eller "p ekvivalent med q”.

Vi ger en sanningstabell direkt i tabell 5.

TABLE 5. Sanningstabell for ekvivalensen

| » | ¢ |peq]
Sann | Sann | Sann
Sann | Falsk | Falsk
Falsk | Sann | Falsk
Falsk | Falsk | Sann

Av tabell 5 framgar att p <> ¢ &r sann precis da p och ¢ har exakt samma sanningsvérde: Sa fort san-
ningsvardet av p och ¢ skiljer sig at (som &r fallet pa rad 2 och 3) far p <» ¢ vérdet falsk och pa de rader dar
sanningsvardena av p och g 6verensstdmmer (som ar fallet pa rad 1 och rad 4) sa tilldelas p <> ¢ véardet sann.

OVNING PA EKVIVALENSEN

1.6.1. GoOr aterigen om Ovning 1.2.1, men bilda nu ekvivalenserna mellan varje par av utsagor bland ut-
sagorna uq, usg, ug och us. Hur manga ekvivalenser blir det jamfért med antalet implikationer i forra 6vningen?

7. ATT KOMBINERA FLERA KONNEKTIV I SAMMA UTSAGA

Alla operationer som vi studerat hittills, disjunktion, konjunktion, implikation och ekvivalens kallas med
andra ord for logiska konnektiv eller bara konnektiv. Vi har hittills infort fem konnektiv: konjunktion, disjunk-
tion, negation, implikation och ekvivalens. Etymologin for ordet ”konnektiv” forefaller vara ganska uppenbar,
det engelska ordet connect betyder ju att forbinda och ett konnektiv kan férbinda tva utsagor. Undantaget &r
negationen som ju inte forbinder tva utsagor utan opererar pa endast en utsaga. Negationen kallas dndéa for
ett konnektiv.

Nér vi nu har flera konnektiv som kan operera pa utsagor och skapa nya utsagor sa uppkommer mojligheten
att kombinera flera olika konnektiv i samma utsaga. Vi behdver da vara noggranna sa att vi inte skapar
tvetydigheter. Vi kan illustrera detta genom att betrakta en mening skriven pa naturligt sprak:

Jag dr forkyld och korkad eller trétt.
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Om vi inte &r noggranna sa skulle vi till exempel kunna skriva sa hér:
pAgVr

och tro att det skulle kunna vara en formalisering av ovanstaende mening dar vi har de tre utsagorna p = ”Jag
ar forkyld”, ¢ = ”Jag ar korkad” och r = ”Jag ar trott”.

Hér uppstar problemet med tvetydighet. Problemet kommer fran det naturliga spraket for om jag siger Jag
ar forkyld och korkad eller trétt sa kan det tolkas pa tva sitt dir den forsta tolkningen &ar att jag egentligen
menar

Jag dr forkyld. Men dessutom dr jag ocksa korkad eller trott
och den héar utsagan skulle fa den satslogiska formaliseringen
pA(gVr).
Den andra tolkningen skulle kunna formuleras sa hér:
Jag dr forkyld och korkad. Eller sa dr jag trétt.

Och den hér meningen fa da den satslogiska formaliseringen

(pAgq)Vr.

Rent satslogiskt maste vi alltsa inféra parenteser da vi tecknar utsagor som innehaller konnektiven A och V.
Det hér skiljer sig fran situationen med till exempel multiplikation och addition. Om vi skriver 4 -5 + 13 sa
ar det bestdmt att vi menar att multiplikationen ska utforas férst. Sa nédr vi berdknar virdet av uttrycket
4-54 13 sa blir det 20+ 13 som &ar 33. Om vi skulle vilja utféra additionen forst sa maste vi infora parenteser
och skriva 4 - (54 13) och nu far uttrycket istéllet vérdet 4 - 18 som &r 72.

For att ytterligare klargora detta kan vi studera de satslogiska uttrycken p A (¢ V r) och (p Ag) Vr ien
sanningstabell. I tabell 6 forekommer kolumnerna for de uttrycken langst till héger och vi ser klart och tydligt
att de inte ar ekvivalenta eftersom de har olika kolumner av sanningsvérden. Vi har i tabellen fetmarkerat de
sanningsvarden som skiljer sig at.

TABLE 6. Sanningstabell for uttrycken p A (¢ V r) och (p Agq)Vr

[ p [ a [ v [prafqvr]pr(gVvr)[(pAg Vr]
Sann | Sann | Sann | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Sann | Falsk | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Sann | Falsk | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Falsk | Falsk | Falsk Falsk Falsk
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann Falsk Sann
Falsk | Sann | Falsk | Falsk | Sann Falsk Falsk
Falsk | Falsk | Sann | Falsk | Sann Falsk Sann
Falsk | Falsk | Falsk | Falsk | Falsk Falsk Falsk

Det heltackande begreppet som ratar ut alla fragetecken i sammanhanget kallas precedens. En synonym till
detta ord ar foretrdade. Olika operatorer har olika hog precedens och ju hogre precendens en operator har, desto
tidigare ska dess verkan berdknas — den har da foretrade framfoér andra operationer.

Da det géller vanliga tal sa har vi ett antal operatorer med olika precedens: unért minus (alltsa multiplikation
med —1 (hogst precedens), multiplikation (nést hogst precedens) och slutligen addition (lagst precedens). Ett
annat bra ord som beskriver vad det ar fragan om hér ar prioritet. Om vi till exempel vill berdkna uttrycket
3-4—5-(342) sa gor vi sa hér. Den operator som har hégst precedens dr unért minus och vi berdknar alltsa
den forst. Uttrycket far da formen

3-44(=5)-(34+2).
Normalt sett téanker vi kanske inte pa ”unért minus”, vi ser istéllet minustecknet och ténker ”subtraktion”,
men subtraktion dr ju ingenting annat &n att vi adderar —1 multiplicerat med nagonting. Né&st pa tur ar
multiplikation och da ser vi att vi ska utféra 3 - 4 sa uttrycket far formen
12+ (=5) - (3+2).

I nésta steg sa ser vi att vi har infort parenteser, det innebér att precedensordningen ska upphévas och addi-
tionen mellan 3 och 2 (som star innanfor parenteserna) ska ges hogre prioritet (precedens) &n multiplikationen
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som star utanfor parenteserna. Det betyder alltsa att additionen av 3 och 2 utfors i nsta steg som alltsa ger
oss uttrycket

12+ (=5)-5
och nu utfér vi multiplikationen (—5) - 5 som ger att uttrycket far den néstan slutliga formen 12 + (—25) och
efter den sista additionen utforts far vi slutresultatet —13. (Den sista additionen skulle ocksa kunna tolkas
som subtraktionen 12 — 25.)

I tabell 7 anges alla precedenser fér de vanliga operatorerna pa vanliga tal, undrt minus, multiplikation och
addition.

TABLE 7. Precedenser for aritmetiska operationer

| Operator | Namn | Antal operander | Effekt | Exempel | Precedens |
— Unéart minus 1 Byter tecken pa operanden —(5) = -5 Hogst
Multiplikation 2 Bildar produkten av operanderna | 3-4 =12 | Nast hogst
+ Addition 2 Bildar summan av operanderna | 3+4 =7 Lagst

Det kan kanske kénnas lite forvirrande med unédrt minus, men vi kommer att se att det ar lampligt att
betona den operatorn eftersom den har viktiga motsvarigheter i logiken (i form av negationen) men &ven i
méngdlaran (i form av den sa kallade komplementmdngden).

I tabell 8 ser vi motsvarande 6versikt av Gver precedenserna for logiska konnektiv.

TABLE 8. Precedenser for logiska konnektiv

| Operator | Namn | Antal operander |
- Negation 1
A,V Konjunktion och disjunktion 2
—, & Implikation och ekvivalens 2

Av utrymmesskal kan inte tabell 8 blir sa omfattande som tabell 7 men tabellerna dr uppbyggda pa samma
sitt: ju hogre precedens, desto hogre upp i tabellen finns operatorn. Val att mérka i tabell 8 ar att konjunktion
och disjunktion har samma precedens och det ar anledningen till att vi maste anvinda parenteser om en utsaga
ar skapad med bade konjunktion och disjunktion. Ett uttryck av typen

pAgVrT

ar alltsa inte ens lagligt i satslogiken, det ar inte ens en utsaga. For att fa en utsaga maste, som vi sag tidigare,
parenteser inforas sa att vi har antingen (p A q) V r eller pA (g V 7).
Vidare ser vi att implikationen och ekvivalensen har lagre precedens sa uttryck av typen

p—>qVr

dr lagliga och utsagan ovan ar alltsa en implikation dér forledet ar utsagan p och efterledet ar utsagan gV r.

OVNINGAR

1.7.1. Skapa en sanningstabell for de logiska uttrycken p A ¢, p A =g, =p A ¢ och =p A =q. (De kan alla
rymmas i samma tabell. Det &r bra att addera kolumner fér —p och —¢ i denna tabell.)

1.7.2. Skapa en sanningstabell for de logiska uttrycken pV ¢, pV =g, =p V ¢ och =p V —q. (De kan alla
rymmas i samma tabell. Det &r bra att addera kolumner fér —p och —¢ i denna tabell.)

1.7.3. Studera kolumnerna i sanningstabellerna horande till 6vningarna 1.7.1 och 1.7.2. Vilka slutsatser
kan du dra pa basis av inspektion av dessa kolumner?

1.7.4. Skapa en sanningstabell for de logiska uttrycken p — ¢, p — —¢q, =p — q och =p — —¢q. Studera
kolumnerna och jamfér dem med kolumnerna i sanningstabellerna horande till Gvning 1.7.2. Vilka slutsatser
kan du dra?

1.7.5. Skapa en sanningstabell for utsagan p — g A —r.

1.7.6. Skapa en sanningstabell for utsagan p A (¢ — —r V s).
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8. SANNINGSTABELLEN SOM VERKTYG

Titta tillbaka pa tabell 6. Vi anvénde den for att dvertyga oss om att utsagorna pA (qVr) och (pAq)Vr inte
var ekvivalenta. Det betyder att tabellen sjilv var ett instrument med vars hjalp vi kunde sikerstilla nagonting
som sedan géller generellt. Det vi gjorde da var att skapa nagonting som kallas ett bevis och det kommer att
var en stor del av den héar framstallningen: studiet av hur vi kan sékerstélla allméngiltiga sanningar, eller med
ett annat ord bevisforing.

Betrakta nu tabell 9. Har har vi sanningstabeller for de fyra utsagorna p — ¢, ¢ — p, (p — ¢) A (¢ — p) och
p<<q.

TABLE 9. Sanningstabell for p — ¢ med mera.

L p» | a4 [p=qla=p|=9Nlg—p)|peq]
Sann | Sann | Sann | Sann Sann Sann
Sann | Falsk | Falsk | Sann Falsk Falsk
Falsk | Sann | Sann | Falsk Falsk Falsk
Falsk | Falsk | Sann | Sann Sann Sann

Som tredje kolumn i tabell 9 ser vi implikationens sanningsvarden, ”Sann, Falsk, Sann, Sann”. Vi hade
tidigare en kommentar om att de tva sista sanningsvardena pa rad 3 och 4 kanske var lite mérkliga, varfor ska
implikationens sanningsvérde antas vara sann da forledet (p) &r falsk?

Men i denna tabell kan vi se precis varfor implikationen har den héar strukturen. Vi finner denna klarhet
genom att bilda den sa kallade omwdndningen till implikationen p — ¢, omvéandningen ar da utsagan ¢ — p,
alltsa p och ¢ har bytt roller. Dess sanningstabell finner vi i den fjarde kolumnen och sanningsvirdena dér
dr da ”Sann, Sann, Falsk, Sann”. Dessa tva kolumner (den tredje och den fjarde) beskriver nu fér oss hur
implikationerna p — ¢ och ¢ — p fungerar. Dessa tva kolumner specificerar alltsa orsakssammanhang mellan p
och ¢. Antag nu att vi havdar att bade p — ¢ och ¢ — p ska vara uppfyllda. Innan vi tittar i sanningstabellen
kan vi forst reflektera 6ver vad det skulle innebara. Om p skulle medféra g och g skulle medfora p — det skulle
innebéra att p och ¢ &r mycket tdtt sammanspunna. Och om vi nu tittar pa den femte kolumnen som just
studerar (p — q) A (¢ — p) sa ser vi att den ar exakt samma kolumn som for ekvivalensen p <> q. Att ”p och ¢
ar mycket tatt sammanspunna” motsvarar alltsa precis att de ar ekvivalenta. Och hér finner vi da férklaringen
till varfér vi maste ha ”Sann, Falsk, Sann, Sann” i kolumnen fér sanningstabellen fér implikationen, det ar
precis den tilldelningen av sanningsvirden som ger oss egenskapen att (p — ¢) A (¢ — p) och p <+ ¢ har samma
sanningsvarden. Vi ska senare infora en term for detta: om tva utsagor har samma kolumns i en sanningsta-
bell som studerar alla mojliga tilldelningar av sanningsvarden av de ingaende delarna av utagorna sa kallas de
logiskt ekvivalenta. (Vi skulle d&ven kunna tagit (p — ¢) A (¢ — p) som en definition av p < q.)

Vi ska nu bygga sanningstabeller for de logiska uttrycken —p A =g samt —(p V ¢) och se att dessa i sjilva
verket ar logiskt ekvivalenta. Betrakta tabell 10.

TABLE 10. Sanningstabell for —p A =g och =(p V q)

[ p | a [pva] » | ~q¢ [-pA~q[-(pVq]
Sann | Sann | Sann | Falsk | Falsk | Falsk Falsk
Sann | Falsk | Sann | Falsk | Sann | Falsk Falsk
Falsk | Sann | Sann | Sann | Falsk | Falsk Falsk
Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann Sann

Tabell 10 illustrerar hur vi skapar en sanningstabell for storre komplicerade uttryck formerade med logiska
konnektiv. Tabellen skapas i steg. Forst anges de tva forsta kolumnerna med alla mdjliga kombinationer av
tilldelningar av sanningsvérden till utsagorna p och g. Det finns 4 sddana mdojligheter och det innebéar att hela
tabellen far 4 rader. Vi viljer sedan att skapa en kolumn dér vi anger sanningsvardena for disjunktionen pV gq.
Detta &r inget annat &n tabell 2 upprepad som en del av tabell 10. Sedan bildar vi kolumner dar vi studerar
sanningsvardena hos —p respektive —¢. Dessas sanningsvarden ar forstas framtagna helt i analogi med tabell
3. Nu har vi flera komponenter och vi kan fortsitta studera sanningsvérdet av de mer komplicerade uttrycken
—p A =q och =(pV q). Det forsta uttrycket, =p A =g, &r en konjunktion mellan —p och —¢. En konjunktion &r
sann precis da bada ingaende utsagor ar sanna. Detta intraffar endast pa 4:e raden varfor —p A —q tilldelas
vardet sann pa 4:e raden och vardet falsk pa samtliga andra rader. Den sista kolumnen anger sanningsvérden
for =(pV ¢) som ar negationen av uttrycket som studeras i tredje kolumnen. For att fa sista kolumnen behover
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vi darfor bara negera sanningsvérdena fran tredje kolumnen och det ger oss virdet sann péa sista raden och
vardet falsk pa de andra raderna. Betrakta nu de tva sista kolumnerna i tabell 10. De &r identiska! Bada
lyder ”Falsk, Falsk, Falsk, Sann”. Eftersom tabell 10 dr en sanningstabell som underscker sanningsvérdena for
uttrycken —p A =g och —(p V q) for alla mojliga tilldelningar av sanningsvéarden till p och ¢ och dessa uttryck
har identiska kolumner sa maste alltsa dessa tva utsagor alltid ha samma sanningsvarde, det vill sdga de maste
vara ekvivalenta. Av tabell 10 kan vi alltsa dra slutsatsen (—p A —q) <> =(pV q) och detta utgor alltsa ett bevis
for denna allméngiltiga lag (det ar en variant av DeMorgans lag).

OVNINGAR SAKNAS PA DETTA AVSNITT

Ovningarna i foregiende avsnitt déir du frigades efter vilka slutsatser du kunde dra pd basis av sanningsta-
bellernas utseende dr egentligen mer tillhorande detta avsnitt, sa det kan wvara bra att ga tillbaka till de
ovningarna nu nar du ldst detta avsnitt.

9. LOGISKA HARLEDNINGSREGLER

Problemstéllningar inom logik formuleras ofta genom att vi anger ett antal férutséttningar och stéller oss
fragan ”vilken slutsats kan dras av dessa forutsattningar?” Ett annat ord for ”forutséttning” som vi kommer
att anvanda ar premiss.

Ett annat ord som ligger mellan orden 7slutsats” och ”problemstéllning” &r ”slutledning” och en prob-
lemstéllning inom logik dér fragan stélls ”vilken slutsats kan dras?” formuleras ofta med orden ” Ar foljande

slutledning korrekt”. Sedan anges premisserna och den pastadda slutsatsen. Vi tar ett exempel.

Exempel: Ar f5ljande slutledning korrekt?

1. pVg
2. —q
p

Hér anges forst premisserna som ar tva utsagor, p V ¢ och —¢, numrerade med 1 och 2. Sen dras ett streck
och under strecket skrivs symbolen .'. som betyder slutsats. Efter slutsatstecknet anges vad den pastadda
slutsatsen ar och i exemplet dr den alltsa p.

Med den hér notationen anger vi alltsa situationen da vi har givet att de tva utsagorna p V q och —q ar
sanna och vi fragar oss da om vi kan dra slutsatsen p. Det kommer att visa sig att vi kan dra slutsatsen p
fran de tva givna premisserna men det kommer ocksa att visa sig att det héir ar en sa vanligt férekommande
situation av premisser att vi vill ge den héar slutledningen ett allmént namn. Vi kommer da att kalla det héar
for en slutledningsregel och den kommer att ha det lite markvérdiga namnet Disjunktiv Syllogism.

Ordet syllogism betyder ”harledningsregel som involverar tva utsagor” och kommer fran grekiskan och de
gamla grekerna (med Aristoteles i spetsen) var mycket tidiga med att formalisera logiskt tdnkande, och den
logik som ligger som grund for modern vetenskap (och dédrmed ingenjorskonsten) kommer dérifran.

I de foljande delavsnitten ska vi studera Disjunktiv Syllogism men &ven andra héarledningsregler och motivera
deras giltighet dels genom sa kallat ”sunt fornuft” men ocksa med mer formella resonemang med sanningsta-
beller.

9.1. Disjunktiv Syllogism.

For alla utsagor p, ¢ ar foljande slutledning alltid korrekt:

1. pVgq
2. —q
p

Vi ska forst Gvertyga oss om att slutledningen ar korrekt genom att bara resonera kring vad det hela betyder.

Den forsta premissen séger att p eller ¢ har vardet sann. Den andra premissen séger att ¢ inte ar sann. Vad
kan vi dra for slutsats om p? Nagot som vi i dagligt tal brukar kalla ”uteslutningsprincipen” séger oss att p
maste vara sann. Varfor det? Jo, premiss 1 séger att nagon av p och ¢ maste vara sann. Premiss 2 séger att
det inte dr ¢q. Da &r det bara p kvar som saledes maste vara sann.
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En annan bendmning pa Disjunktiv Syllogism skulle alltsd kunna vara ”uteslutningsprincipen” och resone-
manget ovan ar en fullgod motivering till varfér slutledningen alltid &r korrekt. Vi ska emellertid &ven anvinda
sanningstabeller for att motivera héarledningsregler. Det kommer ocksa att vara en generall metod med vilken
vi teoretiskt sett kan underscka vilka slutledningar som helst.

I tabell 11 har vi skapat en speciell sanningstabell for att motivera Disjunktiv Syllogism.

TABLE 11. Sanningstabell for Disjunktiv Syllogism (Uteslutningsprincipen).

| P | q | —q | pVq | Uppfyllda premisser |
Sann | Sann | Falsk | Sann 1
Sann | Falsk | Sann | Sann 1,2
Falsk | Sann | Falsk | Sann 1
Falsk | Falsk | Sann | Falsk 2

Vi har adderat en 5:e kolumn dér vi indikerar var var och en av premisserna ar uppfyllda. Kolumnen
rubriceras helt enkelt ”Uppfyllda premisser”. Betrakta nu den forsta premissen, 1. p V ¢. Den ar uppfylld pa
forsta, andra och tredje raden. Vi har indikerat att forsta premissen ar sann genom att skriva 1:or i kolumnen
for ”Uppfyllda premisser” pa dessa rader. Vi har gjort likadant med andra premissen, (alltsa 2. —¢) som &r
uppfylld pa andra och fjarde raden varfor vi har 2:or pa dessa rader i kolumnen fér ” Uppfyllda premisser”. Pa
de rader dar bada premisserna ar uppfyllda finner vi den information om vilka slutsatser som kan dras om ps
och gs sanningsvarden. Det ar bara en rad dir bada premisserna ar uppfyllda och hér ar den andra raden. Pa
denna rad avlédser vi att p har viardet sann och det blir saledes var slutsats. (Vi har fetmarkerat virdet Sann
i ps kolumn léngst till vinster dar vi avldste ps sanningsvérde.)

9.2. Modus Ponens.

En av de allra enklaste (och viktigaste!) hérledningsreglerna kallas Modus Ponens och den lyder sa hér:

1. p—q
2. p
Loq

Alltsa om ¢ foljer av p och vi vet att p ar sann, ja da kan vi dra slutsatsen att g &r sann. Detta ar nagot som
vi uppfattar som sjalvklart. Vi ska emellertid bevisa denna hérledningsregel med hjélp av en sanningstabell.

TABLE 12. Sanningstabell for Modus Ponens.

| » | ¢ [p— q]|Uppfyllda premisser |
Sann | Sann | Sann 1,2
Sann | Falsk | Falsk 2
Falsk | Sann | Sann 1
Falsk | Falsk | Sann 1

I tabell 12 studerar vi hur sanningsvardena horande till premisserna 1. p — g och 2. p samverkar till att ge
oss den slutsats vi hdvdar dr sann. Vi noterar som forut i kolumnen ” Uppfyllda premisser” att implikationen,
som &r var forsta premiss, dr sann pa forsta, tredje och fjarde raden. Vi noterar i samma kolumn de rader
dér den andra premissen ar uppfylld vilken &r p som har vardet sann pa forsta och andra raden. De rader dér
bada premisserna har vardet sann &r den forsta raden. Vi gar in och ser att ¢ pa denna rad &r sann vilket
innebér att vi visat att premisserna ger att ¢ blir sann. Som ovan har vi i gs kolumn fetmarkerat det aktuella
sanningsvérdet (som &r Sann).

9.3. Modus Tollens.

En annan enkel och mycket kraftfull harledningsregel kallas Modus Tollens och den lyder sa har:

1. p—q
2. —q
- . —p

Och ett allménnt resonemang som motiverar denna regel kan lyda sa hér: Om ¢ foljer av p och vi vet att ¢
ar falsk, ja da kan inte p vara sann, fér om p hade varit sann sa kunde inte ¢ vara falsk. Det &r en fullstandigt
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godtagbar motivation och kan uppfattas som ett bra bevis for att Modus Tollens haller. Men vi skapar dnda
en sanningstabell som kan anvéndas for att Gvertyga oss om att denna regel haller. Sanningstabellen ar given
i tabell 13.

TABLE 13. Sanningstabell for Modus Tollens.

| P | q | p—q | —q | -p | Uppfyllda premisser
Sann | Sann | Sann | Falsk | Falsk 1
Sann | Falsk | Falsk | Sann | Falsk 2
Falsk | Sann | Sann | Falsk | Sann 1
Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann 1,2

I tabell 13 ser vi hur —p ar sann da bada premisserna ar uppfyllda vilket endast sker pa sista raden. Vi har
hér aterigen fetmarkerat det sanningsvérde som later oss dra den slutsats som krévs.

9.4. Hypotetisk Syllogism.

En lite mer komplicerad hérledningsregel kallas Hypotetisk Syllogism och den lyder sa har:

1. p—gq
2. g—r
p—T

Vad regeln séger &ar att om ¢ foljer av p och r i sin tur foljer av ¢ sa maste r folja av p. Premiss 1 séger att
p ger q. Premiss 2 séger att ¢ i sin tur ger r. Var slutsats blir att p ger r via ¢. Vi kan sa att sdga koppla ihop
implikationerna.
I ovanstaende text sa svivar vi lite pa malet, vada ”via ¢”, vada "koppla ihop”? Har ar det lite svarare
att acceptera bara vanliga ord som en formell motivering for slutledningsregelns giltighet. Om vi vill vara
fullstandigt noggranna sa vill vi ha en sdkrare formulering, sa vi skapar ett bevis med hjilp av en sanningstabell.
Den ges i tabell 14.

TABLE 14. Sanningstabell for Hypotetisk Syllogism.

| P | q | T | p—q | q—r | p—=r | Uppfyllda premisser
Sann | Sann | Sann | Sann | Sann | Sann 1,2
Sann | Sann | Falsk | Sann | Falsk | Falsk 1
Sann | Falsk | Sann | Falsk | Sann | Sann 2
Sann | Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Falsk 2
Falsk | Sann | Sann | Sann | Sann | Sann 1,2
Falsk | Sann | Falsk | Sann | Falsk | Sann 1
Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann | Sann 1,2
Falsk | Falsk | Falsk | Sann | Sann | Sann 1,2

I tabell 14 ser vi en forteckning 6ver samtliga sanningsvarden horande till premisserna i hypotetisk syllogism
men dven den slutsats som vi hdvdar ska folja finns med i tabellen (alltsa p — 7). Den forsta premissen, p — ¢,
ar sann pa 6 rader, forsta, andra, femte, sjétte, sjunde och attonde raden. Den andra premissen, ¢ — 7, 4r sann
pa 6 rader, forsta, tredje, fjarde, femte, sjunde och attonde. P& fyra av alla atta raderna &r bada premisserna
sanna. Det dr hir som vi hdvdar att var slutsats ocksa ar sann. Det géller forsta, femte, sjunde och attonde
raden och vi ser att det som vi havdar ar var slutsats, ndmligen p — r , ocksa verkligen har virdet sann pa
dessa fyra rader. Detta resonemang motiverar hérledningsregeln.

Vi observerar att i det sista beviset behovde vi betrakta flera rader dar samtliga premisser var uppfyllda.
Och det ar mycket viktigt att sanningsvardet verkligen &r sann pa alla rader dar alla premisser ar uppfyllda
annars skulle slutledningen inte vara riktig. (Som forut har vi fetmarkerat de sanningsvéirden som mojliggor
slutsatsen.)

9.5. Sammanstillning av alla harledningsregler.

Ovan har vi visat fyra hérledningsregler. Det finns en till som kallas Dilemma och sa och vi ger den
tillsammans med de andra i en sammanstéllning av allihop:
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Modus Ponens Modus Tollens Disjunktiv Syllogism  Hypotetisk Syllogism  Dilemma
1. p—gq 1. p—=g¢q 1. pvg 1. p—=gq 1. pVvyg
2. p 2. —q 2. —q 2. g—r 2. p—r
g Soop Soop Soop—r 3. qg—r

r

Vi kommer inte att visa Dilemma, den ldmnas som en Gvning till ldsaren.

OVNINGAR TILL DETTA AVSNITT KOMMER EFTER NASTA AVSNITT
10. LOGISK EKVIVALENS OCH IMPLIKATION

I matematiken och logiken for vi ofta resonemang i led dar leden utgors av utsagor och resonemang involverar
att ta sig fran ett visst led till ett annat, det vill siga vi vill etablera att ett visst led (eller samling av led)
implicerar andra led och att detta sa smaningom leder fram till en slutsats. Detta modelleras av féregaende
avsnitt dar premisserna kan ségas vara led som kan ge en slutsats eller inte. Vi skulle alltsa kunna séga att
Disjunktiv Syllogism kan formuleras allmént pa foljande sétt:

Disjunktiv Syllogism: For alla utsagor, p, ¢, galler:

((pVa)A=g) = p
Har anvénds alltsa implikationspilen (—) for att uttrycka att slutsatsen —p foljer av premisserna. (Och pre-
misserna anges av konjunktionen i implikationens forled.)

Vi skulle kunna leva med denna stora mangd av parenteser, men betrakta nu hur Hypotetisk Syllogism skulle
formuleras:

Hypotetisk Syllogism: For alla utsagor p, g, r géller

(p=Nr(g=r)—=(—=r7)

Aterigen, vi skulle kunna leva med denna méngd parenteser, men hér intrader ytterligare en killa till
forvirring. Vi har fyre implikationspilar i den har utsagan. Med parenteserna klargérs en precedens mellan
dessa implikationer sa att en av pilarna (den tredje) betecknar slutsatsen och den fjarde ar del av slutsatsens
formulering. (De forsta tva implikationspilarna dr delar av premissernas formuleringar.) Hér onskar vi ett
b