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HEMTENTAMEN, CM1000: TEN1 — DISKRET MATEMATIK, APRIL 2020

Den hér tentamen ar en hemtentamen som ges under april 2020 da vérlden och KTH &r under stark inverkan
av en pandemi. KTHs respons till detta ar att studenter inte far vistas i KTHs lokaler och denna omtentamen
ges darfor som hemtentamen. En hemtentamen ges déa alltsd och all kurslitteratur och allt kursmaterial ar
tillatna hjilpmedel. Det ar dock inte tillatet att ndgon annan &n just du gor sjalva tentamen utan den ska
utforas sjalvstandigt som alla andra tentor. For att verifiera att tentamen genomforts sjalvstandigt kommer ett
kompletterande muntligt forhor att hallas for alla de som klarat nagon uppgift hérande till nagot delomrade, sa
innan du kan fa meriter inforda i matrisen med alla delomraden maste detta kompletterande férhor hallas. Detta
géller dock bara uppgifterna 1, 3, 5 och 9 som &r mer teoretiska till sin natur. De andra uppgifterna kommer
inte att forhoras ytterligare men alla de andra uppgifterna kraver fullstandiga motiveringar i 16sningarna utom
4, 7 och 8 som ar rena berdkningsuppgifter och ni kommer inte att avkrévas forklaringar av dessa (dven om
l6sningarna maste vara fullstandiga).

NYTT KRAV: REFERENSER I MOTIVERINGARNA

Eftersom det hér &r en hemtenta och vi ska tréna den akademiska disciplinen som bestar i formagan att ge
fullgoda motiveringar till det vi hdvdar sa kommer ytterligare ett krav att inforas pa era losningar. Ni ska
ange kapitel- och sidhanvisningar i boken till de satser som ni anvénder. Det betyder att tentamen kommer
att fa en mer teoretisk natur &n tidigare tentor och det kommer att blir en lite mer tidsddande procedur att
framstélla losningarna pa uppgifterna. I gengild kommer ni att fa tentamen tillginglig nagra dagar innan den
ska lamnas in.

Exempel pa motivering:

Enligt Principen for inklusion och exklusion i kapitel 8, sidan 2 kan vi skriva
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)
och i uppgiften ger det ...

DELAR

Tentamen har tre delar. Den forsta delen — Del I — bestar av nio problem som svarar mot kursens nio de-
lomraden. De problem som svarar mot delomraden som tidigare dr avklarade fran kursens kontrollskrivningar
behover inte 16sas. For lagsta godkdnda betyg (E) maste alla nio delomraden vara avklarade. Den andra delen
— Del II — bestar av ett lite svarare problem. Om ni uppfyller kraven fér betyg E och klarar problemet fran
Del II uppfyller ni kravet for betyg C. Den sista delen — Del III — bestar ocksa av ett ytterligare lite svarare
problem. Om ni uppfyller kraven fér betyg C och klarar problemet fran Del III uppfyller ni kraven for betyg
A. Betyg B respektive D reserveras for situationer dir studenter forsokt pa hogre betyg men inte riktigt natt
fram. Ingen poangsattning sker, varje 16sning ar antingen helt ratt eller helt fel — dock bedéms inte 16sningar
som har slarvfel i sig som felaktiga om slarvfelet inte &ndrar den logiska strukturen pa problemstéllningen. Om
ingenting annat sags i uppgiften kravs fullstandiga motiveringar for alla 16sningar. Losningar som ar otydliga
rattas inte utan anses vara underkidnda. Se darfor sarskilt till att de filer du ldmnar in har tydliga bilder i sig!

TILLGODORAKNANDE

Om en uppgift som tillhor ett hogre betyg 16ses korrekt och den uppgiften kan sigas tdcka ett av de
grundlidggande nio delomradena, sa kan 16sningen av den uppgiften tillgodoriknas for det grundliggande de-
lomrade som técks av hogrebetygsuppgiften — det delomradet anses da avklarat. Det betyder att om ni
misslyckas med en 16sning av ett problem i Del I sa kan ni dnda fa det omradet avklarat om ni klarar av att
16sa en motsvarande hogrebetygsuppgift. I alla uppgifter for hogre betyg anges vilken uppgift i Del I som de
kan tacka. Om ni kénner er osdkra pa er 16sning av nagon uppgift i Del I kan ni alltsa ocksa ge en 16sning for
en hogrebetygsuppgift som tacker den uppgift ni ar osdkra pa.
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Del I

. Logik. Studera nedanstaende héarledning.

1. p—q
2. qg— —p
3. pV-r
R

Om hérledningen &r korrekt, visa hur slutledningen foljer av premisserna genom att antingen ange en
fullstdndig harledning med angivande av vilka slutledningsregler som anvénds, eller anvénd sanningsta-
bell. Om slutledningen inte &r korrekt, ange en tilldelning av sanningsvarden till p, ¢, som uppfyller
premisserna men inte slutsatsen.

. Lat A, B,C, D vara mangder och betrakta utsagorna
ACBANCCD=AxBcCcCxD och ACCANBCD=AxBCCxD.

Den ena av dessa utsagor ar sann och den andra &r falsk.
(a) Ange vilken av dem som &r sann och bevisa den.
(b) Ange vilken av dem som &r falsk och ge exempel pa fyra méangder A, B,C, D som illustrerar
att den falska utsagan verkligen ar falsk.

. Funktioner. Lat méngderna A = {1,2,3}, B = {a,b,c,d} respektive C = {z,y, z} vara givna. Bilda
funktionen g = {(a, ), (b,y), (¢, x), (d, z)}.

(a) Ange en injektiv funktion f: A — B som gor att h = go f : A — C blir bijektiv.

(b) Ange en injektiv funktion f: A — B som gor att h =go f : A — C inte blir bijektiv.

. Inledande talteori. Anvind Euklides utvidgade algoritm for att finna den multiplikativa inversen av 5
modulo 32 och anvéand den for att finna alla heltal x som uppfyller kongruensen

5z = 21 (mod 32).

Alla tal 1 ditt svar ska vara reducerade modulo 32.

. Relationer. Definiera relationen R pa Z genom
TRy < 2% + y? dr ett udda tal eller y < 0.

Ge en fullstdndig utredning av vilka egenskaper denna relation har av reflexivitet, symmetri, antisym-
metri och transitivitet. Alltsa, for dessa fyra egenskaper: om relationen har egenskapen, bevisa det,
om relationen inte har egenskapen, bevisa att den inte har egenskapen.

. Férdjupad talteori. Betrakta Z, forn =2,3,4,5,6,7,8,9. Ange for varje sadant Z,, antal element i Z,
som har sig sjdlva som multiplikativ invers. Fyll i nedanstaende tabell med stod av dina utredningar
och redovisa hur du téankt.

Méngd | Antal element som har sig sjdlva som multiplikativ invers
Loy
L
Ly
Ly
L
Lr
Lg
Ly

edning: hdmta inspiration fran avsnitte er om multiplikativa inverser 1 i kapitel 6.
Ledning: hdmta inspirati ! ittet M ltiplikativa 4 ) Ly” i kapitel 6



7.

8.

10.

11.
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Grafteori. Betrakta nedanstaende graf. Tillampa Dijkstras algoritm och finn den kortaste vigen fran
A till Z. Alla horn ska forses med etiketter och alla kandidatetiketter ska redovisas i din l6sning och
dven kostnaden for den kortaste vigen ska anges.

Kombinatorik. Betrakta ordet

KOMBINATORIK.
pa hur manga olika sétt kan vi omordna bokstéverna i ordet och bilda olika ord? (Sa kallade anagram.)

. Sannolikhetslara. Studera ordet

SANNOLIKHETSLARAN

och antag att vi valjer tva bokstadver utan aterlaggning ur detta ord.

(a) Vad &r sannolikheten att de tva bokstadverna som valts &r lika? (Alltsa tva ”S” eller tva "N”.)
(b) Om bokstéverna som valts ar ar lika, vad ar sannolikheten att de bada &r ett ”S”?
(c) Om bokstéverna som valts ar lika, vad &r sannolikheten att de bada ar ett "N”7

Del 11

Kan ticka delomrade 5 — Relationer. Lat U och V vara tva disjunkta méngder och lat R vara en
ekvivalensrelation pa U och lat S vara en ekvivalensrelation pa V. Infor relationen 7 pa U UV genom

2Ty < xRy V xSy.
Bevisa att T ocksa ar en ekvivalensrelation.
Del III

Kan ticka delomrade 7 — Grafteori. Lat G = (V, E) beteckna en bipartit sammanhédngande graf dar
alla horn har grad 2. Visa att grafen har en eulercykel som ocksa ar en hamiltoncykel.



