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FX-SKRIVNING, CM1000:TEN1 — DISKRET MATEMATIK, JANUARI 2020 — LOSNINGAR

Losningar

Logik. Antag att utsagorna p, g, uppfyller de tre kraven p A ¢ — r och ¢ Ar — p respektive p Ar — q.
Galler da p <> q och ¢ <> r? Varfor? Varfor inte? (Uppgiften far 16sas pa valfritt sétt.)

Losning: Vi kan se utsagorna p <> ¢ och ¢ <> r som att p,q,r alla har samma sanningsvérde, alltsa
alla ar antingen sanna eller sa ar alla falska. Det foljer dock inte av de tre kraven p A ¢ — 7 och
q N r — p respektive p A r — ¢ eftersom vi kan hitta en tilldelning av sanningsvarden till p,q,r som
uppfyller dessa tre krav, till exempel p = sann, ¢ = r = falsk, som uppfyller alla tre kraven men
uppenbarligen har utsagorna p, ¢, r inte alla samma sanningsvarde. (Vi kan hitta dessa tre tilldelningar
av sanningsvirden genom att studera en sanningstabell.)

Maingdldra. Antag att méngderna A, B, C uppfyller de tre kraven AN B C C och BNC C A respektive
ANC C B. Maste vida ha A = B = C? Om det ar sa, ge ett bevis for detta. Om det inte ar sa ge
exempel pa tre méngder A, B, C som uppfyller de tre kraven men énda inte A = B = C. Uppgiften far
inte 16sas med hanvisning till Venndiagram, ett logiskt hallbart argument maste presenteras. (Sen kan
du forstas rita Venndiagram for att undersoka problemstéallningen.)

Losning: Betrakta exemplet A = {1}, B = C = (). Dessa tre mangder uppfyller alla de tre krav som
ar uppstillda, men méangderna ar dnda inte exakt samma, det vill sdga vi har inte A = B = C sa
svaret dr hér, liksom forra uppgiften, NEJ. (Anmérkning: den logiska strukturerna pa de tva forsta
uppgifterna ar mycket likartade och de bada motexemplena liknar darfér varandra.)

. Punktioner. Lat E,F,G vara givna méangder och lat funktionerna f : £ — F respektive g : FF — G

vara givna. Betrakta pastdendet
f dr surjektiv och g dr surjektiv = go f dr surjektiv.

Pastaendet ar antingen sant eller falskt. Om det &r sant, bevisa det. Om det ar falskt, ge exempel
pa tre mangder F, F, G och tva funktioner f,g dar funktionerna f : E — F respektive g : ' — G &r
surjektiva men dar g o f inte ar surjektiv.

Losning: Pastaendet ar sant och vi visar detta genom att visa att om bade f och ¢ ar surjektiva sa
blir ocksa funktionen g o f ar surjektiv. For att visa detta antar vi att bade f och g ar surjektiva och
valjer ett godtyckligt z € G. Vi ska visa att det finns ett x € E sa att z = go f(x). Eftersom funktionen
g : F'— G ar surjektiv sa finns ett y € I’ sadant att

z=g(y),

men nu kan vi bara anvénda surjektiviteten hos f : E — F och finna z € E sadant att y = f(z). Enligt
vad vi har funnit ar z = g(y) = g(f(x)) vilket visar att g o f &r surjektiv eftersom z var godtyckligt
valt i G. Eftersom vi arbetade under antagandet att f och g var surjektiva foljer den implikation som
skulle visas.

Relationer — a-uppgiften. Satt A = {1,2,3} och bilda relationen R pa A genom att sétta
R = {(17 1)7 (27 2)7 (37 3)7 (17 2)7 (27 3)7 (37 1)}

Ge en utredning av vilka egenskaper relationen R har av reflexivitet, symmetri, och antisymmetri. (Vi
bortser fran transitivitet), det vill siga om relationen har en viss egenskap, ge ett bevis for detta
respektive om relationen inte har en viss egenskap, bevisa det. (Eftersom R &r explicit given av en
méngd behovs alltsa inga berédkningar.)
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Losning: Relationen dr reflexiv eftersom alla méjliga par pa formen (a,a) ingar dér a = 1,2,3.
Relationen &r inte symmetrisk eftersom vi inte har ekvivalensen xRy <> yRz gillandes for alla x,y € A.
Till exempel har vi 1R2 (eftersom (1,2) € R) men vi har inte 2R1 (eftersom vi inte har (2,1) € R) och
alltsa har vi ett exempel pa z,y dir zRy < yRax inte giller och darfor ar relationen inte symmetrisk.
Relationen ar dock antisymmetrisk, det som ska gélla for antisymmetri ar ju att implikationen

TRYNyRx -z =y

ska galla for alla x,y € A. Om vi studerar de par som bygger upp relationen sa kan vi observera att sa
fort = # y sa ar det endast ett av paren (z,y) som ligger i relationen, det vill siga att om = # y sa géller
endast en av (x,y) respektive (y, x), men inte bada. Det betyder att implikationen zRyAyRz — = =y
alltid kommer att ha ett falskt forled om z # y, det vill sdga den kommer alltid att vara sann om z # y.
Men om z = y sa &r efterledet sant vilket ocksa gor implikationen sann, det vill sdga implikationen
maste bli sann for alla mojliga x,y € A. Detta dr antisymmetri.

Relationer — b-uppgiften. Lat A vara en icketom méngd och lat R vara en relation pa A. Det finns en
mojlighet att R ar icke-reflexiv och symmetrisk och antisymmetrisk, det ar fallet om vi valjer R = 0.
Det blir forstas en [gjlig relation: inga element relaterar till varandra alls! Men fragan ar, finns det
nagon annan relation dn () som har dessa egenskaper: icke-reflexiv, symmetrisk och antisymmetrisk?
Om svaret ar JA, ge ett exempel pa en sadan relation R (med tillhorande miangd A # (). Om svaret
ar NEJ, visa varfor. (Da behover du alltsa ge ett bevis av varfor en relation R som &r icke-reflexiv,
symmetrisk och antisymmetrisk uppfyller R = ().

Losning: Vi kan ta méngden i forra uppgiften A = {1,2, 3} och definiera relationen
R={(1,1),(2,2)}

som da ar en relation som inte ar (). Vidare dr denna relation inte reflexiv eftersom (3, 3) saknas. (Kravet

for att en relation ska vara reflexiv ar ju att alla element pa formen (a,a) ingar och vi saknar alltsa
(3,3) sa att vi inte har 3R3.) Vidare &r denna relation symmetrisk eftersom vi alltid har implikationen

TRy < yRz

for alla x,y, mangden har ju inga z # y med xRy sa xRy &r ju alltid falsk om x # y och om x = y &r
ju Ry och yRax precis samma utsaga. Vidare ar relationen antisymmetrisk och vi ser det genom att
studera implikationen
TRyNyRx - x =y

som ska gélla for alla z,y € A. Eftersom de enda mdjligheterna for element att vara éverhuvudtaget
vara relaterade ar da (z,y) = (1,1) eller (z,y) = (2,2) och vi i bada dessa fall har x = y, sa att
efterledet i implikationen alltsa &r sant sa maste relationen bli antisymmetrisk eftersom implikationen
alltid ar sann (sa fort efterledet i en implikation &r sant sa ar implikationen sann).

. Fordjupad talteori. Anvind matematisk induktion for att bevisa att att for alla heltal n > 4 géller

ontl pl > 57,

Losning: Vi infor predikatet A(n) < 2771 . nl > 5" & VL, > HL, for alla naturliga tal n. Vi ska nu
visa

Vn>4:A(n)

med matematisk induktion.

Steg 1. Kontrollera att A(4) ar sann, det vill sdga att V Ly > HL4. Vi berdknar
VLg=2""".41=32.24=768 HL,=5" =625
och eftersom 768 > 25 sa ar A(4)(< V Ly > HL4) sann. Detta fullbordar forsta steget.

Steg 2. Vi visar nu att implikationen A(p) = A(p + 1) &r sann for alla p > 4 sa vi antar att A(p)
ar sann for ett godtydckligt p > 4. Da har vi alltsa

A(p) & 2P pl > 5P (och p > 4).

och detta kallar vi induktionsantagandet (som ocksa kan uttryckas VL, > HL,). Med kraft av
detta ska vi nu visa att A(p + 1) géller, det vill siga att

o(p+1)+1 (p+1)! > 5(P+1)
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galler. Detta kan forstas ocksa uttryckas VL, 1 > HLy1 och viska alltsa visaatt VL, 1 > HLpq
foljer av V'L, > HL, (induktionsantagandet) da p > 4. For att se att detta verkligen géller behéver
vi studera uttrycken for V.L,1 och HL,; i detalj. Vi har da

VI =204 (p4 1)l =222 (p4 1) - pl =2- (p+1)- VL,
respektive
HLy41 =5 =5.5=5. 0L,
och vart mal ar alltsa att visa V' L,.1 > HL,.1 det vill séga
2-(p+1)-VL,>5-HL,

med stoéd av induktionsantagandet VL, > HL, och p > 4. Men om p > 4 sa blir 2- (p+1) >
2(4+ 1) = 8 > 5 och alltsa har vi implikationerna

p>4AVL,>HL,=2(p+1)>5AVL,>HL,=2(p+1)-VL,>5-HL, =

=2(p+1)-VL,>5-HL, < VLy1 > HLp
vilket fullbordar steg 2.

Steg 3. Steg 1 och steg 2 och induktionsaxiomet fullbordar beviset.

7. Grafteori. Bevisa att om ett trid har ett 16v sa maste det ha ett 16v till. (Ledning: antag motsatsen
det vill sdga att det finns ett trad med bara ett l6v. Vad kan du da siga om alla andra horns gradtal?
Anvéand det for att hitta en motsagelse.)

Losning: Antag motsatsen, det vill sdga att det finns ett trdd som bara har precis ett 16v. Det betyder
att gradtalet hos samtliga noder féorutom 16vet dr > 2, det vill sdga varje horn férutom 16vet, har tva
olika kanter som ansluter. Vi kan da bilda en féljd av hérn i grafen

lvivgvs . ..

dér hornet [ ar det enda I6vet som finns. Fran [ gar precis en kant som vi f6ljer och da kommer vi till
horn vy. Eftersom det finns ett 16v (1) i tradet sa gar det att ta detta steg. Vi ska nu beskriva hur
den foljande sekvensen av horn vy, vs, ... valjs. Eftersom vi talar om en sekvens av hoérn sa har varje
horn i sekvensen en foregangare och en efterfoljare. Foregangaren till vy var [. Sekvensen definieras nu
rekursivt genom att sétta efterfoljaren av v, (alltsa vp41) till ett annat hérn &n v,_;. Detta &r mojligt
eftersom gradtalet till v, &r > 2 och det finns alltsa tva olika kanter som foérbinder v,_; (féregangaren
till v,) med v, och v, med v, (efterféljaren till v,). En oéndlig f6ljd av horn uppstar alltsa eftersom
vi aldrig kan komma tillbaka till I (till I leder ju bara en kant). Men eftersom grafen bara har ett
andligt antal horn maste nagot horn v upprepas i féljden, det vill sdga nagon gang maste vi se

BIIP ) YY) P RPN 0] R

men om ett hérn upprepas i foljden svarar det mot att grafen har en cykel vilket ar omojligt eftersom
grafen ju skulle vara ett trad. Antagandet om att det bara fanns precis bara ett 16v maste alltsa vara
felaktigt och vi maste saledes ha minst ett 16v till. Detta fullbordar beviset.

8. Kombinatorik. Du har tre kulor, en réd och tva blaa. Du har ocksa tre urnor, Uy, U och Us. Pa hur
manga olika sitt kan du placera ut kulorna i de tre urnorna om du inte skiljer pa kulor med samma
farg? Du far lagga hur manga kulor som helst i varje urna.

Losning: Vi kan se placerandet av kulor som en process i tva steg:

Steg 1. Placera ut de tva blaa kulorna,

Steg 2. Placera ut de den roda kulan.
Eftersom vi kan placera kulorna som vi vill &r dessa delsteg oberoende av varandra sa att om antal sétt
att utfora steg 1 ar A; ovh antal sitt att utfora steg 2 ar A, sa blir totala antalet sétt att utfora steg 1
och 2 lika med A; - As enligt multiplikationsprincipen. Det aterstar att finna de tva talen Ay och As.
Talet A; ar alltsa antalet sétt att placera tva identiska (blaa) kulor i tre olika behallare, antalet sitt
att gora detta ar enligt en formel

2—-1 2—-1 4 4-
3—1 2 2 2.1

(Vi behover inte referera till formeln, vi kan ocksa resonera sa héir: antingen laggs de tva kulorna i
samma urna, det blir 3 mojligheter att placera dem, eller sa laggs kulorna i olika urnor och da finns det
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3 mojligheter att gora det, ndmligen en mojlighet for varje urna som inte har en kula. Alltsa 3+3 =06
mojligheter, enligt additionsprincipen.) Vi har alltsa A; = 6.

Det aterstar att berdkna A som alltsa ar antalet satt att placera en kula i en av tre urnor. Det blir
helt enkelt 3 satt.

Total antalet séatt att placera kulorna blir nu A; - A, =6 -3 = 18.

Sannolikhetslira — a-uppgiften. Vi har tre urnor, Uy, Us och Us. Den forsta urnan innehaller tre kulor,
en gul, en bla och en réd. Den andra urnan innehaller en gul och en bla kula. Den sista urnan innehéaller
en gul kula. Vi drar en kula ur varje urna sa att vi far tre kulor. Berdkna sannolikheten att det bland
dessa tre dragna kulor finns minst tva kulor med samma farg.

Losning: Den sokta sannolikheten kommer att bli ett tal pa formen
m

—
n

dér m ar total antalet sdtt att valja tre kulor pa det sétt som foreskrivs, det brukar ocksa kallas
antalet gynnsamma utfall. Talet n ar totala antalet sétt att 6verhuvudtaget vélja kulor utan nagra
restriktioner, det brukar ocksa kallas totala antalet utfall.

Vi berdknar m genom att se processen att valja kulor pa det beskrivna séttet som en process i tre
delsteg. Observera att det finns inga restriktioner pa hur vi anser att ordningen av kulvalen sker, vi
ar fria att beskriva processen som om den forsta kulan valdes ur urnan med bara en kula i, den sista
urnan. Vi ser kulvalen som en process med tre steg:

Steg 1. Forsta kulan valjs fran urna 3. Beteckna antalet sétt att gora detta val med A;.

Steg 1. Andra kulan véljs fran urna 2. Beteckna antalet sétt att gora detta val med A,.

Steg 1. Tredje kulan véljs fran urna 1. Beteckna antalet sitt att gora detta val med As.
Eftersom det bara finns en kula i den sista urnan blir A; = 1. Nér nu andra kulan ska véljas, enligt
kraven att alla kulor ska vara olikfargade, finns det bara ett val och det ar att valja den blaa kulan, det
betyder att &ven andra delsteget kan utforas pa precis ett séatt, vi har alltsa dven As = 1. P& samma
satt inses att dven A3 = 1 och

m:Al-Ag-A3:1-1-1:1.

Talet n 4r nu antalet satt att valja kulor med inga som helst restriktioner pa kulvalen. Enligt samma
modell blir detta antal 1-2-3 = 6 eftersom vi nu kan valja kulor fritt. Den sokta sannolikheten ges nu

av
m 1

n 6

Sannolikhetsldra — b-uppgiften. Studenten Alex har studerat infor tentamen i diskret matematik och
har ett delomrade kvar (det &r samma examinationsform som i den hér kursen med nio delomraden).
Det brukar komma tva olika typer av fragor pa delomradet som Alex har kvar och vi kallar typerna
av uppgifter som kan komma for typ A respektive typ B. Alex favorituppgift ar uppgifter av typ A
och det ar 80% chans att Alex klarar en sadan uppgift. Det ar dock bara 50% chans att Alex klarar
en uppgift av typ B. Det ar sékert att nagon av typerna A och B kommer att komma och det &ar
60% chans att det blir en uppgift av typ A. Berdkna sannolikheten att Alex klarar uppgiften som
examinerar delomradet.

Losning: Vi infor handelserna
K = Alex Klarar uppgiften,
A = uppgiften dr av typ A och
B = uppgiften dar av typ B
Enligt texten i problemformuleringen géller féljande

P(K|A) =0.80
P(K|B) = 0.50
P(A) =0.60

P(B) = 0.40 (eftersom A och B &r komplementhéndelser.)
Den sokta sannolkheten, P(K), kan nu berdknas med lagen for total sannolikhet enligt

P(K)=P(K|A) - P(A)+ P(K|B)- P(B) =0.80-0.60 + 0.50 - 0.40 = 0.48 + 0.20 = 0.68
och det &r alltsa 68% sannolikhet att Alex klarar uppgfiten.



