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4. (Inledande talteori / Aritmetik) Anvind Euklides algoritm for att finna den multiplikativa inversen
modulo 19 for 17 och anviand den for att finna alla heltal  som uppfyller

17 -2 =22 (mod 19).

Alla tal 1 svaren ska vara reducerade modulo 19.

Loésning: Eftersom 22 = 3(mod 19) géller
17-2=22 (mod 19) & 17-z =3 (mod 19)

och vi 16ser denna enklare kongruens. Den multiplikativa inversen till 17 modulo 19 far vi med Euklides
utvidgade algoritm enligt

19=1-17+2,

17=8-241,

1=17-8-2=17-8-(19-17)=9-17-8-19

varav vi ldser av kongruensen 9-17 = 1(mod 19) sa att den multiplikativa inversen till 17 modulo

19 &r 9. Nu fas 16sningen till 17 -2 = 3 (mod 19) genom multiplikation med den multiplikativa inversen
sa att vi har

17-2=3 (mod 19) < 9-17-2=9-3 (mod 19) < 1-2 =27 (mod 19) &z =8 (mod 19)

som alltsa ar svaret.

5. (Relationer) Definiera relationen R pa méngden av alla heltal Z genom
TRy < (x — 1) - (y — 1) &r ett jamnt tal.

Utred vilka egenskaper denna relation har av reflexivitet, symmetri, anti-symmetri och transitivitet.
Om relationen har en viss egenskap ge ett bevis for den egenskapen. Om relationen inte har en
viss egenskap, visa da att den inte har denna egenskap genom att visa den logiska motsatsen till att
relationen uppfyller definitionen for egenskapen ifraga. Utredningen ska técka samtliga fyra egenskaper.

Losning: Vi studerar egenskaperna var for sig.

Reflexivitet: Relationen ar inte reflexiv eftersom vi kan hitta tal z som inte uppfyller xRz, till
exempel giller detta for talet x = 2, vi har inte att 2R2 eftersom

2-1)-2-1)=1

och talet 1 ar inte ett jamnt tal.

Symmetri: Relationen dr symmetrisk. Studera ndmligen tva godtyckliga heltal x,y med xRy.
Da har vi

TRy < (x—1)-(y—1) jaimnt & (y — 1) - (x — 1) jdmnt < yRx

och denna ekvivalens uttrycker precis egenskapen symmetri. (Det hade rackt med implikation.)

Anti-symmetri: Relationen dr inte anti-symmetrisk, till exempel har vi 1R2 och 2R 1 eftersom
(1-1)-(2—-1)=(2—-1)-(1 —1) =0 som ar jamnt

men 1 # 2. Vi har alltsa hittat ett motexempel pa kravet som maste vara uppfyllt for alla heltal
for att vi ska ha anti-symmetri.

Transitivitet: Faktiskt duger exemplet ovan ocksa for att visa att relationen inte ar transitiv. Vi
har, enligt ovan, 1R2 och 2R1 och transitiviteten kriver da att 1R1, men som vi sag ovan (under
reflexivitet) giller inte 1R1. (Transitivitet kraver ju att xRy A yRz — xRz och detta géller alltsa
inte fér z = z =1 och y = 2.)

6. (Férdjupad Talteori) Anvind matematisk induktion for att bevisa att 7" — 4™ &ar delbart med 3 for alla
positiva heltal n.

Losning: Infor predikatet A(n) < 3|7" —4". Viska visa Vn € N: A(n). (N={1,2,3,...}.)

Steg 1. Visa att A(1) #r sann. Men det giller trivialt eftersom A(1) < 3|7t — 4! & 3|3.
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Steg 2. Visa nu att implikationen A(p) = A(p + 1) alltid &r sann for alla p € N. Lat alltsa p vara
godtyckligt i N.

(a) Gor induktionsantagandet A(p) < 3|77 — 4P. Detta kan skrivas 3k € Z : 7P — 4P = 3 - k. Med
kraft av detta ska vi visa att A(p + 1) ar sann.

(b) Arbeta nu med utsagan A(p 4+ 1). Den kan skrivas
Im e Z: Pt — 4Pt =3
och vi vill visa att den &r sann med hjélp av induktionsantagandet. Vi skriver darfor om induk-
tionsantagandet enligt
JkeZ: T -4 =3-keodkecZ:T=3 k+4°.
Sa vi kan alltsa skriva om 7P, detta anvénder vi och far:
TPl gt — 7P 4 4P =7 (3 k4 4P) — 4 4P =3 T kA T-4P —4 4P

men detta kan skrivas som = 3 - (7k + 4P) som klart ar delbart med 3, och vi har alltsa att
Im € Z : PTE — 4P+ = 3. géiller med m = Tk +4P. A(p + 1) ar alltsa sann.

(c) Vi drar fran detta slutsatsen A(p) = A(p + 1) for alla p € N vilket fullbordar steg 2 i beviset.

Steg 3. Vi har alltsa A(1) sann = A(2) sann = A(3) sann och sa vidare sa att Vn € N : A(n) géller
och detta foljer alltsa av steg 1 och 2 och induktionsaxiomet. (Ocksa kallat ”principen for matematisk
induktion”.) Beviset &r klart.

Anmdrkning: Studenter fragar ibland om det &r tvunget att skriva sa mycket och svaret &r nej, men mo-
tiveringen maste anda vara fullstindig — alltsa inga led som behovs for att dra den slutsats vi vill dra far
utelamnas.

Nér jag skriver ner en 16sning ar frimsta malet att ge en forklaring snarare dn ett kortfattat bevis. Men det
gar forstas inte att var hur kortfattad som helst. En minimal formulering av steg 3 skulle kunna se ut sa har:

7 Steg 3. Steg 1 och steg 2 samt induktionsaxiomet fullbordar beviset.”



