&y

Sy,
ZKTHY

VETENSKAP
28 OCH KONST %

s

KONTROLLSKRIVNING 1, CM1000 — DISKRET MATEMATIK, HOSTEN 2019 — LOSNINGAR

1. Betrakta nedanstaende harledning

1. p—gq

2. g—r

3. T—=pV—gq
T

Om hérledningen ar korrekt, visa hur slutsatsen foljer av premisserna genom att ange alla anvinda
slutledningsregler for att komma till slutsatsen. Om slutsatsen inte ar korrekt, ange en tilldelning av
sanningsvarden till p, ¢, som uppfyller premisserna men dar den pastadda slutsatsen dnda inte géller.

Losning: En sanningstabell 6ver de ingdende premisserna har foljande utseende:

plglr|l.p—=ql|2.g—7r|pV-q|3 r— pV-q| Uppfyllda premisser
s|s|s S S S 1,2,3
s|s|f S f S S 1,3
s|f|s f S S S 2,3
s|f|f f S S S 2,3
fls]|s S S f f 1,2
fls|f S f f S 1,3
flfls S S S S 1,2,3
flrf S S S S 1,23

Den sista raden visar att om alla utsagor p, q,r ar falska sa ar alla premisser (1, 2 och 3) uppfyllda,
men trots det dr slutsatsen r (som ocksa rakar vara en utsaga) inte uppfylld. Det betyder att slut-
ledningen inte ar korrekt och en tilldelning av sanningsvirden som uppfyller alla premisser men dar
slutsatsen trots detta inte ar uppfylld ar da alla p, ¢, r ges sanningsvérdet falsk.

2. Om vi kréver av tre méngder A, B,C att 1. AC B, 2. B C C och 3. C C AU B¢, maste vi da alltid
ha C = ()7 Om inte, ge exempel pa tre mangder som uppfyller de givna kraven men dar C # ().

Losning: Formellt sett kan inte Venndiagram ingéa som l6sningar i en uppgift, men vi kan anvanda Ven-
ndiagram for att skapa en forstaelse for en situation. De tre kraven pa mangderna ar delméangdsrelationer
och vi kan symbolisera en delméngdsrelation i ett Venndiagram genom att ange att vissa falt 4r tomma
i skriver da in () i de falt som blir tomma da delméngdsrelationen ar uppfylld. De tre kraven kan da
symboliseras pa foljande satt:

ﬁ Det finns inte tre sorters tomma méangder, men vi har &nda noterat
i figuren @1, 0o och @3 for att symbolisera hur vi anvander de tre
w kraven, till exempel ger krav 1. A C B upphov till att de filt i Ven-
05 ndiagrammet som &ar betecknade med ); representerar delméangder

B v som maste vara tomma.

Vi ser att manga falt som bygger upp mangden C maste vara tomma — men inte alla! — det betyder
att vi kan sétta in i element i de falt som inte &r tomma och vara sékra pa att vi uppfyller premisserna
och konstruera en icke-tom méngd C' tillsammans med tva méangder A, B dér alla tre uppfyller de tre
kraven. En sadan uppséttning méngder &r A = {1}, B = {1} och C = {1,2} (rita gérna in elementen
1 och 2 i Venndiagrammet!)

{(1}=AcB={1}, {1}=BcC={1,2} och C={1,2}c{1}U{2}=AUB"

vilket alltsa ger tre méngder som uppfyller premisserna men inte att C = (). (Anmdrkning: Prob-
lemstallningen har precis samma logiska struktur som uppgift 1. Det &r alltsa naturligt att vi inte heller
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i andra uppgiften kan dra en slutsats som géller. Vi skulle ocksa kunna ha nojt oss med A = B = )

och C = {2}.)

. Lat méngderna A = {1,2,3,4} (alternativ A = {1,2,3,4,5}) och B = {a,b,c,d} vara givna och
definiera funktionen f : A — B genom foljande:

= {(1,),2,0), (3,0), (4,0)}.  alternativt f = {(1,a), (2,5), (3,), (4,), (5, )}
Infér méngden C' C B, déir C = f(A).

Det finns ingen funktion i : ' — B som é&r bijektiv. Varfor? Andra i definitionen av funktionen f
sa att det finns en funktion h : C' — B som é&r bijektiv. (Andra dock inte pa fs domén och kodomén
sa att vi fortfarande har f : A — B.) Ange sedan en sadan funktion h : C' — B som dr bijektiv.

(Observera att det finns manga frihetsgrader i den hér uppgiften, det kan finnas méanga funktioner
h : C — B som ér bijektiva, bara f definieras pa ett bra sétt — det géller att forsta varfor den forsta
funktionen f inte fungerar. Observera ocksa att fragan inte géller om f &r bijektiv eller inte, det &r
darfor den alternativa definitionen av f finns dar: om doménen och kodoménen till f har olika antal
element sa kan inte f vara bijektiv, hur den &n definieras.)

Losning: Med den nuvarande definitionen av f far Mangden C utseendet

C=f(A)={f((z):z e A} ={f(1),£(2), f3), f(4)} = {a,b,c,b} = {a,b,c}
och detta ar en méngd med 3 element (det blir samma méangd med 3 element om vi tar den alter-
nativa definitionen av f). Eftersom det inte finnas nagra bijektioner mellan tva dndliga méngder om
méangderna inte har lika manga element sa finns alltsa ingen funktion h : C' — B som ar en bijektion.
Det ar for fa element i C'. Men om vi dndrar defnitionen av f till

f= {(17 a)? (27 b)? (37 C)v (47 d)}
far vi
C=f(A)={f((z):z e A} ={f(1), f(2), f3), f(4)} ={a,b,c,d} = B
och da rakar faktiskt C' vara precis B. Da &r det latt att hitta en bijektion h : C' — B eftersom vi da
sOker en bijektion h : B — B sa identitetsfunktionen ¢p duger, det vill saga
h ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d)}.
(Eller kortare, h(z) = z,Va € C(= B).



