%@% Tentamen 2020-01-13, 8:00-12:00
Q%OKTH@%S Institutionen for Matematik
RGNS SE'1632 Differentialekvationer och transformer Ten?2
FotnsS® 13e Januari 2019

Examinator: John Andersson

Endast skrivdon (penna, linjal, gradskiva et.c.) r tillatna. Specifikt sa &r minirdknare
och formelsammling inte tillatna.

Motivera alla dina losningar om inget annat anges.
Preliminara betygsgranser: E: 12p, D: 14p, C: 16p, B: 19p, A: 21p.

Del 1.

Uppgift 1a. Definiera inre produkten i L?([0, 2], w(z)) dar w(z) = 1 + =.

[1 poang]
b) Hitta det forstagradspolynom p(x) som minimerar

/0 Ip(z) — 2**(1 + z)dx.
[3 poiing]

Losningsforslag Fraga la: Den inre produkten definieras som?
1
(f.9) = | (F@)gla) (1 + o).
0

b)? Vi bérjar med att sitta ey som en konstant enhetsvektor
1/2

eo(z) = H1_|| _ (/02(1 +x)dx) -2

Sen hittar vi ett forstagradspolynom som ar orthogonalt mot eq. For detta sa
definierar vi (via Gram-Schmidt)

21 1 7
vi(z) =2 — (r,ep)eo=a— [ (x-z)1+a)dr - =a— -,
0 2 2 6
da &r vy (z) orthogonal mot ey. Vi normaliserar vy (x) for att fa en normaliserad vektor
vi(x) -1 6x — 7

er(z) = = =

el (f02 (x B 1)2 (x4 1)d.7:>1/2 211

6

Vi far darfor att
p(r) = (607952)60 + (61,172)61 =
2 6r — 7 9 6x — 7

2
1, 1 /

— | 2P +2)de=+ | ——2*(1 + 2)do——— =

/OQx( x)xQ 0211x( x)xQ =

1Om man betraktar komplexvirda funktioner s& skall det vara ett konjugat pa ¢ i integralen. Hér
ar uppgiften realvérd sa vi behéver inget konjugat. Bada svaren ger poéng.

2Eftersom alla integraler i den hir uppgiften dr polynom sa kommer jag inte skriva ut berikningen
av ntegralerna.
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Vi forenklar inte det sista uttrycket eftersom det ofta &r fordelaktigt att behalla en
funktion uttryckt i en ortogonal bas.

Uppgift 2a) Berdkna fouriertransformen av

f(x):{ 1—|z|] om |z| <1

0 om |z| > 1.

[3 poéng]

b) Berdkna integralen

[1 podng]

Losningsforslag uppgift 2a): For att berdkna fouriertransformen sa anvénder vi
definitionen
0

F(f)(w) = /Rf(iﬁ)ewdx = /01(1 — z)e Ty +/ (1+2)e ™" dy =

-1

-1 1 d —iwT 1 0 d —iwT
- - —de—— [ G+ —dr =
w Jo x w ) x
-1 IPYEC T B S 1 - .
= [(1 = wr]t T wr . . [(] W _ W .
— (1 —z)e™] iw/o e T [(1+z)e Ll—i_z’w e T

22— e 4sin2(w/2)

w? w?
vilket ar vart svar.

b) Vi anviander Plancherels formel med f som i féregaende uppgift
2 1 .
3= [ 1@Pde =5 [ 17@)Pds -
3 R 2T R
sin(y) ‘ "

4
1
dw:—/
T Jr Yy

dér vi gjorde variabelsubstitutionen 2y = w i det sista steget. Om vi multiplicerar
bada led med 7 sa far vi
sin(y) [* 27
/ dy = 5
R Y 3

detta &r integralen vi soker (att vi kallar integrationsvariabeln for y istéllet for x
spelar ingen roll for integralens vérde).

16

_ 16 sin(w/2)
21 Jr

w

Uppgift 3 a) Lat 0 < A och definiera foljden a = {\"}>°,. Berdkna Z—transformen
av a. For vilka 2z konvergerar transformen?

[1 podng]
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b) Lat a, vara en foljd som uppfyller

i 3’kan,k =2""
k=0

Berakna a,,.
[3 poéing]
Losningsforslag fraga 3. Den hér fragan kollar bara att ni har 1ast om Z—transformen

i Vretblad. Fraga a) dr exempel 3.20 och fraga b) &r exempel 3.27 i Vretblad (med
den enda skillnaden att vi bendmnde med a,, det som i exemplet bendmndes x(t)).

Uppgift 4. Los foljande initialvardesproblem
ou(x,t)  0*u(x,t) )
ot ox2 +u(z,t) forxz e (0,7) ocht >0
u(0,t) = u(m,t) =0 for¢t >0

u(z,0) = cos(z) for x € (0,m).

[4 poéing]
Losningsforslag fraga 4: Vi gor en variabelseparation och ansatter att
u(z,t) = X(x)T(t),

ar en losning till differentialekvationen. Detta ger att

()  X"(v)

i)  X(x)
dar p maste vara en konstant eftersom HL endast beror pa ¢t och mittenled endast pa
x

Vi kommer att fa tre fall, i fall 1 sa ar 1+ p = 0 i vilket fall X(z) = ax + b
vilket endast ger triviala 16sningar. I fall 2 1+ p < 0 vilket ger 16sningarna X (x) =

aeV e ppe=vVIHulz - Randdatat X (0) = 0 ger att a = —b och randatat att X (7) = 0
ger att a(eV T —e=VIHHITY — () vilket ger a = 0. Sa vi far endast triviala 16sningar
om inte 1 + p > 0.

Om 1+ p > 0 sa kommer X”(z) + (1 + )X (x) = 0 att ha lésningarna

X(z) = acos(y/1+ pux)+ bsin(+/1 + px).
Att X(0) =0 ger att a =0 och X(m) =0 ger att /T+p=n=1,2,3,... (annars sa
ar alla l6sningar triviala).

Om p = n? — 1 sa kommer T'(t) = e~ ¢ upp till en multiplikativ konstant. Vi
far alltsa att l6sningarna pa formen u(x,t) = X (z)T'(t) ar pa formen

+1:_M7

(n2-1)

w(z,t) = bpe "V sin(nx).

En serieansattning gor att 16sningen borde vara pa formen

u(z,t) = Z bpe "~V sin(nz),
n=1
dar b, valjes sa att

u(z,0) = cos(z) = b, = — /Oﬂ cos(x) sin(nx)dx.
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For n =1 sa far vi att
K 1 ™
by = —/ cos(z) sin(x)dx = —/ sin(2z)dr =0
T Jo T Jo
och for n > 2 sa far vi att
2 [T 2 [T d?
b, = —/ cos(x) sin(nx)dx = ——/ %(x) sin(nx)dx =
T Jo T Jo dz
2
= ——n(cos(mr) + 1) + n®b,,
T

dar vi anvande tva partiella integrationer och identifierade en integral som b, i det
sista steget.
Vi far alltsa att for n > 2 sa ar

2n((—1)"+1)
w(n?—1)

Observera att by, 1 =0 for m =1,3,5, ... och by, =

b, =

8m

@m2=T) sa losningen blir

> 8m —(4m2— .
u(z,t) = Z me “m™ =Dt sin(2maz).
m=1

Del 2.

Uppgift 5. Betrakta ¢,(z) = %\x — y| som en tempererad distribution och definiera,
for f € S,

u(y) = ¢ylf]-
Visa att 82u(y)
o f).

Du far anta att integraler konvergerar och att det ar tillatet att derivera (deriverbara
funktioner) under integraltecknet utan bevis.

[4 poéng]
Losningsforslag fraga 5: Vi har definierat

1
~5 [ 1@le =iz

duy 2dy(/ fe)le—y dx+/ fla _xdx):
! (_/ f(a:)da:Jr/oof(x)dCU—f<y)(y_y)+f(y)(y_y)> B
(- [ [ s,

Deriverar vi igen med avseende pa y sa far vi

T LU+ 1) = 1),

Detta ar vad vi skulle bevisa.

detta ger
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Uppglft 6. Lat f vara en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion sa att f, f' €
L'(R). Antag vidare att f(w) har stod i [—M, M] (d.v.s. f(w) =0 for w ¢ [—M, M]).
Galler det att

|f'(x)] <—/|f J|dx  for alla x € R?
[4 poéing]
Losningsforslag fraga 6: Vi anvander formeln for fouriertransformen for en derivata
F(f)w) = iwf(w),

eftersom [’ € L'(R) sa ar transformen véldefinierad.
Anvénder vi inverstransformen, vilken ar véaldefinierad eftersom f” &r kontinuerligt

deriverbar

1 A N . 1 M R '
f’(ﬂj) = hm _/ Z'wf(w)elwxdw - iwf(w)ezwxdw’
—-M

_A 2T

eftersom f(w) = 0 for |w| > M.
Om vi tar absolutbelopp av bada led sa kan vi gora foljande skattningar

LMo
/ iwf(w)ewxdwlg

O %
<o [ et <

M Mo
< = dw <
< on | M@ldo <

2

sup | f(w)],

(1) < —
T we[-M,M)]

dar vi anvande att |iw| < M i integralen och att |e™*| = 1.

Vi vet ocksa att
@) ol =| [ st Mdt] [ 1sas

Om vi anvénder (2) i (1) sa far vi

\<—/|f )ldz,

Formler.
Du far anvénda foljande formler utan motivering.

(1) Fouriertransformen F(f)(w) = f(w) - fR F(t)e ™tdt.
(2) Z—transformen for en f6ljd a = {a, };2, definieras Z(a)(z) = A(z) = > -, tn,
(3) Om a = {a,}>2, och b = {b,}2, sa definierar vi faltningen ¢ = a * b déar

J— oo
c={c,}2, och
n
Cp = g Anbp—i.
k=0

for alla z € R.

Vidare sa kommer
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dar C(z) = Z(c), B(z) = Z(b) och A(z) = Z(a).



